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等 等）； 测度论、概率论与泛函 分析; 李群与微分 几何; 代数方面可以讲一点表示论(群论基础知识 
已经在一二年级讲了）。此外可以有一些选修课。这些建议自然有一些随意性，而且有一些是日 
常“闲谈”讲的话，算不得教学计划。但是他们中大多数人是这个看法。问他们为什么，回 答是: 
“数学就是统一的，应该让学生有一个统一的认识”。而且他们对我国“分工过细”常表示很不习 
惯。我在写这本书时，也试着在这方面作一些努力。但是这样就要回答一个 问题: 例如本书涉及 
一些所谓实分析知识，是否可以用它来取代实分析课程？我想是不行的。因为既然已分划出这 
样一个分支，总有自己的道 理:有 自己的问题，自己的方法，想要掌握它，必须系统地下功夫。所 
以我不幻想本书能取代其它的书，而只是告诉读者，曲径可以通幽。读者在学了微积分以后，就 
很容易进入某个领域，并且试着引导他去看一下这个领域的概貌。至于读者是否要进入某个领 
域，那是读者的事 :要看 有没有时间，有没有需要，而最重要的是有没有兴趣。我所能做的事无非 
是趁读者游兴正浓之时，告诉他还有哪些地方值得漫游，值得探胜乃至探险。一是提高他的游 
兴，二是如果他真的能去了，不至于过于生疏。根据同样的思想，本书可以只读其一章，可以从任 
一章开始，这与一般教科书也不太相同。这是第二点。 

第三点是我们近年来常感到一个问 题:可 否让学生尽快地进入科学的前沿？另外，在研究生 
的教学或讨论班中又时常发现有不少内容大学本科就可以懂或者应该懂，而研究生有些弄不清 
的问题很可能是忘记了他在学微积分时实际上已经接触过这个问题，或者是因为变了一个样子 
就不认识了。科学发展太快，而学生学习年限不可能再延长。而且将来至少有一部分学生要在 
没有学校和老师的条件下自己去钻研新的科学知识。所以在大学中就应该为他们准备条件。结 
论是应该早一点让学生接触新成果。问题是能否做到。上面讲的试验班的经验给了我们一些启 
发:一 方面是要认真地提取出新成果的实质并与传统的教学内容结合起来。否则，老是一本书一 
本书念下去绝不是办法。其次是老师们要“想开” 一点： 是不是认真教好书是教师的 职责; 是不是 
认真读好书是学生的职责。二者虽有密切关系却不是一件事。教学的某一部分内容时常并非最 
基本的，学生是否愿意在这里花工夫应该可以自己选择。即令听了不甚了然，至少没有什么坏 
处。我的一位老师当年就告诉过我，年轻时代思想最敏锐，即令一时不懂，将来再接触到会有似 
曾相识之感，对自己大有好处。这段话是千真万确的。这本书的内容有相当一部分是我曾以种 
种形式对学生们讲过的，效果不一定比讲传统的教材更差。走什么样的路，甚至数学系的学生将 
来是不是一定会以数学为生，这确实是学生们自己的事。“想开”了这一点，就可以放开种种疑 
虑，反而可以集中思想把书写得更清楚易读一些。 

然而对读者们也有一个要求，即要求他们曾读过一本比较认真的传统的微积分教本。例如 
同济大学应用数学教研室编的《高等数 学》： 此书立论平正，平易近人，易教易学，作为进一步学习 
的出发点是够用的。我对现在的教材绝大部分是肯定的，因为它们帮助读者了解一门科学的基 
本内容。没有这一点，“重温”二字从何谈起？温故而知新，是希望读者能由此再进一步。这是本 
书写作的目的。因为假设读者有了这样的基础，我就可以略过许多材料不讲，可以假设读者自己 
会证明——至少知道——许多定理，特别是本书可以不按顺序，全由读者的兴趣从任何一章开 
始。这本书不是教本，完全不必要全都读懂。有许多内容则是因自己学力所限没有涉及，特别是 
有关计算机和数值计算的问题。但是关于本书材料的选择，还有几点深感不尽妥当。一是本书 
没有一章讲常微分方程，而这是应该有的。这是因为2001年冬我曾应邀在天津大学和南开大学 



为当时还未打算写这本书，那本讲义的内容与本书有些互相牵扯。再重写则头脑里有了一个比 
较固定的框架，不太好办了，只好等以后有机会再说了。二是本书涉及不少线性代数知识，而基 
本的又是对偶空间的知识。目前的线性代数教材从一般的线性空间与线性算子角度来讨论的比 
较少，本书又未能如同处理微积分的古典内容那样细致地处理它，估计会使读者感到困难。如果 
能在第六、七两章适当补充，效果会更好些。 

可是，正如一些数学家一再强调的，数学是“算”懂的，而不是“看”懂的。毫无疑问，这是当前 
数学教学一大弱点，而且似有加剧之势。本书对所讲的内容力求给以比较清晰的陈述，并给出证 
明。力求避免“显而易见”，“不难知道”之类的说法。但是对如何有助于读者的计算能力总是考 
虑不够。一些结论的证明因为与常见的书不同，难免有错，盼读者随时指正。 

本书写作首先要感谢老朋友康宏逵老师，他关于数学基础、逻辑以及对微积分的发展的一般 
看法，多年来与我常共同切磋。本书中引用拉卡托斯的论述更是得益于他。刘伟安老师对大学 
生(不止是数学专业）的数学教学与我经常讨论。本书中关于向量与张量的处理得他之益甚多。 
如何给大学生讲一点广义函数更是我们近来交往的主题。田谷基老师对量子力学有兴趣，本书 
中关于量子力学知识的介绍实际上是我们共同工作的结果。王维克老师从写作本书意念的萌 
生，一直给予支持和鼓励。全书的打印，刘、田二位老师花了不少精力，对于他们以及许多没有提 
到的同志，谨致诚挚的谢意。但是我不能不提到责任编辑郭思旭同志。我们是二十多年的老朋 
友了，我们能合作到退休以后，想起来确有些激动。同样，我向从事编辑和校对的同志深切致谢。 

齐民友 
2003年3月 
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第一章变量的数学 

——从直观与思辨到成熟的数学科学 


读者都读过了一本通常的微积分教本，这样就会知道这是一门很有用的科学，尽管从这类教 
材中他很少能见到新的例子.再说，一门科学是否很有用也不是只靠几个例子能说明的.读者们 
会懂得了微积分中有许多解决问题的方法.如果不是遇到了很难的题目，或很细致的定理，微积 
分不是一门很难念的课程，而应该是很生动的.但是很多读者都对微积分的数学方法很不以为 
然.具体地说就是很不习惯 e - 3之类的语言，很不满意于对许多概念的过分仔细的分析.所以， 
本书打算这样 开始： 首先从历史发展的轨迹说明微积分何以有这样不“友好”的“界面” (users - 
unfriendly - interface ) ?但是本章并不是一 ■个 比较全面的微积分学历史的介绍，所以许多重要的 
人和事都没有讲.我们的目的只在于说明何以会有 e - S 这样令常人望而生畏的东西.说明这正 
是科学进步的结果，是数学科学区别于其它科学最明显的特点.本章结束以后，我们将再就微积 
分的若干主要领域介绍这种语言与方法是如何更有效地表述了微积分的主要思想，如何更有效 
地刻画了宇宙的规律，同时在这个过程中深化了自己，发展了自己(包括自己的语言与方法）. 

“初等数学是常量的数学，高等数学是变量的数学”.这是老生常谈了，而且大体也是正确的. 
变量的数学在刻画自然界，乃至人类社会生活中取得了何等辉煌的胜利，这都是人所共知的了. 
但是什么是变量的数学？因为将“变”的概念引入数学又引起了何等深刻的变化？乃至于什么是 
“变”或“变量”？这些问题是值得我们去进一步思考的.我们将从历史的发展来看一下，这些问题 
是如何进入数学家的视野的.当代数学的一个最主要的起源地是希腊.希腊文明的所谓古典时期 
(即公元前6世纪至前3世纪），数学就已经形成了一个独立的学科.在那时，数学与哲学的关系 
是密不可分的，希腊人对许多数学问题的处理还有浓厚的思辨色彩.然而就是这样，关于变量和 
变化的数学问题已开始孕育了.简略地回溯一下这段历史，有助于我们去体会为什么微积分会有 
今天这样的形状，为什么我们不得不绞尽脑汁来对付 e - &也会体会到，两千多年前提出的问题 
至今仍未完全“解决”.但是，这样做，就不得不进入哲学的领域.这是我们力不能及的.所以，我们 
只能作一些浅显的介绍，而建议有兴趣的读者去读一些比较专门的著作.我们愿向读者推荐两本 
书： 

M . Kline，Mathematics — The Loss of Certainty，Oxford University Press ，1980. 有中文译 
本:李 宏魁译，数 学: 确定性的丧失，湖南科学技术出版社， 1997. 

T . Dantzig ? Number —The Language of Science，George Allen & Unwin Ltd ，1938 .有中文 
译本: 苏仲湘译，数 :科学 的语言，上海教育出版社， 2000. 

这两本书都是严肃的科普著作，不过要请读者注意不要以为读了它们就是读了哲学了. 



第一章变量的数学 


实验，就可以发现宇宙的规律，而不必求助于超自然的力量.希腊人较少受宗教的束缚，敢于反对 
传统，敢于反对教条的权威.对于他们，科学的任务就在于发现宇宙的规律.数学是科学的一部分 
(在希腊时期，几乎是科学的大部分），其任务也就是发现宇宙的规律.而且由希腊人，而伽利略， 
而牛顿……又总是认为宇宙的规律乃是数学的规律.这当然不是说,数学不为各个时代的经济发 
展的要求服务，不为技术服务，而是说，数学还有更深刻的任务，即探讨宇宙（原来主要是指自然 
界，但近几个世纪以来又越来越多地涉及人的社会生活）的规律.正因为它是科学,所以它又能更 
好地适应技术和经济发展的要求.对这个问题我们也不打算多作讨论，而只是指出，看到了这条 
主线就更容易理解微积分为什么会成为今天这样子. 

数学作为一种演绎推理的科学，即数学中一切结论都应该用逻辑方法加以证明，按照罗素的 
说明，这个“原则”或者说是“规定”，是从毕达哥拉斯开始的.其后经由希腊时代的许多学派（主要 
是柏拉图学派)形成一个不可动摇的传统，而在欧几里得的《几何原本》中得到了完美的体现.毕 
达哥拉斯的数学又带有一种神秘的色彩，即他认为宇宙的本质是数（正整数，其实有理数也在其 

内，因为整数72是以1为单位，重复 K -一个正整数-次而得，而有理数1则是以1为新单 

mm 

位重复 n 次而得，这个新单位重复 m ——又是一个正整数——次又可得原单位 1) .既然如此，任 
何一个线段都应该由若干(正整数)个“单元”构成.这当然是原子论在数学中的反映.所以，任意 
两条线段都由相应的正整数77^，?77 2 个单元构成.单元是公共的单位，若两条线段。，匕有 
公共的单位，使它们分别由个单位构成 Cm ” 是正整数），我们称这种情况为 M ， Z 2 “可 
公度”.但是其后毕达哥拉斯一位弟子正是利用了他所证明了的著名的毕达哥拉斯定理（中国称 
为勾股定理)发现，正方形的边长（设为 1) 与对角线长（用我们现在的记号是乃）是“不可公度 
的”，即不可能找到任何的单元使1与乃各含 m 与 n (均为正整数）个单元，亦即不论 m 与 n 是 

什么样的正整数均不能使！ =75.用我们现在的语言来说，即 V 5 是无理数.这个证明应该是读者 

m 

们所熟知的.按数学史家的研究，是欧几里得或其弟子们提出的.我们这里只想提到一点，即当时 
就已经用反证法来证明这个结论. 

这是希腊数学中出现的一次危机.它的实质 在于： 有理数本质上只可用于刻画离散的对象， 
而几何图形如线段等等本质上却是连续的.但是什么叫连续，我们暂时还只能直觉地去掌握它. 
至少现在我们知道,用离散性的有理数不能刻画连续性的对象.希腊人还没有掌握无理数的理 
论，那是两千多年以后的事了.而希腊人对数学的要求又是很严格的，因此，可以说希腊人回避了 
数而专注于几何.他们研究量而回避数.例如线段之长是量，面积大小也是量.对于两个量例如线 
段之长可以讨论它们的“比” （ ratio ). 那么什么是比呢？在《几何原本》，卷 V 中，给出了以下 
的“定 义”： “比是两个同类量之间的一种大小关系”.今天看来，这实在算不上是一个“定义”，但 
《几何原本》中确实是这样说的.从现代数学的要求看来，《几何原本》在严格性方面是大有问题 
的，所以两个量之比是不是一个数是有问题的.但是紧接着讲到比例（即两个比之相等）原书上有 
一个定义5就很有意思了 .因为照抄原书不太好懂，所以不妨用现代的语言说明如 下：设 有四个 
量,例如四条线段 L , Z 2 , Z 3 ，“， 如果对任意两个整数 m 和凡当，必有 
就说^与/ 2 之比等于/ 3 与/ 4 之比.这里要注意不是数的比较，而是长度的比较 ：“把 
乙首尾相连，延长 m 倍”大于“把匕首尾相连延长；7倍”，所以定义5是完全没有问题.如果我们 
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承认量就是数，所以~与/ 2 之比就是 A // 2 ，则这个定义讲的是 ：若由 必可得 mi 3 m 
，就说.这个定义隐含地承认了“比”虽然不知是不是数，但是可以比较大小.如果我们 

把 mhgnh 定义为^与/ 2 之 比毫！ 确实是毕达哥拉斯也承认的数)，则这个定义可以改述 

为，“若4比 Z 2 )_ (某数），则（/ 3 比“）也_洞数），这时就说，与 z 2 之比）= {“与 “之比 
我们都知道，数(不论是否有理数)可以比较大小，希腊人则知道量可以比较大小.但是矛盾在于 
并不是所有的量都可以用数（实际上指有理数）来表示，例如单位正方形的对角线就不行.如果我 
们再多加一 句话： 能比较大小的就是数，则量就与数完全统一了.希腊人就是转不过这个弯子来. 
是不是希腊人笨？能创造如此辉煌的数学的民族会笨吗？转不过弯子来的症结何在？因为希腊 
人认为数毕竟要由“单元”构成，正如物体是原子构成的那样.原子是不可分的，所以单元就是不 
可分量.原子是一切整体的组成部分，所以单元作为一切整体的部分必小于一切数.这就是《几何 
原本》开宗明义的卷 I 公理5:“整体大于部分”.所以，这个“单元”就是“无穷小”.但是什么是无 
穷小呢？希腊人不仅是“不知道”，而且还可以证明“无穷小”不存在（下面我们要讲这件事）.所以 
希腊人无论如何也转不过这个弯子来.这个弯子一直到19世纪六七十年代才转过来.例如戴德 
金 ( J . W . R . Dedekind , 1831— 1916) ,用有理数的分割作为实数的定义，不妨说就是定义 ：凡能 
比较大小并作四则运算的东西就叫做实数(我们这样说还不尽符合戴德金的原意.详见本书第六 
章）.那么“无穷小”是什么呢？戴德金不需要无穷小，而是在实数理论基础上建立了极限理论，然 
后定义无穷小其实是极限为0的变量.这个弯子绕得太大了，不仅希腊人绕不过来，伽利略、牛顿 
都没有绕过来.而且从《几何原本》到戴德金，花了两千多年时间，所以如果说《几何原本》中的比 
例理论(一般认为应归功于欧多克萨斯 ( Eudoxus , 公元前3世纪 ）） 就是实数理论的前身，那又太 
有点“戏说”的味道.但是说从事后看来，希腊数学中已包含了其萌芽,恐怕是事实. 

芝诺 (Zeno of Elea , 约公元前5世纪)和他的四个悖论更把关于数的“单元”（原子、不可分量、 
无穷小）所蕴含的深刻的矛盾突出出来了 .芝诺其人生平不明，著作也没有流传下来.我们现在所 
见的来自亚里士多德的《物理学》.实际上，亚里士多德是企图解决芝诺所提出的矛盾的.关于芝 
诺的四个悼论说法很多，下面我们叙述的是罗素在《西方的智慧》 （ B . Russell，Wisdom of the 
West，MacDonald & Co ， Ltd . 1959) —书中的说法.该书中文译者是马家驹、贺霖，世界知识出 
版社1992出版，48 〜 50页. 

芝诺的悖论是针对毕达哥拉斯的.前两个悖论针对的是一条直线是由无限多个单元构成的 
这样的论点.第一个悖论是阿基里斯 ( AchUles ， 希腊神话中的善跑者）永远追不上乌龟.阿基里斯 
的速度比乌龟快10倍,但是他让乌龟先走了 100米.当阿基里斯追了这100米时，乌龟又向前走 
了 10米，当阿基里斯追上这10米时，乌龟又向前走了 1米.如此进行下去直至无穷，阿基里斯是 
永远追不上乌龟的.驳倒这一点并不难，因为若阿基里斯的速度为&则乌龟的速度是 w /10 .当 

阿基里斯追到乌龟的出发点时，他用了时间100 A ；= T . 而在这个时间里，乌龟向前走了 | .依 

此类推，阿基里斯所用的时间是 

-p T , T , _ | 1 10 

这里涉及了无穷级数.很可惜，希腊人不懂得无穷级数，因此他们只能用思辨的方法来解释这些 
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悖论. 

第二个悖论是所谓“两分法” ( dichotomy ). “阿基里斯”是用相对运动来反对直线是由无限多 
个单元组成这一论断的，'两分法”则说运动是不可能的，并以此反驳上述论断：若一个物体要沿 
某一直线走完一定的路程,它必先经过其 中点； 但在达到中点以前，先要到达1/4 点； 在到达1/4 
点以前先要到达 1/ S 点……仿此进行下去，该物体必须在有限时间内走完无限多个区段.而这是 
不可能的.因此，运动不可能.当然，用现代的数学知识来解释这个悖论也不困难.只要承认时间 
是无限可分的，则相应于空间的无限多个区段，也有时间的无限多个区段.而这些时间区段的长 
度成为一个几何级数，公比是 1 A , 因而无限多个时间区段长之总和可以是有限的.这就解释了 
两分法悖论. 


ABC 

• •參 

參 • • 

• • • 


A B 

• • 


A r B f C 

參參 • 


A n B n C 

• • • 


图 1 — 1 


另两个悖论则是 说:假 设直线由无限多个单元组成，固然会引起如上的悖论，假设它是由有 
限多个单元组成，同样也会产生悖论.这里的悖论又是一组两个，第一个用相对运动，另一个则用 
一个物体的运动.第三个悖论称为“运动场” （ sta de ). 假设空间的一个线段是有限多个单元组成 
的，一个时间区段则由有限多个 瞬间卿 时间的单元)组成.若有三排点 A , B , C 如图1 - 1 .第一 
排 不动； 第二排向右移动，由于单元总数为有限，所以点的移动距离只能是有限个单元，所用的时 
间区段也只包含有限多个瞬间.所以我们可以假设每个瞬间移动一个单元.第三排则向左移动一 
个单元.总之点的移动只能是在一个瞬间（即一个时间单元）内，移动一个点（即一个空间单元）. 
但是如图1,原来的 A 点在一个瞬间以后，向右移动到 A \ 向左移动到 A ", 相距两个点的距离. 
于是 A 〃这一排点相对于 A ' 所经过的点数两倍于相对于 A 所经过的点数，即一瞬间走了两点.但 
是按单元总数为有限的假设，一瞬间只能走一个点.由此可见，运动是不可能的.这一段话是直 
接从亚里士多德《物理学》 一 书中引用的. 

第四个悖论是飞箭不动.飞行中的箭在每一个瞬间都“占有本身大小相等的位置一定的时 
间”.因此在这个目舜间，箭是不动的.而时间是由有限多个瞬时组成的.因此，在整个时间中，飞箭 
都是不动的.矛盾的产生在于假设了时间与空间都是由有限个单元组成的.用我们现在的观点来 
看，问题在于芝诺讲到了速度，如果用： cG ) 表示物体的位置，则在两个不同瞬间 q 与有速度 
就是假设了 


幻=- 7^ 0. 

t 2 - l \ 

因此: r ( r 2 ) 所以就必然有运动.芝诺说，因为飞箭在每一瞬间都有一定位置，这就意 

味着飞箭在这一瞬间是静止的，这个论断在逻辑上就没有根据.上面我们说的其实就是导数的概 
念.飞箭在每一瞬间都有固定的位置，即 ： r G ) 有确定的值，这并不是静止.要静止，至少需要 
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/ G )=0 .当然，希腊人没有这样的概念，芝诺的悖论有违于现代的科学，但是芝诺用这些悖论 
来反驳时间空间是由“单元”构成的，确实是击中要害的. 

这些悖论表明，我们直觉中以为没有什么困难的概念如运动、连续，变化等等，如果深入地进 
行逻辑的分析，就会发现我们并不真正懂得它们.但是因为芝诺提出这些问题时完全是从思辨出 
发的，因此，对芝诺的反驳也必然是思辨的.其中最重要的是亚里士多德.他把无限分成两 类：实 
无限 (actual infinity ) 和潜无限 (potential infinity ) .前者是指某一 ■时 刻“一 ' 下子”就掌握到无限，后 
者则是在一个时间的过程中才能逐步展开、实现的无限.例如一个线段可以无限地分割，但在任 
一个具体的时刻都不能无穷尽分割到头（因此不存在毕达哥拉斯所谓单元）；1，2,3,4,…可以无 
限地数下去，时间可以不断流逝，这些都是潜无限.亚里士多德认为，芝诺的种种悖论都是针对的 
实无限.因此，亚里士多德认为如果只限承认潜无限，则不但不会有悖论，而且正是抓住了现实世 
界的本质，芝诺的困难也都迎刃而解.不仅如此，亚里士多德还指出一条直线的“连续性”就表现 
在：如 果把它分成左右两段，则左段的终点正是右段的起点，二者融合 为一； 时间也是这样，0时0 
分0秒既是昨天的最终一瞬，也是今天的第一瞬，二者也融合为一.但是数就不是 这样； 以整数 
1,2,3,4,5,6,…而言，如果在4处分开，则4是左段的最末一数，5是右段的第一数，其间还差了 
许多.即令是有理数也是 一样; VI 正是1，1.4,1.41，1.414,…与2,1.5,1.42,1.415,…之间的空 
隙.数的集合究竟有没有连续性,一直没有解决.希腊人没有系统的无理数理论，这个理论出现在 
19世纪中后叶戴德金 ( Dedekind ) 与康托尔 （ Cantor ) 之手，正是回答了亚里士多德的问题.欧几里 
得一直只注重几何，而尽量回避数，原因大概在此. 

芝诺的悖论在希腊哲学中影响极大，而后人对芝诺悖论的诠释、评论也众说纷纭，有人说甚 
至有过于对待〈(圣经》.以上我们只从数学的发展来看，就立刻看出，这里的关键在于“单元”究竟 
是什么？或者说，“无穷小”、“不可分量”究竟是什么？今天回顾历史，实在不能责怪希腊人回答 
不了这些问题.在世界上的一切古老文明中，只有希腊人如此深刻地提出了问题.一直到19世纪 
中后期的柯西 （ Cauchy ) 、魏尔斯特拉斯 ( Weierstrass ) 才给出了我们现在满意的回答.而在当时， 
至少是在柏拉图、欧几里得这里，数学家们持极为严谨的态度，实际上是“回避”无穷小.而他们所 
采用的方法，实际上是走了亚里士多德潜无限的路，而且实际上开辟了我们今天的极限理论的道 
路. 

不少人认为希腊人这样的研究数学实在是脱离实际和烦琐哲学，而且播下了今天的数学之 
脱离实际的“罪恶”的种子.对此实难苟同.因为运动、连续、变化不是我们每天都看得见的么？不 
是宇宙本性的一部分么？因此不可避免地成为数学家研究的对象.何况，在希腊人看来，数和其 
它赋形的事物如日月星辰、山川草木的区别其实不大.只不过数学的方法与当时已经存在的科 
学: 天文学、光学、静力学及至生理学等等不同，它不能依靠观察与实验，而只有逻辑推理，这当然 
又与毕达哥拉斯开创的传统相联系.看一看当时一些杰出的数学家的研究，就会发现他们实际上 
都是沿着亚里士多德潜无限的思想前进的.也许人们说这是亚里士多德的哲学思想的“指导作 
用”，但是我们没有任何证据来证明这种说法.宁可说，当时希腊人的认识水平就只达到了这一 

止 

少. 

我们要举出的杰出数学家之一是欧多克萨斯 ( Eudoxus ). 他生于公元前408年左右，比亚里 
士多德早了好几十年，所以没有“接受”亚里士多德哲学“指导”的好福气.他是希腊古典时代最伟 
大的数学家之一,可是其生平与著作俱无流传 .一 般认为，欧几里得《几何原本》关于比例的理论, 




6 


第一章变量的数学 


关于穷竭法(早期的积分法)等等都是他的贡献.欧多克萨斯的工作只讲量（如长度、角度、面积、 
体积…… ） 而不讲数，这是为了避免毕达哥拉斯关于无理数的困难.他应用了一个原理，后来人们 
认为应该看作是一 ■个 公理，因为阿基米德 ( Archimedes ) 也用过它，所以称为 Archimedes-Eudoxus 
公理，见《几何原本》卷][，命题 1( 这里和以下凡引用《几何原本》处，均可在李文林主编《数学珍 
宝——历史文献精选》（科学出版社，1998年出版）中找到）.用我们现代的语言来说，它是 ：设有 
两个量3>6>0,从 a 中除去其一半以上，再从其余除去其中一半以上，如此进行下去，经过充 
分多次以后，所余必小于6.这个原理极为重要，因为它排斥无穷小量(不可分量）的 存在： 为简单 

起见，每次均取 a 的 A 倍，<1，即 Aa ， 于是所余为 （1- A ) a ，/ z 次以后所余当为 （1- 
这个命题说，只要 n 充分大，必有 （1- A ) ra a <6 .其实， A 不必即可，欧多克萨斯取义> 

| 是为了下面穷竭法所需.如果有一个量是无穷小量，即是小于一切量而又不是0的量，则令上 

面的6为无穷小量，而取 a 为单位量1，则一定有一个 n ，使 （1 - 所以6 —定大于某个 

非0的量 （1- A ) ra 而不会小于一切非0量.所以，无穷小量是不存在的.这一段证明显然有亚里 
士多德的潜无限的味道. 

欧多克萨斯然后用它来求圆的面积.严格地说，他并没有求出圆的面积，而是证明了下面的 
定理 圆与圆之比等于其直径上的正方形之比.（《几何原本》，卷 M ,2.) 

我们仍要比较仔细地用现代语言来叙述《几何原本》中的证明，因为这就是早期的积分学.设 
有两圆，其直径分别为 d 与/，面积相应地为 S 与 5 T ， 则待证明的就是下面的比 例式： 

S ： S ' = d 2 ： d n . (1) 

或 

S / d 2 = S ' / d /2 . (2) 

我们当然知道，这个公比是 ； l /4, 但是注意到希腊人连 75 都不承认，又怎会承认 71 呢？所以欧多 
克萨斯干脆不讲这个公比是什么.但到了阿基米德则进一步计算了 7 T 的近似值，他分别用圆的内 
接正96边形和外切正96边形算出 71 = 3.14103 和 ti = 3 . 14271,因此, ti 的真值在二者之间. 

这个定理的证明分为两部分，第一部分是证明圆可以内接正多边形去“穷竭”，即只要多边形 
的边数充分大，内接正多边形的面积就与圆面积近似到任意要求的程度，因此，这个方法称为穷 
竭法.不过这个名词并非来自希腊人，而是来自17世纪的欧洲.证明如下，记圆面积为 S , 内接正 
n 边形面积为 P „， 再作一个各边平行于此 n 边形的外切正 n 边形，记其面积为.很明显 

P n < S < Q n . (3) 

而且，只要很容易看到 ( 《几何原本》中是用《 =4即用内接外切正方形来完成 

这个证明的 .） S - P „ 由?7个相同的弓形构成.如果把内接正？7边形边数加一倍，即设 AB 为其 

一边，取 AB 之平分点 C , 联结 AC , BC , 用这两个边代替 AB 即得正边形，其面积为 P 2 n . S ~ 

P 2 n 是 2 n 个相同的弓形.今证这个弓形面积小于 + CS - G ). 为此，只看一个边 AB ， 并作相 

应的矩形 □ ABED 如图1 - 2,则 AABC = + □ AEED ， 而（弓形 ABFCGA ) 的面积小于 2^ ABC . 
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如果我们把内接正多边形边数增加一倍，则 S - 与 S - 的关系 
是从（弓形 ABFCGA ) 中减去 △ ABC ， 而把原来的一个弓形换成两个 

小弓形，其弦各为 AC 与 BC . 但被减去的 AABoj (弓形 ABFC - 

GA ) ,所以这一个弓形被减去了 “一大半”.每一个弓形如此，;7个弓形 
之总和当然也如此.所以随着每一次把内接正多边形的边数加一倍， 

S -匕 就会被减去“一大半”.仿此进行下去，利用卷 X 命题1,即知， 

只要72取得足够大， S ~ P n (其实就是 | S - PJ ) 就会变得“要多小有 
多小”. 

至此，读者们一定会说，由此推知，对任意 e >0必定有 N 存在， 

使当 72> N 时，，亦即 = 但是不要太急，不要忘记希腊人还没有极限的明 

YI ― ► CO 

确概念.而他们对数学严格性的要求又使他们不能用没有定义过的东西.（不过，他们实际上并没 
有真正做到这一点，例如什么是圆面积，他们就只说它是一个量，而不是数，但是什么是量，什么 
是量的比都没有下定义.在20世纪初希尔伯特又写了一本《几何基础》（科学出版社有中译本）， 
这样才达到了 20世纪数学严格性的要求，但是已把《几何原本》改得面目全非了）.不使用极限, 
使希腊人绕了一个大弯——求助于反证法. 

证明的第二部分是求证 （1) 式,这里他们用了反证法.设 （1) 不成立，则一定可以找到比例第 
四项使 

S : S " = d 2 ' d n . (4) 

关于比例第四项是否一定存在，《几何原本》又是默认而未证明的.如果则取 n 充分大, 
如上所述可以使 5 T 的内接正 n 边形尸^与义之差任意小，从而小于 5 T - S 〃，即 

I p : - y I < I m 

于是有 

S ， > K > S 〃• (5) 

在《几何原本》中紧紧放在这个定理前还有一个 命题： 圆内接相似多边形之比等于圆直径平方之 
比，这又是很容易证明的.故 

P n ： Pi = d 2 ： d n . (6) 

再由（4)，有 

P n : P : = S : S ' 

因匕 < S ， 故〃，但这与 （5) 矛盾. 

如果设 S 〃> S 、 也同样会出现矛盾. 

定理证毕. 

我们不厌其烦地引证了二千多年前的文献，是为了与我们现在都懂得的微积分作一比较.我 
们甚至不妨说，19世纪中叶，柯西和魏尔斯特拉斯正是复兴了欧多克萨斯的穷竭法，才完成了微 
积分基础的奠定.首先，他们正式给出了极限的定义，这是欧多克萨斯没有做到 的：有 了极限，他 
们就以 圪的极 限作为圆面积的定义，这也是欧多克萨斯没有想 到的； 有了这一切，他们就再也用 
不着绕反证法的大弯子了.他们定义无穷小即是极限为0的变量，从而“真正”地排除了毕达哥拉 
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斯“单元”以及后来的不可分量的“痕迹”.这只是在欧多克萨斯的基础上走了更明确的一步.他们 
也是宣告了亚里士多德潜无限思想的“胜利”，把笼罩着的思辨色彩“清除”了.这一点恐怕他们自 
己也没有想到.千真万确的是，他们把变量、极限等等归结为不等式，确是得了欧多克萨斯的真 
传.可惜的是，正是这一点成了 的罪名，因为它们使人望而生畏了，这却是变量的数学的精 

华. 

不过，凡事有利必有弊.《几何原本》在数学上的严格性成了人们的“模范”以后，也必然会对 
人的直觉、感觉、不严格的推理有所排斥.而这种排斥时常也把许多极为生动的，通向真理的其它 
道路封锁了.以亚里士多德而言，潜无限的思想被推到了主导的地位，实无限的思想难道就一无 
是处了吗？否，历史证明不是这样.《几何原本》一个最明显的缺点是轻视数学的实际应用.这不 
是说希腊数学整个都是轻视应用的.即以欧多克萨斯而言，他不仅是一位数学家，还是一个天文 
学家(他曾经提出一个关于天体运动的模型），他还是一个医生，一个地理学家.另一位更著名的 
大人物是阿基米德 ( Archimedes ， 287—212, B . C .). 他是亚历山大时期（或称希腊化时期）希腊 
数学和科学的代表人物.他较晚于欧几里得，但二人大异其趣.他不仅在数学，而且在力学、机械 
学、光学等各方面都有大贡献.他还是一位伟大的发明家，而欧几里得主要贡献则是完成了《几何 
原本》（其中不少是他的弟子们的功绩），有点像孔夫子说的“述而不作”，而阿基米德的创造天才 
却是光彩夺目的.因为我们的目的只是讨论微积分的思想与方法的源起，所以现在就不来讨论希 
腊数学各个时期特点的比较及其功过了 .好在到了公元前2世纪至前1世纪，罗马人征服了希 
腊.出现了罗马帝国，希腊数学也退到历史的后台去了. 

千年沉睡以后，当数学科学再次醒来，已经开始进入资本主义时代了.社会经济的发展要求 
变了 .到了 16和17世纪，人类面临新的数学问题.其中一些重大问 题是： 求一般几何形体的长 
度，面积，体 积; 求曲线的 切线; 求运动的速度与加 速度; 求函数的极大与极小等等.我们的读者一 
眼就可以看出来，当时人类需要的新科学就是微积分.这些问题一方面有明确的实用背景，但又 
常与哲学上的论争，与人类争取从天主教神学以及亚里士多德的教条下获得思想解放的斗争紧 
密联系.伽利略在比萨斜塔上的实验(但是科学史的研究表明，他并没有做这个实验，而是用斜面 
的实验反驳了亚里士多德）、围绕日心说的斗争是大家都熟知的了 .新时代呼唤巨人，他们是笛卡 
儿、哥白尼、伽利略、开普勒直到牛顿和莱布尼茨.下面是一些例子. 


第一个例子是关于积分学的.那个时代人们努力的重点是 
发展希腊人的穷竭法，但是他们又丢了穷竭法中的精华 ：用复 
杂的反证法绕过缺少极限理论带来的困难，把问题归结于不等 
式，从而为19世纪的 e - 3铺平了道路.他们反而又回到了不 
可分量(亦即毕达哥拉斯的单元），不过更大胆，而且几乎没有 
多少玄妙的思辨色彩了.开普勒 (Johannes Kepler , 1571— 
1630) 有一本书名叫《测量酒桶体积的新科学》，顾名思义，其中 



会讲到面积和体积.在开普勒看来，圆是无穷多个顶角无穷小 图 1-3 


的扇形堆成的，球是无穷多个互相平行的厚度无穷小的圆柱形 


堆成的.伽利略也是这样，例如他认为若一物体(应为质点）作等加速运动，则在 r =0 到 r = T 这 


段时间走过的距离将由 △_ 之面积来表示.因为，若在时刻 n 速度为 A 3、伽利略将它乘以 


无穷小的时间间隔， AOAB 就是由无穷多个直线段 A / f 组成的，因此他得出 结论： 距离由 
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C 



△ QAB 之面积来表不（图1 - 3). 

这样看来，伽利略和开普勒在面积体积问题上是一样的，采用了不可分量的观点.这种观点 
在伽利略的学生卡瓦列里 (Bonaventura Cavalieri ，1598一 1647) 的著作里表现得最系统.简单地 
说，他认为线段是由点组成的，正如链子是由珠子穿成的一样；面是由线组成的，正如布是由纱织 
成的 一样； 立体是由平面组成的，正如书是一页一页的纸叠起来的一样.点、线、面就是相应的不 
可分量，它们在一个或几个维数上是无穷小. 

所以，如果说欧多克萨斯是在千方百计地回避无穷小，而为此费尽心思利用了 Archimedes - 
Endoxus 公理，利用了不等式，利用了反证法，这一个时代的数学家却是硬着头皮往前闯.虽说不 
严格，却得到了许多正确的结果，这样不会招致人们的批评吗？卡瓦列里的回答是绝妙的.他说, 
我的目的只是为了改善穷竭 法:我 的方法确实不严格，但是我的结果很有用，有用就行.严格不严 
格那是哲学家的事，别的几何学家不是和我一样不严格吗？ 

首先，它确实改善了穷竭法.上面我们讲到的希腊的穷 
竭法太依赖于特殊的几何曲线（例如圆）的特殊性质，现在 
却有了一定的程式，例如要计算一段抛物线 > = 2下的面 
积 OAB 时（图 1-4), 我们把 OA 分成 tz 等分，每一段的长 
记为 d ，于是相应的纵坐标是 d 2 ， (2 d ) 2 ，) 2 ，… . 如果把 
n 取为无穷大，那么图上用实线画的区域都成了直线段，我 
们用虚线把它们补成矩形的.如果 n 是无穷大，这些矩形和 
实线所成图形是没有区别的，它们就是不可分量.现在把这 
些不可分量的面积加起来，就得到 OAB 的 面积： 

OAB = d • id ) 1 + d • (2 d ) 1 + … + ci • ( nd ) 2 I ra=00 

= d 3 [ l 2 + 2 2 + … + n 2 ] n=C o 

[l 2 +2 2 + … + n 2 ], = co 

= QA 3 ( 2 ” 3+ /d . 

、 on 7 n = m 

这里只用了一个很初等的代数公式 

I 1 + 2 2 + …+ n 2 = -in (n + 1) (2 n + 1). 

6 

还有丄 =0.前式并不难证，后面的丄 =0按卡瓦列里的说法，交给哲学家去管好了 .不 

^ YI — OO ^ yi 二 OO 

管怎样，许多人都可以按这个程式去计算积分了 .如果把严格性暂置一旁，这确实是很大的进步. 
第二个例子是关于速度.速度和加速度这些运动学概念的研究在当时的重要性我们已在上 

面讲过.如果运动轨迹用 x = xit ) 来表示，则大家知道^表示平均速度.现在要求瞬时速度，可 

是又不能令 At =0,因为那样一来就连运动也没有了（牛顿语），所以牛顿称#为最初比，然后让 

Ar 逐渐趋近 0( 请注意，牛顿在这里不但使用了趋近的说法，还多次用了 “极限”一词，只不过那 
时并没有明确的极限概念，牛顿也没有花功夫去说明极限的含意是什么），于是最初比有一个“极 
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限” i : (?) ，牛顿称为“最终比”，牛顿把变化中的量如 x (?) 称为流量 ( fluent ) * 而把其变化率 x (?) 
称为流数 ( fluxion ). 牛顿的方法论似乎有些混乱，有时他也使用不可分量，但是例如在《原理》一 
书中他又批评不可分量，明确地 说：“ 如果我说某量由粒子组成，……不要以为我是指不可分量， 
而是指趋于0的可分量”，牛顿以为用运动学的观点去解释这些问题就可以避免古希腊人的思辨 
方法、形而上学方法的困难.他做到了吗？下面再引牛顿的几段话（这些话都见于《原理》中文版 
38页：“可能有人反对，认为不存在将趋于0的量的最后比值，因为在量消失之前，比率就不是 
最后的，而当它们消失时，比率也没有了”（就是说, ArfO 时就不是瞬时速度，仏=0就连运动也 
没有了）.“最后速度……就是……物体到达其最后处所并终止运动时的速度……最后比可以理 
解为……它消失的那一瞬间的比……在这运动尚存的最后时刻速度有一极限，不能超越,这就是 
最后速度,”牛顿还说“我论及最小的、将消失的或最后的量，读者不要以为是在指确定大的量，而 
是指作无止境减小的量”.所谓瞬间是什么？ “它消失那一瞬间”是什么？什么叫“无止境减小的 
量”？是不是0?可不可以略去不计？这才是问题所在. 

看一下切线问题还会更清楚，下面我们讲一下费马的 & 

作法，图 1-5 画出了求 y =/(： c ) 之图像在 p 点的切线的方 y ^ i y=f(x) 

法，此图含意自明，下面除了其中关键的 PR 记为£；之外均 T 1 

不再解释.令 G (即: r 点）得一増量 E (就是我们常用的△: r ) ~ r 

而变为 Gi ，由于 △ TGPooAFRTV 所以 

TG ： PG = GG 1 : T,R = E : T , R . 

但是，当£；非常小时，费马说 T , R 和巧只相差不多，从而 
可以把：略去不计，用我们熟悉的语言就是当 A : r 很小 
时， d ; y 与 Ay 之差可以忽略不计，所以 

TG ： PG = E ： (Pj G } - PG ) 

= E : Lf(x + E ) - f ^ x )^ 

但 PG = /( x ), 故上式给出 

TG = Ef ix ) / [/(x + E ) - f ix )] 

= + fix \ (7) 

最后费马说，“去掉 E 项”（即令 Ax 二 0), 立即可得 TG , 在确定了： T 点位置以后，连接 T _ P 即得 
切线. 

这里遇到的问 题是： 令£；=0时， （7) 之分母成了 j 而没有意义.然而要注意，在那个时代，人 

们知道的函数不多，例如笛卡儿就只讨论 / Cr ) 是多项式的情况.这时 /Cx + E ) -/ Cx ) 仍是多 
项式，而且每一项都有因子£,因此， (7) 之分母中 E 可以约去（注意，这当时是不合法 

的），因而不会出现■^问题了.但是令 E = 0不但是做了不合法的事，而且 E = 0就没戏可唱了， 

这和上面讲的 Ar =0就没有运动如出一辙 . £；又是0又不是0,是一个方生未死似0而又非0的 
无穷小量！可是什么是无穷小呢？再说上面略去了 7\巧，究竟什么样的东西可以略去不计呢？ 
所以，情况仍与芝诺时代差不多，必须要回答什么是无穷小，而且不能只用思辨的方法，要解决具 











第一章变量的数学 


11 


体问题，如当年用穷竭法计算圆面积一样. 

我们不能像卡瓦列里说的那样，把严格性完全交给哲学家.《几何原本》对这个时代的数学家 
仍然是不可改变的规范.例如牛顿的基本著作《自然哲学的数学原理》就完全是模仿《几何 原本》 
的.牛顿知道其中的问题时常出在无穷小量上面 :说它 不是零，并用看起来很像零的英文小写字 
母0来记它，又常用 a + o = a ，或在两个无穷小乘积中令它为零.说它是零，又允许以它为分母， 

并且称 j 为不定式 .18 世纪的许多卓越的数学家都为此绞尽了脑汁.这当然瞒不过哲学家的法 

眼.这里必须提到爱尔兰克罗因地方的主教伯克莱 (Bishop George Berkeley ， 1685— 1753) 的一 ■本 
著名的小册子《分析学家，或致一'位不柄神的数学家 》 （The Analysts or a Discourse Addressed to 
an Infidel Mathematician ) ，读者可以在前面引用的李文林主编的徽学珍宝》一 ■书 316〜321页上 
看到此文的摘译，下面引用的译文均来自此书.“不信神的数学家”是指哈雷 （ E . Halley ), 哈雷彗 
星的发现者，对牛顿写出《原理》一书起了重要的作用，并资助出版.伯克莱写这本书当然是为了 
宣扬自己的宗教观和自己的哲学.大体说来，他的论据就 是:连 牛顿的微积分、无穷小量那样模糊 
不清，逻辑混乱的东西都可以相信，为什么你们却不肯相信上帝呢？我们不想讨论哲学，但是应 
该指出，伯克莱的批评是切中要害的.伯克莱直接指名责备牛顿“曲线求积术”一文中给 z 以非 
零的增量/^，然后作了一些代数运算，然后又叫 △=(), 这岂非背离了逻辑学中最起码的矛盾律 
(即 A 不是非 A ) 吗？而在神学中是不允许这样做的.而且他两次引用牛顿在该文中的原话 ：“在 
数学中最微小的误差也不可以忽略”来讥讽牛顿.伯克莱指出，牛顿的“流数”（即我们今天讲的导 
数)是不可理解的，更何况二阶、三阶……流数“全都超出整个人类理解能力”.这种又是零又不是 
零的增量，还有增量的增量……“这就是我们的现代数学家们……全部思想的基石”.可是这些全 
是不可理解的东西.至于由此得到的成功，伯克 莱说： “他使用流数，就像建筑中使用脚手架一 
样,”房子盖好了自然“就立即将它们弃之一边“我所非议的不是您的结论，而是您的逻辑和方 
法:您 是怎样进行证明的？您所熟知的对象是什么_? •关•于_它_们•您•的•表_述_是•否 侖金? • 
a 是]十_么_? V 们_是¥可_靠？ ¥是_如¥应_用_它)门_的 (着 

tiaw 结企，•这•是_“.土这 +嗇去 金桌^4+_目皮的但程度相当的错误抵消了(这句话是指莱 
布尼茨 .） 伯克莱正确地点出了 要害： 那个似零又不是零的 △ 是什么？ “这些消逝的增量又是什 
么呢？它们既不是有限量，也不是无限量，又不是零，难道我们不能称它们为消逝量的鬼魂吗?” 
其实，从我们上面引述的牛顿在《原理》一书中对自己的最终比的说明，并且一再强调自己的方法 
与不可分量并不相同.看来，难道不能认为牛顿自己也感到了类似的问题，因而理不直，气不壮， 
处于彷徨与无奈之中吗？ 

把微积分放在一个严格的基础上是很长一段时间数学家着重努力的大问题.但是有一点应 
该指出，这一段时期所有的数学家是同时用极大的力量从事扩大与深化微积分的应用的.现在的 
大学数学系，一直到高年级的许多课程的内容都是在18世纪、19世纪形成的，这一点与希腊时 
代非常不一样.这是生产力迅猛发展及其带来的科学的迅猛发展的表现.达朗贝尔有一句名言， 
很可以反映当时的 情况： “前进吧，你会得到信心!” 

确实是这样，数学进入了一个高歌猛进的时代.新思想，新方法层出不穷，新领域一天天被发 
现、被征服.然而却全处在伯克莱大主教提出的一长串问题的笼罩下.我们想从欧拉的《无穷小分 
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析引论》①中转述一大段，而且仍然沿用欧拉的记号.这一段正是讲的指数函数与对数. 

任取一数 a 为底，则 ，二1 .若 o ; 表示一个无穷小，则/二1+少，平也是一个无穷小.所以 
我们可设少=“，而 

O ) = log a (1 + kco ) . (8) 

例如当 a = 10时，1 = 2 . 302 58.对任意数 j 有 

a ]w = (1 + ka)) J = 1 + -^- ka ) + 』 • 2 ^ k 2 an 2 + •' 


令_/=1而 z 为定数，则 ； 等于无穷大，代入上式有 

O ) 


+ —^kz + 


k 2 z 2 


2 • 3 


駭 


但因 7 是无穷大，所以^■二 


令 z = l 有 


1等等，代入上式， 

' ' kz ' k 2 Z 2 ' 

= 1 + T + r ^ + ".’ 


a = 1 + 夺 + $ + … . （11) 

上面说到少=々0；,取 a 为相应于々=1的那个数，则由 （11) 式有 

a = 2.718 281 828 459 045 235 360 28. (12) 

(请注意，欧拉时代没有计算机，他怎么能用手算出 e 到23位小数?)我们记这个数为 e . 下面一段 
是欧拉的 原话： 

“为简单计，我们用符号 e 表示 此数 : e = 2. 718 281 828 459*". 它是自然对数或称双 
曲对数的底，它相应于々 = 1，而且 e 表不无穷级数 l + f + + 1*2*3 + 1*2*3*4 +…之 


再看对数，由（9)，令其中的 a = e ，从而6 = 1，有 


2 - - 1 

z 1 z j 7 - 1 , 

_ -L _ • i _ -L 

■4 ' -4 - • 1 


如果把写成1 + : c ， 则由上式 

Z = 7 [ (1 + X ) T — 1] 




2 - 3 


工2 工3 

— x —2~ ^ — 

但是 z 就是 log e e z = log e (1 +工），所以又有 


①欧拉送一著作，是用拉丁文写的，书名 Introductio In Analysis Infinitorum ? 1748. 应译为《无限量分析引论》， 1988 年， J . 
D , Blantan 有英译本，就采用了送样的书名 ： Introduction to Analysis of the Infinite ， 我们仍然从俗把欧拉这部著作译为《无穷小分 
析引论》 
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2 广 

l (〕 g e (1 + x ) 二 ： c - 皆 + — (14) 

我们能同意伯克莱大主教说 的：“ 所有这些错误碰巧都抵消了，所以欧拉得出了如此惊天动 
地的结果”吗？当然不能，欧拉是一位极为罕见的大数学家，他在处理数学与力学问题上的能力 
是非凡的.如果数学中以欧拉命名的东西都没有了，数学史一定要改写.但是数学仍然会发展，而 
是一定会和今天一样好.欧拉的成就应该归功于他非凡的洞察力和数学运算能力.更深一层来 
看，牛顿、莱布尼茨真正伟大之处在于他们真正抓住了变量的数学的本质，形成了高屋建瓴势如 
破竹的局面.所以在一两百年之内巨人辈出也正是时势造英雄.余下的工作就是把问题都搞清 
楚，否则数学是不可能再进步了.请读者看欧拉的一段文章目的就是请大家注意，欧拉没有一个 
结论是错的，但是真把他的毛病都消除，却是要大费周章.特别是由二项级数，再逐项求极限决非 
轻而易举.读者们读过的微积分教本上面那一小段引文要花多少篇幅才说得清楚，读者自己都有 
体会. 

上面我们完全没有讲莱布尼茨的贡献.这不是由于在“发明”微积分的“知识产权”问题上我 
们有什么偏爱.而是由于，一开始我们就说了，本章并不是一个初步但比较全面的微积分历史.莱 
布尼茨和牛顿虽然在微积分的理论和方法上都不一样，但是在什么是微分(这都是莱布 
尼茨的记号）与不可分量、无穷小量的关系上，他与牛顿遇到相同的困难.伯克莱大主教在反对他 
们二人上似乎也是一视同仁的，所以我们就完全略去这一部分.好在在本章开始时介绍给读者的 
两本书中都有了介绍. 

解决遗留下来的问题——其核心从希腊时代起就是关于无穷小量与不可分量等等的问 
题——出路在于极限理论.极限的概念牛顿等许多人都已经有了，而在柯西以前，最接近当代极 
限概念的是达朗贝尔.然而所有这些论述都过于几 何化： 所谓一个变量 z 趋于 a ， 人们自觉或不 
自觉地是从运动学的角度来领会的.因此柯西最大的功绩在于把极限的研究算术化了.这方面的 
先驱应该指出的还有波尔察诺 (Bernhard Bolzano ， 1781— 1848) 和阿贝尔 (Niels Henrik Abel ， 
1802— 1829) 前者曾指出高斯关于代数的基本定理(每个代数方程都有根存在）证明不够严格，因 
为高斯利用了连续函数的中间值定理未加证明.他又是第一个给出不可求导的连续函数的例子 
(1848) 的数学家，比魏尔斯特拉斯早30年.他多年来是布拉格的一位教士而未为人知.阿贝尔很 
年轻就去世了，一生贫病交加.他对当时分析中缺少严格性可说是痛心疾首.真正成就和影响最 
大的当然是柯西，他写了几本教本：《工科大学分析教程 》 （Cours d ’ Analyse de Y Ecole Politech 
nique ，1821). 《无穷小计算概要 》 (Resume des Lecons sur les Calculs Infinitesimals , 1823) 与《微分 
学讲义 》 (Lecons sur les Calculs Differentiels ，1829) ，使我们看到了今天我们熟知的微积分教本.柯 
西所作的事就是使极限摆脱几何的束缚.极限概念如果不能摆脱几何的束缚，终将会引起混乱. 
例如说圆内接正 n 边形当 n — °° 时极限就是圆，那么就可以问，是否终于变成了圆？圆的性质全 
都含在正多边形的性质之中了？柯西明确指出，极限就是一个数，所谓变量: r 趋向 a 时 / Or ) 以 
A 为极限 就是: 若代表变量: c 的一串数值无限地趋近固定数 a 且其差可以任意地小时, / Cx ) 与 
A 之差也可以任意小.但是稍后的数学家如魏尔斯特拉斯仍然对此定义不满，认为仍然包含了 
几何学与运动学的痕迹，应该更进一步算术化.变量是什么？魏尔斯特拉斯给的回答就是 ：若有 
一个无限非空集合 D (例如实数集），而: r 可以取 D 中任一元为值，: r 就称为一个变量 . lim / Cx ) 

_ _ x 一 a 

= A 的意思就是:任给 e >0必可找到3 3 ( e ) >0，使当 | - a | < 3时，| / ( x ) - A | < e .我们 
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看到，这样做其实正是发展了〈(^何原本》中把穷竭法归结为不等式的实践，于是许多问题自然化 

解 了：这 些正；7边形最后会不会与圆重合？根本不必问这样的问题，反正有 limh = S . 每一个 

^ 2 —► 00 

均不是 s ， 中没有最后一个元.“最终比”是不是运动停止的那一瞬间的速度？无所谓这 
一瞬间那一瞬间，既无所谓运动开始的最初比，也无所谓运动停止“那一瞬间”的最终比.我们看 

到的 只有# 是&的函数, 与# 都是变量，而当 Ar -0 时# 也有极限 lim ^, 它就叫做瞬 

l\t LAt l\t A /— 0 l\t 

时速度.运动可以还继续，无所谓最终.什么是无穷小？它没有任何特殊的神秘之处，用不着与 
“单元 '“原 子”、“不可分量”……扯到一起，它只是以0为极限的变量而已. 

先是柯西，再继之以魏尔斯特拉斯，把整个微分积分放在极限的基础上，而后来又放在不等 
式的基础上，可以说，魏尔斯特拉斯如愿以偿地“清洗”了运动学的“痕迹”，变量的数学静态化了 
(既已静态化，也就用不着再为芝诺的悖论操心了）.这就是读者们学过了的微积分. 

于是我们看到，什么是导数？是 极限； 什么是积分？也是 极限； 什么是 D 还是极限. 

(只有什么是微分？这比较麻烦，第三章全章就是为了回答这个问题 .） 什么是极限？也很清楚， 

极限是数.那么什么是数？这就追溯到古希腊的第一次危机.请看康托尔 （ G . Cantor ) 的 回答： “乃 
只是一个尚未确定的数的符号，而不是它的定义.然而，用我的方法可以满意地给出其定义为 

{1.7’1.73，1.732 r _.} ”. 

康托尔的话意思是，实数需要定义.其方法之一是定义实数为一个具有特定性质的有理数序 
列.这样一来，单位正方形的对角线长也是一个“数”，其定义是一个 序列： 

{1. 4, 1.41,1. 414,…}. 

用这样的方法解决了毕达哥拉斯的困惑，使得直线上每一个点都对应一个数,每一个数也对 
应一个点，即使得点与点的坐标一一对应.这是解析几何的基础，而且把整个几何“算术化”了 .例 

如两个线段的比现在很容易定义了，若的长是有理数，则/ 1 :/ 2 =#也是有理数;若/ 1 ,/ 2 之 

长有一个是无理数，~: = 乃有意义，无非可能是无理数而已.总之，量与数的对立消除了 .不 

仅如此，有关极限理论最困难的定理也都得到了证明.这就是魏尔斯特拉斯所企盼的把整个微积 
分算术化.我们将在第六章详细讨论这些问题. 

总之，微积分现在已经建立在稳固的基础上了.它有如一个“平台”，在这个平台上可以建立 
许多大厦.可以用它来解决许多以前所不能设想的问题.我们这本书就想对这个平台上的一些 
“大建筑”作一番漫游.当然，数学科学还有许多其它的平台，即具有自己的新思想、新方法的领 
域.我们虽然不一定能去参观，不一定能去“定居”，但是可以告诉读者，这些平台中大多数与牛顿 
的平台有密切的关系.而且从数学的历史来看，如果想找一个比牛顿平台更基本的，可能就只有 
《几何原本》了. 

不过还有一个问题要说几句，既然微积分已建立在可靠的基础上了，是否由此就完全否定了 
直觉的作用？我们不打算进入哲学的领域.从数学的教学和研究来看，我们还只能说，这么多世 
纪的数学发展证明了人们的直觉还是可靠的，需要的只是深入的分析.直觉仍是数学的思想与理 
论的来源之一.例如芝诺的悖论，我们还只能说，如果不是终日冥想，而是进入具体的数学与物理 
学的领域，人们就不会只作这种抽象的玄想.从芝诺悖论会产生集合论的问题，也都在集合论作 
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为数学的一个分支的框架内，或者得到解决,或者得到深化.又如无穷小，运动等等，我们只要知 
道了在数学中是如何处理这些问题的，就会发现这些直觉不但无害而且有益.而且，数学懂得越 
多，从直觉里得到益处也越多.至少是受“严格性不足”之害越少.所以直到现在，人们还是说“设 
某个增量 Az 是无穷小”,说什么某个小体积是“无穷小元”，或者“微元”之类的话.本书也是这样 
做的.总之，越往后走，越深入数学和物理学，您会得到越大的“自由”，而不必谨小慎微. 

大约二百年前，达朗贝尔用一句鼓舞人的口号来描述当时的数 学：“ 前进吧，你就会有信心”. 
而现在的情况则 是:人 类正充满信心，人类正在前进！ 




第二章函 数 


微积分研究的对象主要是函数.其主要的动机并不是思辨的需要，而时常是更实际的经济利 
益的驱动.例如三角学，自古希腊就有系统的研究.这是为了研究天体的运行，也是为了航海的需 
要.所以当时不只是有平面三角学还有球面三角学.随着资本主义时代的来临，人类活动的广度 
与深度大为增加，例如对数的出现显然是为了简化航海中的计算.值得注意的是，这些活动甚至 
直接影响到学术界的最上层.下一章开始时我们会讲到牛顿,还有哈雷对天体运动的研究与航海 

的关系.现在我们将指出，对数的一位早期创始者尼古拉•麦卡脱①实质上是用积分 T 4 ^来定 

Jo 1 + X 

义对数.牛顿接受了他的思想，并把自己最得意的二项级数用上，与麦卡托互相独立地得到了 l«g 
( l +_ x ) 的泰勒级数展开式.然后又用非常精巧的反演方法，得到了 y 的幂级数展开式.牛顿也用 

同样的方法来研究 arcsin x \ x / 以及它的反函数 sinx . 一直到 1715,泰勒 (Robert Tay - 

」 0 v 1~ x 2 

lor ， 1685 — 1731) 发表了“增量法及其逆”一文，才给出了我们现在知道的泰勒公式.所以，历史的 
发展与我们现在的教科书有些矛盾，先有反函数 log (l + x )= P #和 ar CS inx = f y dx 

Jo i 十工 Vl-x 2 

的级数展开式，后来才有 g 和 sinx 的级数展开式.为什么现在通用的微积分教本要用与历史不 
符的讲法呢？ 一个重要原因是教学的需要.首先看到这一点的欧拉，把关于微积分基础的讲授放 
在前面作为预备知识，于是多年以后三角学完全在中学里了 .大学里先是给出了 e = lim 

n 一 00 

(1 +丄^,作为有界上升数列必有极限的一个重要的例子.可是为什么重要？为什么以 e 为底的 

\ n 7 

对数称为“自然”？都只好不讲了 ？=0：“+ 1 3 1 1^按逻辑的要求应该放到另一门课去讲，因为 
必须先定义什么是复变量的幂级数(其实这只是一句话的问题）.现在，我们既然假设读者都学过 
微积分，就有可能用一种比较接近历史真实的、比较接近物理学的讲法.我们的出发 点是: 一个函 
数 y = y Gc ) 可以作为一个微分方程的柯西问题 



f (工， y ) ， 

= yo 


( A ) 


之解来定义.这里3；可以是一个函数，也可以是一个向量 (3 V …， A ) (当然/也相应地应为 


① Nicholas Mercator ，162(} —1687,数学史上有两位麦卡脱，另一位是 Gerhard Kremer Mercator ， 1512—1594是著名的地 
图制作家，现在地图上使用的麦卡脱投影法就是他创造的.他为制作地图所引进的一些名词，现在我们仍然使用在微分流形理 
论中，见第七章.送二位的姓名中 Mercator 一-字在德文文献中常作 Kaufman ， 商人之意.其实 Mercator 就是商人一■词的拉丁文说 
法，英文的 Merchant 也来自此词. 
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一个向量/= (^，…，/ „)) .其实欧拉以及现在许多深一点的微积分教本都是这样作的，特别当 
涉及复变量时是如此.那么它是否能定义一个（而不是许多个）函数（也不是什么都没有定义)呢？ 
从数学上讲这就是常微分方程的柯西问题的存在与唯一性定理.为此下面的条件就足 够了： 

常微分方程的柯西问题 ( A ) 的存在与唯一性定理 设 （1) 右方的向量值函数 /( x ,; y ) 的每一 
个分量均定义在 D 中， （ x (> ^ y (} ) ^ O 而且在乃的子集 | x - : c D | ， | y - Jd I 中对 （ x ， 3 ;) 连 

续对 3 ； 满足利普希茨条件，则 （ A ) 必有唯一解存在于[% - A , _ r D + A ] 中.这里办 = 
min { a » b / M )» M = sup \ f ix <> y ) \ . 

I X ~ Xq I ^ cz ? I 3 ^ - >^q 1^6 

这个定理我们就不来证明了.不过希望读者注意，这是一个很细致的定理，在实际用起来的 
时候一些似乎是很不起眼的地方，例如 A 的大小，都会出问题. 

我们上面已经说了欧拉就这样来研究过一些函数.但是欧拉的时代并没有这样的定理.这倒 
不是因为这个定理的证明很难，而是因为当时人们并不认为需要证明这样的定理，而且证明这个 
定理时必不可少的收敛性的概念，欧拉时代的数学家并不明白.例如看一个质点的运动，按牛顿 
第二定律，运动方程就是一个常微分方程组，如果给出了一定的初始条件，则该质点的运动状况 
就完全确定了.而且欧拉的想法是：把时间分成一小段一小段.在第一小段（从 : C = &到 ： C = x (> 

+ A )， 设 f (工， y ) = f (工 (、，>*«)，于是得到 JV 1 = + / (工。，3^ ) (工—工。 ） ，这样到 x — x x = x {) + h 

时 ，； y = =加+ / ( A ， y () h • 在第二小段时间，从 :c = Xj ^ 到 ：c = 而 + / i 中不妨用/ (:^， ; yi ) 代替 

/( x ，3；)， 而得 y = y \ + /( x 1 ，; y 1 ) ( x - a ) .仿此进行下去，我们会得到一■条折线，称为欧拉折线. 
欧拉时代的人们认为 h — Q 时就会得到真实的运动状况，而没有想到收敛性是要 证明^ 

18世纪为止，人们实际上是以物理的分析代替数学的分析.而且从哲学上看，这样的想法没有任 
何问题，因为世界上的一切都服从某种决定论，存在与唯一性定理无非是哲学上的决定论的数学 
表示.哲学上对了，数学上也就犯不着再自寻烦恼了 .顺便说一下，不但欧拉折线是欧拉的创造， 
连牛顿的运动定律可以写成微分方程 ( A ) 也始自欧拉.所以我们常讲的牛顿运动方程也不妨称 
为牛顿一欧拉方程.下一章§6我们还要分析这里涉及的方法论问题，但是到了 19世纪就发现 
这样做在数学上会出毛病.首先提出要证明存在与唯一性的是柯西.他在1820—1830年间发现 
仅有 /( x , y ) 的连续性并不足以保证唯一性，于是他补充上也连续”的条件.利普希茨 
( Lipschitz , 1832— 1903) 在1876年把这个条件减弱为我们现在熟知的利普希茨条件.人们还找 
到了不符合这类条件就会破坏唯一性的反例.而为了证明存在性，则 /( x , J ) 的连续性就够用 
了. 

我们的读者都受到过相当程度的逻辑推理的训练，当然 会问： 这样做会不会是循环论证？肯 
定不会.在证明上述定理时我们没有用到任何的具体函数 —— 不论是指数对数还是三角函数、反 
三角函数.还会问 ：这样 做岂非杀鸡用牛刀？我们重新回到历史走过的老路，是为了看一下，微积 
分的发展怎样帮助我们更深刻地认识大自然的规律.从这个意义上讲，指数函数当然不是“鸡”， 
说它是“龙”也不为过.总之这不只是特例，而是十分重要的数学模型. 

§1增长的数学模型 ：指数 与对数 


1. 指数函数及其基本性质在自然界和人类社会中有许多量的增长之快慢与该量现在的 




值成正比.例如人在银行的存款，在利率一定的条件下，存款增长多少，亦即利息之多少是与现在 
存款量(作为本金)成正比的.这里存款计息假设是按一定时期（年、半年）来计算的.在计息期末 
计息之前，存款额我们约定按期初之值计算，即是本金.又如某种细菌，某一个菌株是否恰好在一 
个时刻分裂可以是随机的.但在一定条件下，在一段时间中细菌群体的一个百分比（设为 A ) 总是 
在分裂的，细菌就这样繁殖.某一定量的放射性物质的蜕变也是这样.对这种现象，既可以把它作 
为连续变化过程来处理(例如细菌的分裂,放射性元素原子的蜕变），也可以把它作为离散现象来 
处理.例如银行存款的增长是离散的，即使存期不到，也是按天计算，不会对时间连续计算.但是 
下面我们会看到，即使这个问题也可以作为连续变化的量来看待.总之，对这类问题可以从连续 
变量与离散变量两个角度来讨论.下面我们首先从连续变量的角度来讨论. 

从连续变化的角度看，上述问题的数学模型是 


= 

d ? 

心， 

(1) 

J (0) 

= Jo . 

(2) 


这个问题可以化简到 A =1( 因为只需作一个变换，即引入新的自变量 fkt 即可）的情况，又可 
以假设％ = 1.因为若得到了》= 1的解£ G ) ,则 y (i E G ) 就是问题 （1) , (2) 之解.从上面讲到的 
存在与唯一^性定理立即可知这时 （1) , (2) 有解£； G ) 存在，而且£； G ) 在其定义域上是连续可微 
函数.从我们熟知的常微分方程知识立即可知 

E (?) = e ’ ， (3) 

这里 e=lim (1 + 丄但因我们目前还没有定义 e ，所以暂时还不知道 (3) 式是什么意思.但是我 

n 、 71 , 

们有极为重要的 

定理1 (加法定理）上述£； G ) 之定义域是 R : - oo < Ct < + oo , 且在其定义域内有 

E ( t y + t 2 ) = E ( t } ) E ( t 2 ^* t ] * tz ^ ⑷ 

证用读者已熟悉的初等方法自然可得以上一切结论，但是我们现在不能用 （3) 式，而要回 
到微分方程 （1). 如果用初等方法求积 （1) (令 ; I = 1) 

: y 

双方对 r 求积分，就应考虑到如果 J = 在某个 Z 值处为0怎么办？所以严格的证法应该分 
别两种情况 ：一是 3； ( D 处处不为0,这时可用求积法来处理它.但要证明相应于这个的 f 值 
充满 R 并非易事.二是 yG ) 在某处为0.所以，初等的求积方法其实不是一个好方法.我们还可 
以应用读者可能已学过的一般的存在唯一性定理.在那里，我们证明了解在 [ A - A ，& + A ] 中 

存在，而 A =mm ( a , I ).但是这里也有困难.因为 a , 6固然可以取得任意大， M 也会随之增大. 

所以在一般的常微分方程解的存在与唯一性定理后，专门有结果指出，对于线性方程（我们用矩 
阵形式来表示） 

孕 = A (心， 

dr ^ 

若 A G ) 在区间 [ a ，6] 上连续，则解的定义域必包含 [ a ， 6]，所以对于常系数线性方程，解的定义 
域必为 R . 这一切都属于比较细微的地方而可能会注意不到.我们下面要利用常系数线性方程的 
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平移不变性来证明它.加法定理本身也就是平移不变性的表现. 

设 E (^)已定义在[匕, -+ 中， z a =0, 于是令 t x = t 0 + h l ^ h l = h — e * e 是任意小正 
数，并记 E ( t ,)= E ^ 于是£； G ) 在, t (] +h ] 上也是柯西问题 


y，y Gi) = £1 


之解.令 


= t + i- 


，则此问题又可化为 




由前所述,其解为 hECr ), 而因为新的柯西问题形状与 （1), (2) 相同，故由解的唯一性定理，在 
+ / i ] 上, EG ) =£^£(0 q ) 与 （1), (2) 完全相同，所以这个解应可以定义 
于 rG [04] 上，即是说 £；(/) 不仅可以定义在 [ h , z (> + A ] 上，而且可以定义在 Dy A ]= [/ n 
+ /^， q + A + /^ ]上，再由 e 之任意性，知 £； ( r ) 可以定义到[? (> + A ， r (> +2 A ] 上.仿此进行下去知 


EG ) 可以定义到[心，+ co ) 上，同理也可定义到 （ 


]上.总之 E ( r ) 之定义域为 （ 


由前面已证的 


E ( t ) 二 &£；(:)= E ( t x ) E(t - t x ), 


令 z = h + ? 2 , 由于 £(?) 之定义域已知是整个 R , 所以 ？1 ,? 2 取任意实数值均是允许的.这样，上 
式就给出了加法定理 :对任 意实数均有 

E ( t l + t 2 ) = E ( t ;) E ( t 2 ). 

定理证毕. 

上面证明的关键在于引入了新的自变量 r 以后，柯西问题的形状不变，因而原来的定理现 
在仍然适用.这就是平移不变性.如果 （1) 表示某种规律，则当 f 表示时间时，平移不变性就表示 
这个规律在任何时间都 相同； 如果 t 表示空间位置，平移不变性就表示这个规律在各地都一样， 
常系数的微分方程就表示这类规律，因此是最重要的. 

下面要问， EG ) 究竟是什么函数？准确一些说，应该问， EG ) 与我们过去熟知的那些函数 
有何关系？下面要证明 EG ) 是指数函数. 

1. 首先注意到£ G ) 恒不为0,因为若£ (~) =0,不妨设 r 0 =0(^ t = r + ~,再用平移不变 
性），则有= £； ( r ) ，£； (0) =0,由解的唯一性定理应有 E ^ O , 但因£ (0) = 1,所以£； (~)= 

dr 

0不能成立，从而 EG ) 恒不为 0. EG ) 既是连续函数，故知 £；(?)>(). 


2. E ( r ) 既然定义在 R 上，则它把 R 映到什么地方？因为^二」 

dr 

它必把 R 单调地映到某区间 ( E (- co ), E (+ co )) 上，所以要问£； ( 土 

r E dE _ 

— d / ， 

J l t, J o 


E >0, 所以 E 是上升函数， 

~_ oo ) = 1 由于 


令右方的 


，则得 




在/~^ + OO 时趋于 +00 ， 为此需要~^ + 00 ， 所以 _E ( 


时’0=0处发散’ 易见膽 —0’ 即是说以- 


0.所以 £；(?) 
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第二章函 数 


把 R 单调地映为 （0, +⑺）.下面讨论£； G ) 的反函数时,这个性质是其基础. 

3 . 最后证明 E ( t ) = (1) I .首先设 z 是正整数，例如 t = 2. 

E (2) = E (1 + 1) = E (1) • E (1) = £ ( I ) 2 . 

同理 = [E (1)]%77为正整数. 

其次看 E (- n ) ， n 仍为正整数.注意到由定义:£ (0) = 1 (就是 (2) 式），所以 

1 = E (0) = E (n + (-71)) = E ( n ) • E (- n ) = [E (1) ^\ n E i — n ) ， 

而 £； (- «) = [£； ( I )?' (注意前已证明 £； 0)恒不为0,故£； (1)^0, 这样，上面的推导才有意 
义 .） 总之 

E ( n ) = LE (!)]%« = 0, ± 1, ±2,".. 


再看 f =—为有理数 （777，7Z 为整数，设777>0)的情况.首先，由1 = — +…+ — (m 项），有 
m mm 


£ (1) = E 


m 


m 


E 


m 


E — = [E (1)]-. 


于是对 77 >0» — = 一 + … + — in 项），有 

mm m 


E 


而 n < 0 时，则利用 £； 


'm f 

n , (— n) 


E 


m 


Le ( l )]-. 


E (0) = 1, 从而 £； 


、m 


m 




E 


(— 


n 


n - 1 


m 


E 


m 


n) ( - 1 ) 


[£ (1) (注意 -72 >0)， 所以 r 为有理数时 E (?) = [ E ( l)] f 也成立 


最重要的一步是 / 为一般实数的情况.在通常的微积分教本中定义 V 时比较马虎一些的就 
说 Y 是连续函数.谢这句话则不加论证，而且 Y 尚未定义又怎么知道 V 是连续函数呢?)在比较 
严肃一些的教本中都是取一串有理数 ~ — 然后讨论当 a 7^1 (现在不会出这样的事，因 

n 一 00 

为 EG ) 是上升函数而于 r>0 时, E ( r )>£；(0) = 1) 例如可以取一串上升的 — 再用单调有 
界数列定理证明这个极限存在.同时还要证明，不论如何取，不论它是否单调， { A } 都有相 
同的极限.用这个极限值作为^之定义，这样才把指数函数 V 定义在整个 R 上.总之是用上了实 
数理论的全武行！本书第六章会详细讲实数理论，而且为了以后考虑一般函数空间，是用柯西序 
列来定义实数的.但就现在的情况，则可以完全跳过去.因为，由存在与唯一性定理已经知道 
EG ) 在整个实数轴 R 上有定义而且连续.所以哪怕？是一般实数， EG ) 已有定义而且在？处连 
续，根本用不着证明.何况£； (~) = [E (1) >已经得证.所以对一般的实数 r 即有 

E ( t ) = \ imE ( t n ) (利用 £； (?) 处处连续） 

n—°° 

= lim [E(l)]^ (上面证明了的）. 

n—°° 

因为 EG ) 在 R 的一个稠密集(有理数集)上与初等方法定义的 [£ ( l )] f 相同，因此在整个 R 上都 
不妨用 [ ECO ? 这样 
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£；(/) 的性质如上面的1,2两点全是利用微分方程方法证明的. 

这样一来岂非实数理论等等都是无用而多余的吗？不是.数学中任何一个重要问题总有其 
关键之处.用不同的解决方法关键点可能不同，但是它们困难的程度都是一样的，甚至这些解决 
方法本质上都是一样的.上面我们把问题归结为常微分方程解的存在与唯一性定理.而这个定理 
的证明又少不了证明某个函数序列的一致收敛性.抽象地说来这也是一个完备性问题，与实数理 
论要解决的问题是一样的，详见第六章度量空间一节.这种情况以后还会出现. 

现在余下的问题是，我们很相信 E ( l ) = lim + 可是怎么证明呢？我们的方法是回 

打 一 co 、 n ’ 

到反函数上去，并且用离散的方法处理它. 

2. 增长的离散模型现在设自变量 r 不是连续变化的，而是“跳动”着在变，其“步长”是一 
个有限数 A >0,即每一次都是 + b 或写作 A / = hr 于是 J (/) 也相应有改变量 △) = 
y it h) —;y G). 现在设 

每 = 久力 ）(0) = ) o ， ⑸ 

问 jG ) 是什么函数？ （5) 称为一个差分方程,它是上述增长问题的“离散模型”.人们时常会以为 
只有连续模型 （1), (2) 才是“真实”的，而离散模型则只是近似的.这是不对的.例如 j (/) 是某人 
在银行的存款，则后一个条件表明他在期初 G =0 时）存入了 3 V 利率为 A , 则就是他在^ 
时的本利和.这个问题本质上就是离散的.由（5)，并以一个存期为单位，即令4 = 1,有 


亦即 


j (1) 一 y (0) 二 々 y (0) ， 


(1) = (1 + A) jy (0). 

所以由 j (0) 开始会得到 

y in) = (1 + A) 3 ^ (/z — 1) = ••• = 


(1 + A )% (0). 


如果总的存期仍为1，但把它分成 n 个相等的小间隔，以1为短的存期.因为存期变短，所以利率 


也应相应变小，设为1，仍然以存期的数目的1为单位，则原来的一个存期现在要 算作； 7个小存 

n n 

期.仍用上面的结果可知，在长存期1之末，本利和应该用上式的来计算而有 

y in) — (l + y (0) . (6) 

不过这时 （6) 给出的是一个长存期末的本利和，两个长存期末的本利和是 + f … d 

个长存期末的本利和是 (1 + (0) ,令⑺，会得到连续的模型.用丄作为时间单位，即有 

\ n 丨 n 

3 ； (?) = lim (l + —) (0) = (0) . (7) 

n —oa 、 71 ’ 

把它和连续模型得到 £；(/) = [ E ⑴？比较，更令人想到£； (1) 应该就是 6 = lim (1 十丄 f 但 
是严格地证明这一点是不容易的.我们不妨来看一看欧拉是怎样来研究这些问题的.首先，我们 


要给出一个“实际”计算£； G ) 的方法，为此令 E it) = Y a n t n ，则由£； (0) = 1应该有 a 

n — {) 




由 £ TG ) =£；(/) 应该有 


X] na nt H ~ l = Yj 心 


比较同类项的系数有 


in + 1) 


■> a. 


所以， 


+ 1)tz " _1 

ECO = 


(n + l) 


- 1 - 

1 ! 2 ! 


，所以 


这是一个形式解.当然考虑其收敛性并不困难.所以我们认为已证明了 （8) 在 -%< r < + co 上的 
收敛性以及许可在其上逐项微分、逐项积分.其实对复数 t 也是一样的.详见下一章§4.但是在 
欧拉的时代，人们对收敛性问题的重要性还很不注意，真正严重地注意到收敛性的数学家应该提 
到高斯和阿贝尔.即已经是19世纪初年了 .欧拉的伟大在于他对数学公式的推演有非凡的才能， 
对正确的结论有出乎常人的洞察力，虽然自己不甚严格，但得出了许多极为重要的结果.即以 e 
的问题为例，他先用二项定理对正整数《得出 


n 1 n (n - 1) 

+ ^2!^ 


…+ 


n ； n 


令 n — co , 欧拉对每一个有限项取极限，则右方的前若干项成为 


1 ! 2 


再令项数趋于无穷，有 


2T + + + "■- 


欧拉的作法从今天看来当然是不能接受的.但是他不但得到了正确的 （9) 式，而且他用类似的方 
法处理 (1 + 丄广，得到了 

\ n • 

e’ = 1 + A + “ + …+ + …， (10) 

丄！ z - n I 

这与 （8) 完全一样.所以我们立即有 £( l)= e .可惜，这个证明是不严格的.进一步我们回到 E ( r ) 
的反函数. 

3. 对数函数 y = E ( r ) 有反函数吗？上面我们已经证明了 E ( r ) 是单调函数，它把 R 单调 
地(从而是一对一的）、连续可微地映到正实数轴 R + = {_ x : I >0} 上.所以，它必有一个反函数， 
即以£； (1) 为底的对数 log E(1) y 我们把它写成 r = L ( j ) ，定义在^>0上而且把 y >() 单调地、连 
续可微地映为-^< ? < + 00,而且因为 z = 0时 j = E (0) =1,所以 L (1) =0. 由反函数的导数 
的定义知道 


y I ： y: 


所以 


L(y) 
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如果令 v = 1 + 2,由上式经变量变换有 


L (1 + X- 


i 十 x 


但是，通常的微积分教本告诉我们， （11) 恰好就是以 e 为底的对数 lny , 所以 

L ( y ) = lnj ). (13) 

当 y 二 E (1) 时，由反函数的定义知 （11) 中的 f 二1，代入 （13) 有 

1 = InE (1). 

从而£； (1) = e .但是这样做还不能令我们满意，因为我们都熟知 

n—oo 、 71 ’ 

怎样把£； (1) 与这个极限式联系起来呢？我们已经看到，若用（1)， （2) 的离散模型，会见到 
(1 + if . 离散模型的“极限”就是连续模型.这句话一般地说相当有“说服力”，但是总还欠严 

格.那么，能否证明£；(1)直接就是 lim (1 +丄^呢？这是可以的，我们将在下面讨论. 

co \ n / 

现在我们要利用积分式 （11) 直接讨论 L (: v ) 的性质.首先是加法定理.对于3^,3^关0,有 


1 ^ 


在第二个积分中作变换3； = ^$，因为^7^0,这个变换是合法的，所以有 


L (3^)2 


y + \[ 2 f = L ( yr ) + L ( y 2 ) - 


这就是对数的加法定理.本来它由 L ( y )= hg E ( , l ) y 以及对数的定义可以直接证明，但是用积分 
证明似更直接. 

其次是两个基本的极限.在通常的微积分教本中，证明= ^ 以及 ; ^hl y 1要用两个基 

at ay y 


本的极限 


X 1 

v e —丄 
Iim -: 

x~^() 工 

v In (1 + x 
Iim - 

x~^() 工 


其证明相当不易.但是用我们现在的方程，这两个不等式都成了几乎不足道的事. 

首先我们知道£；/ (?) = E ( t ), 而且 E (0) = 1,所以 (0) = E (0) = 1,由导数的定义立即有 

w Eix ) - E (0) e " - 1 , 


E (0) = lim 


lim - 

x~^() X 


因为我们已经知道了 E ( l ) =e (尽管还得严格证明），故 E ( x ) = [ E ( l )?= e ". 
关于第二个极限式，利用 L ( y ) = log EiV) y = ln y 以及 （12) 式用积分中值定理 


令 x — 0即知0,而得 


In (1 + x ) 


x/(l+e),0<6<x 


lim -r 




最后是幂级数展开式，对 £； ( x ) = e % 我们已得到处处收敛的 （8) 式,对于对数函数，当 | | < 

时，由于 


1 — X + X — X 


逐项积分后，立即有，当 | | < 1时， 

r x d T 

ln(l + 工 ）= -； -= 

J 0 1 + x 

这就是尼古拉•麦卡托当年的作法. 

4. 对数的离散处理 E (1) = lim 


+ •••+(— l) n ~ l + 


的证明 从历史上看，对数的出现要早于指数.上 


文说的欧拉的贡献都见于他的《无穷小分析引论》一书，出版于1748年，但纳皮尔 (John Napier ， 
1550— 1617) 在1614年就造出了第一本对数表，远早于牛顿的微积分.另一个瑞士人比尔吉 
(Jobst BUrgi ,1552 — 1632) 也在1620年发表了另一个对数表.对数的出现确实直接来自航海的 
需要.因为航海要作许多乘除法计算，当然人们希望用更简单的加减法来代替它们.这样就想到 
了用对数3^ = log /， 它是指数函数/ = 的反函数.对数的底从一 ■开始 并不是10,更不是 e ， 
而是看如何选取计算最为简单而定.于是问题就成了给定一定的 t 如何求相应的 > 这当然是很 
困难的.于是纳皮尔和比尔吉不约而同地想到即给出许许多多的 j , 再用幂运 
算来计算沪，得到许许多多的 /. 他们希望这些^当你有了一个/以后，很有可能 
这个？正是纳皮尔从某一个 > 算出来的，至少很接近纳皮尔算过的值，于是你就得到了相应于这 
个 r 的> 或者说，就得到了这个 r 的对数，至少是其近似值.但是用沪算 r 也不简单，除非 y 是整 
数.这样，既要 > 是整数，因而 △> = 1,从而 j 不能太密集,又要求 f 很密集，这个矛盾如何解决 
呢?办法是取6尽可能接近1 ( 但6 # 1，否则不论是什么值 ， z 总是 1) .所以比尔吉取6 = 

1 + 1( T 4 , 纳皮尔取 b = l 1( T 7 , 纳皮尔用小于1的6作底是因为航海中需要计算的多是某角的 
正弦，因而小于1.如用大于1的6作底，对数将是负数，用起来很不方便. 

下面只限于讲比尔吉的作法.我们问当 j 有一个增量 Ay = 1时, Ar 是多少？ r 的相对误差是 
At (1 + 10 _4 )" +1 - (1 + 10 -4 )" 1 Av 


所以 Ar 相当小，而 r 的分布很密.上式其实就是差分方程 


如果用 


z 代替^则对数的定义式与上述差分方程成为 


这里？7 = 10 4 ,如果令 n 


，则极限情况是 



增长的数学模型 :指数 与对数 
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,_ 心 

t — 6 ■ 

这就是 e = lim (1 + - Y 的真正的来源.可惜我们不知道欧拉是不是这样想的.但是欧拉对他发 

co 、 71 ’ 

现的这个极限似乎情有独钟，所以把自己的姓氏用小写字母写上去了.当然，这不是“证明”，只是 
一种启发，要证明差分方程的解之极限确是微分方程之解，并非易事.证明见后文. 

现在我们来求解差分方程， 3 ； = 0 ( 即 2 = 0 ) 对应于 r = 1 ，然后用相同的步长 △$ = 1 ，即 

△ 2 ： = 从 Zd = 0 依次得到分点 2 ： (> < A … ，而相应的 Z 的分点是~ = 1 < q … 

< t N . A t t — t t — 是不相同的.但这并没有关系，因为由差分方程 ■给 出 j ，亦 

即 


A + 1 —々 = —i = 

把它们加起来，并且注意到 q = 0 ,即有差分方程的解 

Zn = Zj ~T- 

X = 0 

显然它的极限即 


0 ， 1,".，N — 1 


因此，当 Az — 0 时不但差分方程变成微分方程^^ = 而且差分方程的解 （17) 之极限也正 

d ? t 

是定义对数函数的积分. 

现在我们可以来证明 E ( 1 ) = lim (1 + 丄 f 了 .在通常的微积分教本中都要先证明此极限的 

n — ⑺、 71’ 

存在性，并且记之为 e , 我们的工作则不是证明 e 的存在（证明见通常的教本），而是承认它的存 
在，只证明 e 二 E ( 1 ). 

证明的基本思想是从几何着眼）= E ( t ) 是微分方程 g y 的解，另外有差分方程 (5) 


可是差分是那里算起呢？如图 2 - 1 - 1 ，在 


E ( t ) 上取两点 _ P : ( a ， E ( a ) )■> Q ： (a + 


E(a + h )) • 为了在 P 、 Q 之间考虑逼近 3 ; = £；(?)， 如果要从 P 开始，则用 Fit ) 逼近 E ( T ) ,这 
里； y = F ( t ) 的差分取为： 

¥ = y ~ F(a \ ( i 8l ) 

A ? t — a 

也可以从 Q 开始，用 Git ) 逼近 £(/), 而 y = Git ) 的差分 取为： 


Ay _ _ y - G (a + 0 
A ? t — u — h 


(18,) 


于是在 （18^ 的情况，差分方程 3 = ： y 成为 
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二 — - F ( a ) 二 F (a) 或 y 二 J 7 (a) + F (a) it — a) • (ID 

l\t t — Cl 

在 （18 2 ) 的情况下则有 

= - G + J 1 ) = G(a + /i) 或 j = G (a + h ) + G (a + h ) (t - a - h ) . (19 2 ) 

At t - a - h J 2 



注意到 £/ (?) = E G ) ，所以 E 〃（?）= E ( t ) ， 但是前面我们已经说过 ， E (?) >0,所以 y = 
E ( t ) 是一条向上凹的曲线，因此它必位于 t = a^t = a + h 两点之切线 PT 与 Q 丁之上侧（图 
2 - 1 - 1), 如果我们记 PT 为 y = F ( t )^ F ( t ) 之表达式即（1%)，记 QT 为5 = G (?) , G G ) 的 
表达式为（19 2 )，所以我们有 

Eit ) E ( t ) > G ( t ) ， (20) 

而且 E ( f ) = F (?) 只在 Z = a 时成立 ，£(?) = G (?) 只在 Z = a + / i 时成立. 

现在我们把 f 轴上的区间[0, 1] 作 tz 等分： 二 i 、〈 t \ 〈… 〈 t n = 1 ， tj =上 • 注意到£ (0) 

J n 

= F (0) = 1，而（1%)，给出 

F (a + h ) = F ( a ) + F ( a ) h = (1 + h ) F ( a ). 

于是令 a 二 - h — 1 ，从 i 二 1 一 ■直做 到纟二 - 1有 

n n 
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而不知道其值究竟是多少.用上式从 a = 二 1开始迭次往前推算，有 

n n 

E ( l ) = G(V = (l - —) 1 G = … = (l - —) " g (0). 

E ( t ) 的图像也在切线 Git ) 之图像上方.现在对 z = 0应用这个事实（上面是在 
EQ ) > Fit ) 的），有 


E(l ) 二 


1 


n 


G (0) < 


1 - — E (0) 


n 


综合这两步,得到最后的不 等式: 



1处应用 


< e ( i ) < 1 


( 21 ) 


' n ， 、 n f 

这就与通常微积分教本中同时考虑两个序列 丨(1 + 和丨完全一致了.不过在 

通常教材上先证明前一序列上升而有上界，后一序列下降而有下界，因而各有极限，并且证明这 
两个极限相等，记之为 e . 现在我们则是承认这个事实，不过对它作了几何解释，即3； = £(/) 的 
图像在任一区间 [ a ， a + /1]上均在其左、右两端的两个切线上方，然后把[0，1]分成 n 个等分，并 

且对每个小区间&二 I 丄1应用上面的 事实： 或者对左端的 PT ， 我们从左向右，依次令 z = 

L 71 n 」 

1，2,…， n . 在左端纟=1处用 E (0) = F (0) = 1，而在右端的 z «处应用 E ( l ) > FC 1) 得出 


E ( l ) > 1 + — .或者对右端的 QT 则由右向左，依次令 i = n — 1，…，0,并在纟 = n - 1处应 

\ n f 


用 E ( l ) = G ( l ), 在最左端的 z = 0处应用1 = £；(0) > GC 0) 而得出 EC 1) < 1 -—，总 

\ n , 

之有 (21) 式. 

注意到 


lim 

n 一 00 



= e ， 


lim 

打 —co 







n - 



=e ， 


立即有 


这就是我们最后的目标. 


E (1) = e . 


(22) 


§2周期运动和三角函数 

1. 匀速圆周运动 周期运动在自然界中几乎是无处不见.天体的运行，不论按日心说或者 
按地心说,其最简单的“组成成分”都是匀速的圆周运动.正因为日月五星都围绕着一个中心，周 
而复始，所以研究它们所必需的三角函数，在古希腊数学中占据了很重要的地位.与上一节讨论 
指数函数与对数函数一样，我们要从微积分学的角度来看待它.但是微积分学既然开始于力学 




(其中包括运动学），我们也就从运动学的角度——即只讨论速度与加速度，而不讨论产生加速度 
的原因——来讨论三角函数. 

一切研究工作都应该从最简单的情况开始.牛顿力学始于匀速 
直线运动，从这里有了惯性系的概念.在讨论周期运动时，我们自然 
从勻速圆周运动开始. 

表示平面上的运动当然用平面向量为好，圆周运动则用极坐标 
最方便.以下我们以圆周运动的中心 O 为极坐标原点（如图 1-1- 

1), 以一个指定的轴 QA 为极轴，于是一个点 P 决定了一个向量 
所有的向量均分成两个分量——即轴向的与横向的.在这两个方向 
上的单位向量记为 p 与 0,—点 P 的辐角 p 不受任何 限制 ： -co < 
p <+ oo , 所以 (p 与 <p + 2 kn，k = 0， = 1，±1， ±2 …表不同一'个点， 

这使 p 恰好适用于表示周期现象.而 p 的多值性则时常是产生问题的根源.正如大家都已习惯了 
的，角度用弧度表示，但是在微积分中弧度有时表示扇形面积占全圆面积的百分比（全圆的面积 
二（半径) 2 X 71 弧度），有时表示角度.但是它总是无量纲量.匀速圆周运动就是角速度 《 = 常数 
的情况1的单位是弧度/秒，但是我们时常以每秒绕圆心的周数~度量角速度，因此其单位是 

周/秒…所以匀速圆周运动的方程是 

Z 7 T 

(p = at = 2Kd)t. (1) 

后面的表示法是更常用的.在一般地刻画周期运动时， a 称为频率， m 称为圆频率.它们的量纲均 



⑷ 图 2 - 2 - 2 ⑻ 



下面我们在极坐标中计算运动学的主要 变量: 速度和加速度，因为我们要在这个基础上建立 


三角函数理论，所以请读者注意，这里完全不许使用三角函数知识.若 P 点之极坐标为 （ r ， p ), 注 
意到随着时间的变化， p 与0大小虽然都不变 （I p \ = \ 0 \ = 1)，但是其方向是改变的，所以，由 

OP = rp ， 对 f 求导后可以得到 


v = 




dp 

d? 


= r p + rpy 

这里我们按牛顿的作法，用上加一点表示对时间 / 求导. 
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现在来计算 . p 二 . 如图2 - 2 - 2的 ( a ) 作单位圆，若 p 记为$，经过时间 tk 后，若 P 沿 

单位圆变成则 p 有一个增量 dp 即它对于圆心张一个角 dp 因此按弧度计，利用 
I OP I = 1,即知 dp 之大小即 dp 而其方向则是切线方向即0方向.总之 

^ 替=贽= (3) 

p 的方向恰好与 p 正交. 

再看加速度 a . 由 （2) 

a = v = rp + 2r p+ r 

=rp + 2rcp6 + r ((pO + ㈣）. ⑷ 

所以现在又要计算&，再看（图 2-2-2, b ) 的单位圆.若在无穷小时间 d ? 内石？ 变 成了石 由 

P 点处切线上的单位向 SPT 变成 f 处切线上的单位向 mFr ^ WdO 就是向量 〒 f /，将 P ' T 平移 
为 PR ， 则 I Tf I = I PP ' I . 而由于 PT 丄丄 OK ，而且丨 OP 丨 = I P 丁丨=1，那么， 
APOP ^ = ATra . 这样，当 dp 为无穷小量时，了7"丄 P 丁因而指向圆心 O 而且方向相反，这样 

e = ft = -^ = -^' (5) 

代入 (4) 式，即得 

a = rp + (2r (p + r(p) 0 — r<p 2 p 
=(r — r(p 2 )p + ^2 rep + rep) Q. 

在这个计算过程中，我们时常容许一些误差.但是读者会看到，若以 dp 表示一阶无穷小量. 

们略去的都是关于 dp 的高阶无穷小量.在第三章中，我们将指出，略去高阶无穷小量是微交 
基本思想，而且全章就是为了说明这个思想怎样由它最初的形态，发展到它的现代的形式， 

整个微分学.所以现在我们就不去讲它了. 



(6〃） 的研究. 

2. 指数函数与三角函数 平面向量都可以用复数来表示.所以现在我们用 z = zit ) 来表 
示 " SP ， 而方程 (6") 就成了 

2 ； (?) + a 2 z (t) = 0. ⑺ 

如果分开实虚部 : z(t) = x(t) + v^ly(t) 就有 

x (?) + a 2 x it) = 0> ) 

3^ (?) + a 2 y it) = 0 . (8 2 ) 

我们通常用 i 表示但有的物理学家反对，他们认为 i 通常表示例如电流，所以主张用 j 代替 
之，但还有物理学家反唇相讥说 j 有时也表示某个物理量，例如电流密度.所以大家都同意，在有 

可能引起疑义时，就用 v /= I 表示虚数单位.不论如何，这样一来，复数进入了.这时我们只要注 

意一 点：把 V ^ T 当作常数处理，因而可以进入或移出微分与积分号外.这不是一个只图一时方 
便的约定，而有很深的道理.在讨论线性空间时，我们应该讲明，“系数”在哪一个域（域就是可以 
进行四则运算的地方）中.是实数域还是复数域，线性空间的基本定理都不会改变（但是欧氏空 
间相应的对象叫埃尔米特空间）.所以，引入复数就意味着现在取复数域作为“基域”.基域中的元 
素就是常数 .（7) 或者 (8) 是二阶常微分方程.即令在复数域中其柯西问题之解的存在与唯一性 
定理仍成立，因为一个复的常微分方程如 (7), 在分开实虚部后就成为一组两个实的常微分方程 
如 (8^, (8 2 ).不过这时的初始条件应该是给定初始位置与初速，即给出 

^ (0) = A , ^ (0) = B. (9) 

不过 A 与 B 现在都是复数. 

为了求解方程(7)，我们不妨与§1中求解指数方程# = AE 来比较，在那里我们发现了其 

at 

解为 eg ) = c e \ 就是说指数函数与其导数为“同类项”.既然如此,与其高阶导数自然也是“同 
类项”.所以我们不妨试一下看 (7) 是否有一解可以写为= C /? 不过 A 与 C 现在都应该是 
复数.好在上面我们已指出，哪怕复数也可以当成常数处理.故以 C # 代入 (7), 即得 

C ( A 2 + « 2 ) = 0. 

因此 C 仍为未定常数，而 A =± v ^ Ta , 因此得到 (7) 的两个解 

(t) = , z 2 = _ - 丄， 

注意 h 与 q 并不线性相关，即使在复数域中也不是.所以这就给出了 （7) 的基本解系.而 (7) 之 
一切解均可表为 

Z (.t) 二 C x Zy (t) + C 2 2：2 ( 疒 ）. 

这里 q 与 C 2 是任意复数.只要适当选取 CpC 2 就能满足任意的初始条件 (9). 

分开& G ) 之实部虚部并引入新记号，即得 

Zy (?) = C it) + V ~ IS it ). 

注意到 2 : i (0) =1 = 1 + \/ — 1 • 0, 2 ：! (0) = \f~\a = 0 + \/ — 1 • a ， 即知 

cco ) 二 1 , 6 (o) 二 o; 

S (0) = 0 , s (0) = a . 



因此关于 C ( z ) 与 Sit ) 立即有 


jC + a 2 C =0， 

IC (0) = 1， C (0) =0. 
jS + a 2 S = 0 ， 

ls(0) = o/s (0) = a. 

我们立刻就会看到 

C ( t ) 二 cos at ， S it ) 二 sin at . 
这是 因为： 由唯一性定理，自然有 


(巩) 

( 10 2 ) 


e v^T^ _ cog at + y _ i s i n 放 . (11) 

(11) 式是极重要的欧拉公式，而且公认是最漂亮的数学公式之一.我们还想多说一些话 iG )= 
cos at + V^~l sin at 为什么成立？我们再细细分析一下.这个式子之成立是我们实际验证的结 


果，验证中的关键步骤又是证明^^ = cos 义证明这个求导公式当然不会用到 （11) 式，因此没 
有循环论证之嫌.但是它用到了微积分中另一个重要的极限式 


sin 6 


这个极限式与另一个极限式= 1同时被称为两个最重要的极限式.既然已经有了 （11) 

式，当然就会问，这两个极限式的关系是什么？我们先把话说在前面： （12) 式其实与后一极限是 
同一回事.这一点我们慢慢道来.且先问一下， （12) 式在微积分教本中是怎样证的？它的基础是, 
当沒充分小时(不妨设它为正） 

sin 6 <i 6 <i tan 6. (13) 

这里 0 要按弧度计，因为若把弧度按弧长来解释，这个不等式就是 

弦长 < 弧长 < 切线长. 

但是如果再追究一步，何以知道这个不等式成立就会发现它很不好证.因此在微积分教本中至少 
在这里是用扇形面积来解释弧度的.把问题归结为面积有很深的含意，我们暂时把它放在一边, 
而承认 （13) 式，用 sin 6 K 这是正数）通除 （13) 式，又有 



它的证明当 
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0 < %，沒 2 < 沒1 + 沒 2 〈 j (14) 

时确实是十分容易的.因为如图2 — 2 — 3 

cos (6 X + 沒 2 ) = = OC 

= OD - CD = OB cos 0 2 - ABsin ZBAE 
= OAcos % cos 沒 2 — OA sin ^ 2 sin 6 } 

— =cos ^jcos 62 — sin % sin 沒 2 (QA = 1). 

这里只要注意到 ZBAE = %即可，但是即使在中学里学三角学时, 
许多老师以及细心的同学都知道，如果条件 （14) 不成立，则不但是 
证明和角公式，甚至画一个适当的图也非易事.这一切告诉我们，经典的中学教本讲三角函数的办 
法，不仅谈不上简洁(更不谈优美了），而且相当烦琐，使人难得要领，更不说发展其实质了.所以上 
面讲的一切，虽然是对的，我们宁可把它放在一边，进而用其它方法证明 C ( z) ， S G ) 确实是余弦、正 
弦了 .目前，尽管我们心里明白结果是这样，却不准用这个结果，这样我们需要重新解释 

P = C (0 + (15) 

(为简单起见，我们取《 = 1). 

现在我们回到匀速圆周运动，2 ( r ) = 就是一个在单位圆周上以匀速 a (= 1) 运动的动 

点，而 C ( t ), S ( t ) 正是2⑴（亦即向量 "0 P ) 在坐标轴上的投影. "5? 与: c 轴的交角沒 = at t ) 

是 z 的辐角.这样一来我们就采用了在中学时就应该已经讲过的一般角不一定限于0 < 沒< 


A 



B 


0 


吾)的正弦、余弦定 义了: 


C ( t ) = cos t » S ( t ) = sin t . 

这样做的好处就是我们不必再受 （14) 式那样的限制.当然这意味着如和角公式这样简单的东西都 
得重证.这样也好，我们可以系统地用 （15) 式以及足方程 (7) 和初值条件 (10) 来得出有关正 
余弦函数的全部性质，以此强调我们是走一条与中学数学不同的路.我们现在讲法与中学里的讲法 
最重要的区别何在呢？把一个向量分解成: r 与 j 轴两个方向的分向量之和,这并没有什么出奇之 
处.可是当我们用运动学的思想来看待它时，就发现匀速圆周运动有向心加速度这个简单事实现在 
成了一个常微分方程 (7)， 而且发现匀速圆周运动可以用来表示.这样向量之分解为分向量就 
变成了欧拉公式 (11) .于是，这个公认的数学中最漂亮的公式从运动 
学的观点看来，原来简单如此！因为想法不同，所以还保留记号 C ( r ) 

与 S (?) 一'直到最后再改回习惯的 cos Z，sin 

圆具有近乎完美无缺的对称性（直线当然也如此，不过直线可 
以说是半径为无穷大的圆）.对称性是整个数学的最基本的基础之 
一.我们当然现在还不能讲得太玄，但就我们“看得见”的圆的对称 
性，立即可 得出： 

I 2； (?) I 2 = C 2 (?) + S 2 ( t ) = 1. 

当然您可以说这就是勾股定理或者什么别的东西.要紧的是，不论 
辐角多少 ，2(0 之长总是不变的，这当然是对称性.其次看“特别角” 
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的正余弦之值.因为是匀速《 = 1旋转，所以每 2 ti 个单位时间回转一周（所以 2 ir 即周期），又因为 

旋转是匀速的，所以在 j 个周期中必转 过+个 单位圆.这样在？ = 0,|,71,|~71,2；1时2(/)位于 

A , B , C ， D , A 诸点.由对称性和它在: c 或 j 轴上之投影或为0,或为1,总之在这些特别角上，依 
次有 

e^ at = 1 ， V^1，- 1, - 7^1,1. 

再看圆对 X 轴、3；轴（以及原点）之对称性，依次得到 P 之对称点 Q , 只 ， S (图2 - 2 - 4) ，其辐角分 
别为 7 T — t ， K + t ， — t 由图即见 

C (ji — t ) = — C it ) » C (ti + t ) = - C (?) ， C (- t ) = C ( f ) ， 

S (7 i - t ) = S ( t ) ， S (k + t ) = — S ( t ) ^ S (— t ) = — S ( t ). (16) 

(16) 每行中最后的公式即 C it ) 与 SG ) 分别是偶函数与奇函数.最后再加上周期性 

， C it + 2 kid = (2 it ) ， S (? + 2^ ti ) = S (?). (17) 

以上诸公式我们列为一组. 

第二组性质与“相位” ( phase ) 有关.什么叫相位，并没有明确的答案.但是此词是从天文学中 
借来的.例如月亮的圆缺.阴历初一，天上完全没有月亮，是为朔日，然后有上弦，新月如芽，直到 
望日（阴历十五）满月，然后是下弦月，终于月亮完全消失，又到了下一个朔望月.这就是月相，是 
一个周期内月亮处于什么“阶段”——阶段英文也可叫 phase . 但是为了讲 C ( r ), SG ), 还是用月 
亮在24小时内的升降——这是由地球自转造成的——来解释更好.如果把图 2-2-4 中的圆看 
作地球的剖面，我们说 C ( r )， S ( r ) 是在坐标轴上的投影，可是坐标轴的选取有相当大的任 意性: 
A 点的水平轴（指向地平线）是轴，而铅直轴（指向天顶）则是: r 轴，换到 B 点， B 的水平轴恰 
好是 A 的铅直轴，而 B 的铅直轴则是 A 的水平轴.因此 A , B 两点的 CG ), SG ) (各加下标 A , 
B 以示区别）是互换的.如果有人在 A 点，他的时间用 r 表示，于是在 r =0( 傍晚6时）月亮出来 
了：月 出于东山之上，徘徊于斗牛之间，他看见的月亮高度由 S (0) =0逐步变成 SG )>0. 

直到 z = f ( 半夜12时）月正中天 ， S =1.如果 B 处还有一个人，他的时间是 r , 则当 / = f 

时 ， r = 0, 于是 B 看见月亮升起到地平线上即 S (0) =0 .r = f 时，对 B 说来恰好是半夜，而对 A 

说来已是 z =； r , 到了天亮了，月落乌啼霜满天， SG ) 又变成了 0.总之 f ,这时我们说 f 的 

相位“提前”+或者由 f = r + + 我们也可以说 r 有了“滞后” f . 由图 2-2- 4看到 S A (/) = 
C B ( t ), C A it ) = - S B (/), 所以，以 A 为准（略去下标） 

S (，）= C (z - |)， C ( t ) = - S (z - . (18!) 

或者以 B 为准，同样略去下标，又得到 

S (r + = C G ) ， C (z + = — S (?). (18 2 ) 

由此可见， CG ) 和 SG ) 其实是一回事，无非有一个相位差 f 而已.至于是“提前”还是“滞后”, 
就看对哪一'个函数而言.例如对函数= f Q ) ， y = f U — a)，a >0 的图像就在其右方相距 a 




处,所以是 /⑴ 的相位“提前”，同样 ；v = /G + a),a >0,就比 : y = fit ) 的相位“滞后”.名词并 


不重要，重要的是 f 与 


f 决不可混淆. 


把（说 ） 与 （16) 的最后一个式子倚偶性)合起来,就得到中学生都熟悉的 


sin t 


cos y ~ 2 — ? j = sm 


而且在直角三角形中，大家都知道这就是两个锐角互余.现在我们不限于直角三角形，而且看见 
一大堆公式，其实都是相位差的问题.例如 


(n — t ) = cos — t 


— sin ~ t 


cos t > 


等等，都有多种方法“证明”或“变形”.可是真正重要的是相位问题. 

可是相位问题的重要性还不止于此.例如对于 (3) 式)3 = 如果令 P 其中 

a > 0, p (?) = \/ - 1 at ^ d(p = — ladt ，而用复数表不， （3) 就成为 


d 

di e 






ae v^T U+f, 


所以， 2 求导后，一方面“振幅”放大 I a I 倍，另一方面相位滞后 f (如果 a <0,就应把 

它写为这时仍会得到“振幅 ”卿模| 2 |)放大 | a | 倍，但相位会滞后 | ir . 与此类似，若 

对2：乘以某个复数而 I a 1>0,则不但有 2 :的振幅会放大 a 倍，而且也有相位滞后少.这 
些现象在物理学中十分重要. 

三角函数再一类性质与加法定理有关.现在我们已经看见了，三角函数通过欧拉公式其实归 
结为指数函数.而指数函数最引人注目的性质是加法定理，那么加法定理在三角函数上有什么体 
现呢？看与.—方面由欧拉公式 

e v^Tc^+ -p 2 ) _。+ cp 2 ) + \/ - IS ((p y + (p 2 ) • 

另一方面由指数函数的加法定理有 

eV ^ Tc ^ 2 ) = e v ^ • e '〜 = [ c (妁 ）+ 灼）] [ c ( p 2 ) + y ^ Tsc ^)]. 

所以这两个式子双方必相等.分开其实、虚部立即得到三角函数的加法定理 

C ( cp x + ( p 2^ — C (% ) C (外 ） - S ( cp { ) S (( p 2 ) » (20!) 

S i < p x + = S (( p } ) C (< pz ^ + C (( fx ) S (< p 2 ^ - (20 2 ) 

有了加法定理自然也就有了倍角公式、半角公式等等. 

现在我们看到一个现 象：同 一个结果可以用多种不同方法证明.条条大路通罗马，使人简直 

不知所从了.例如， (/) =- S ( t )^ S ( t ) = CG ), 就有多种方法 证明： 用指数函数的求导公 

at at 

式加上欧拉 公式： 

=- sit) + y^Tc (Z) ， 
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d / I / 
d? e 


二 ^(CQ) + Z^lSG)) 

at 


= Tt c(t) + 


^ SG ). 

at 


比较双方实虚部也可以得到同样结果. 

我们还可以用相位滞后加上欧拉公式来证.因为上面我们已经得到了指数函数求导后相位 



d = e ，T G + f) 

d ? 




另一方面又有三角函数的相位滞后公式 （18): C G + |)二 - SG)，S G + |)二 CG )， 代入上 


式又一次得到 S ( r )^ S ( ? ) = Cit ). 
d ? dt 

同一个结果可以用多种不同方法得到，这当然不是偶然的事.这后面是否还隐藏着更深刻的 
东西呢？是的，本书第五章全章就是讨论这里的问题. 

总结以上的讨论就可以看到，我们的出发点就是指数函数是一个微分方程的解.从运动学的 
角度来看待这些问题之所以取得成效，也是因为匀速圆周运动的向心加速度公式就是所应 
满足的微分方程.所以我们是 通过 〆 所满足的微分方程得出了三角函数的性质而完全没有利 
用直角三角形的边角关系.但是 CG )， SG ) 也直接地是常微分方程柯西问题 （10) 的解（我们为 
简单计是限于 a = 1的情况），能否直接由它（仍令 a = 1) 得出 C it )， Sit ) 的性质呢？这里又遇 
到了上面说的“条条道路通罗马”的 状况： 上面讲的许多性质都可以这样得出，但为此我们先把 


(10) 化成一个方程组讨论起来更容易.以（10 2 )为例，令 S ( Z ) =亡 G )， 读者会感到，这不是利用 

到= ^sin t = cos t = C ( t ) 吗？何必又设它是 CG ) 呢?注意，前面证明 g = Cit ) 用的 
at at at 


是相位和指数函数的微分方程，我们现在则想用（10)，所以暂时还不知道 S (?) 是什么，只好写 
为 C ( t ) ，于是有 


參 

C ( r ) = S (?) = - S (，）， 

C (?) = - S ( t ) = - C (?). 

利用它们一方面得出 +~ c (0 = 0 , 另一方面，令 / = 0 又得 G ( o ) = 1,6 ( o ) = 0 ，总之亡(?) 
是以下柯西问题 之解： 

C (?) + C (/) =0， 

C (0) = 1， C (0) = 0 . 

但这就是(取）（令 a = 1) ，于是由唯一*性定理知 C (?) = C G) 这也算是^ "sin Z =a)s t 的“另证”吧！ 

1 dt 

总之我们有了一个常微分方程组 

C ( t ) = - S it ) » S ( t ) = c (?) ’ 

C (0) = 1, SCO) = 0. (21) 




有了它，许多性质的证明都十分容易了，例如 C 2 ( z ) + S 2 G ) = 1的证明 如下： 

鼻 [ C 2 (?) + S 2 ( r )] = licit ) C it ) + Sit ) S ( r )] 

ck 

= 2 [- C it ) S ( t ) + C (?) S (?) ] = 0. 

所以， C 2 ⑴ + S 2 (/) 之值不随^变化，因此 

C 2 ⑴ + S 2 G ) 二 C 2 (0) + S 2 (0) 二 1. 

又如加法定理的证明，注意到 

^[S it ) C (a - ?) + C (?) S (a - ，) ] = C ( t ) C(a ~ t ) + S (O S (a ~ t ) 

- S ( t ) S (a - t ) - (^(/")(^(汉 -/) = 0. 

所以 S ( t ) C (a — t ) + C ( t ) S (a — t ) = S (0) C (a — 0) + C (0) S (a — 0) = S ( a ). 令 a = x + 
y » t — : c , 艮口得 

S (x + 3 ；) = S ( x')C ( y ) + C ( x ) S ( y ). 

这样“证”下去，不免令人感到烦琐而无新意，但是下面我们就立刻会得到引人注目的结果了 .上 
一节我们给出了指数函数 d 的幂级数展开式 


如果把 Z 改成 V 7 - If ，然后在式右分开实部与虚部，将有 

e 几 = C(r) + 


^-~h + h~ "*) + ^ ~ 


所以 


S (t ) = t 


…= 2(-1)" 


(2tz + 1) ! ’ 


( 22 ') 


C(" = l - 万 +耵 — 丄， (2 n ) r “ 2 , 

这两个幂级数对一切 r (不论实数还是复数）都是对的，而且可以逐项微分、逐项积分. 

我们也不妨直接把(22 1 )与(22 2 )代入方程组 (21) 及相应的初始条件就知道这两个级数确实 
适合它们. 

现在要回答遗留下来的一个问 题：不 利用直角三角形边角关系如何证明 lim^U = 1?—方 

x~^() 00 

面可以说它太容易，不足 道了； 用级数(22，）立即可知，但是这个证明显然“不好”，因为它没有给 


…= 2 (- 1广 


(22 J 


我们任何新的启发，所以我们来看另一条“道路”.微积分中另一个极重要的极限式 lim 

x~^() 


^ - 1 


是怎么证的？当时我们利用 e D = 1,可知 


O^t 0 

e — e 


于是这个极限就是] 


e U 二0 


.注意，我们有意引用记号^它一般是代表复数的.那么 


就 要问： 如果一个函数 f ( z ) 自变量是复数则 
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^0 


lim 

△ z —^0 


/( z 0 + As ) - f ( z Q ) 

Az 


对不对?应该说对，只要右方的极限存在即可，但是复的 Az — 0比之实的 Ar — 0内含要丰富得 
多.如果 Az 是实的，则 — 0无非是从左侧或右侧趋于0,而当 Az 是复数时， Az — 0的方式就 


是复杂得很难想象了.因此当2：为复数时，#有极限是一个极强的条件，所以我们就要问，/(2) 

Az 

=¥有没有导数呢？复自变量函数的求导是一个很深刻的问题，下一章§4专门讨论它，而且恰 
好# = e z 总是对的.于是我们来看 (23) 式，并设其中 r 是复的.如果 z 之虚部为0,则 r — 0就 

C1Z 

意味着实变量 r — 0,这时 (23) 式就成为 


lim 



如果 Z 是纯虚的 ： f - lx ，而实变量 : c — 0,则因 

V ~lx 1 i * 

e — 1 cos 工 —L + sm x 

\ f~-\x V - lx x 

所以 (23) 式分开实虚部就给出两个极限式 

T cos X — 1 
lim - — (J , 

x^O x 

p sin x , 

lim - = 1. 

于是我们看到，微积分中两个基本极限其实是同一个极限的两个特殊情况. 

但是这算不得一个证明，只是一条“道路” (approach ) ， 要把它变成证明，还得补上复自变量 
函数求导的许多知识，说它是“道路”，因为它引导我们面对这许多新问题. 

3. 反三角函数现在我们已经完成了通过微分方程来定义 C(D 与 SG ) 并研究它们的性 
质，完全证实了它们就是中学学过的 ms ^ smr . 所以下面我们不再使用 C ( r ), S ( D 这两个记号 


了.同样 - 1也米用原来熟悉的 i 来表不 . 

现在我们要讨论正、余弦函数的反函数问题，我们已知 


d sin 6 
d 6 


cos 6. 


(24) 


而当 - 时，由 cos 沒 > 0 ( 这一'点由 cos 沒是 OP 在: c 轴上的投影即可看到）知 sin 沒是 
6 的上升函数.它把 f 映到[- 1,1]. 因此其反函数0 = d ( x ) 存在，而且仍然是一个上升 
的 C 1 函数（即一阶导数为连续的函数），映[- 1,1] 到 f 这样，读者当然会问， sm 沒在 

"-以外有没有反函数？当然也可以用类似上面的办法来处理，而例如又可得到[- 1,1] 
一 (左 — |)兀，(左+ it ，左= 0，± 1，± 2,…的 C 1 函数，它们都应该是 x = sin 沒的反函数 
6 k =良 Gc ) ，也都定义在[- 1， 1] 上，但是其值一'般不在 - 中，只有 A =0的一 ■个 例外: 




6 {) ( x ) = 0 Cr ). 如果我们说有无穷多个反函数，则称 A =0的一 ■个 & Cr ) = 6 ( x ) 为其主值，然 
后可以讨论这许多反函数之间有什么关系？这个关系式其实很简单，它就是 

6 k ix) = kn + (- 1) k 6 () (x). 

它相应于正弦函数的一个基本关系式 

sin Lkiz + (- 1) k d ~\ — sin 6 . 

但是我们不来讨论这个问题.我们也可以说 31 110的反函数是一个“多值函数”，至于什么叫“多值 
函数”，下一节再谈.现在我们就只讲主值& ( x ) .我们习惯地记它为 arcsin x 而其它一切良 （ x ) 
贝 1 J 记为 Arcsin x . 

由 （24) 即有 


仙=1 
dx cos 


这里根号限取正值，因为对于主值沒 = arcsin x ^ cos 沒 >0且当 x = 0时沒= 0,所以 

a • 「 dx 

u = arcsin x — — . 


按道理说， x 作为 sm 0 之值就是 [-1,1] 中的数，而 0 作为一个角应该以弧度为单位，弧度可以用 
弧长来定义，但是更好是用扇形面积来定义.如图 2-2 - 5.0 之弧度值= 2扇形 AQP 之面积， 
换一个记号，我们把 (26) 中的: c 写成= sin 义为什么它称为“正弦”?它就是正对着角沒的半 

弦 PR . 但是 (26) 是否扇形面积?这不要紧,我们来看积分- /办，它是曲边梯形 QAP 0 的 

Jo 

面积，用分部积分法即有 



移项后即有 




Jo 




左边是 OAPQ 面积,右方第一项是 AOPO 之面积，所以 


办 -= 2扇形 AOP 面积=0之弧度值. 

^ {} V 1 — y 

这样一来 g = sin 是由0之弧度值算出正弦值，而沒 = arcsin y = 
/ d 3； 是由正弦之长(实际上是半弦); y 算出其所对之角0的弧 

」 0 1 -夕 2 

度(按扇形面积理解）值. 

用这样的观点重看自然对数7? = In 6更有意义.上节我们说 
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上 TPQ 即有 

扇形 OPQ 面积=曲边梯形 ABPQ 之面积 
所以，对数函数 In f f ^作为面积与 arcsin x 是十分相近的，如果我们作一个旋转 

1 1 

V = ~^x ]= y ， 

f V 2 V 2 

则❻ =1 变成： r 2 - / = 2,则这种相似更为明显.不过，对于反三角函数 

扇形 aop 面积=备 r , d：y , 

^ ^ ° V 1 — y 2 

式中多了一个因子|,是由于图2-2-5中的圆是/ + / = 1,而图2 -2-6 中的双曲线是 x 2 

-/ = 2.如果注意到若在圆的方程中把 y 换成&，则圆就变成双曲线，所以一旦进入复域，正弦 
-反正弦就会变成指数一对数.欧拉公式也就不足为奇了. 

当年麦卡托正是看到了这一点，然后传到牛顿才得到许多初等函数的幂级数展开式.欧拉在 
他的《无穷小分析引论》一书中也就把以 eS 底的对数称为“自然对数或双曲对数”. 

4. 振动现象 以上我们从匀速圆周运动向两个互相垂直的坐标轴投影，找到了 z ( t )， 
C ( z ), 以及 SQ ) 所适合的常微分方程.它们的相互关系给出了十分重要的欧拉公式 .2： G ), 
CG )^ SG ) 都是适合同样类型的微分方程 

x + a 1 x = 0 (27) 

(但初始条件不同）的函数，由于它在物理和工程中的重要性，我们称适合 (27) 的: rG ) 为一个 If 
振子 (harmonic oscillator ) .所以 2 ：⑴是一 ■个 复的谐振子，而 C (/) ， S G ) 则是实谐振子.实际用起 
iT 则复谐振子更方便. 

一个一般的复谐振子总是与 p 的复系数的线性组合.但是只要弄清楚了其中之 

一,则另一个自然完全都清楚了.所以下面我们限于讨论 c #, 这里（：是一个复数.但是由欧拉 
公式我们很容易看到任一复数 C 都可写为 Ae ' 这里 A >0,所以谐振子一定可以写为 

Ae iCat + 9) = Ae 編〜. (28) 

这里 A 称为其振幅， a 称为其频率， o ; 称为圆频率， a 之单位就是我们很熟悉的赫兹 ( Hertz ) ，每秒 
振动一'次称为1 Hz ， 量纲则是^ .所以 af 或 ojZ 都是无量纲量 .p = lizwt + ( p 称为相位 
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第二章函 数 


( phase )， 这样一来,什么叫相位有了一个数学的 说法： 今后我们时常会遇到 形如 ： A 
的量，而且 A (: c ，？） >0,这时我们总是说 A G ： ， ？） 是振幅，中 G ：， 是相位，中 Cx ， z ) I 称为初 
所以对于 (28)， p 就是初始相位. 

为什么如此重要？在自然界中我们常见到这样的运 动:某 一物体(某一质点，某一“电” 
量,如电位、电容、…）在某一位置附近往复振动.其例子不仅有摆，还有如电子在原子中的振动， 
所谓脉冲星一阵一阵地例如以 X 射线形式发出大量的能量，激光在激光器内往复反射……，还 
有电路中的电流、电压……心电图、血压……这些都是_.然后这些振动在空间中的传播，就 
成为例如水的振动在水面上传播成为水波,天线中的电磁振动在空间传播为电磁波，电压、电 
流的£动在导线中传播输送出电讯号.不但自然界如此，社会生活中也有越来越多的现象可以归 
入其中而用数学方法考察.例如价格、股市、流行病的发生等等都是.尽管研究的对象可以几乎是 
包罗万象，研究它们的数学方法却是统一而有系统的.常常总是把它们归为一个微分方程（但时 
常又是一个差分方程），而 (27) 可以说是最简单的一例. 

(27) 是一个理想的情况，称为一维谐振子.说它是一维的，因为刻 
画这个物理现象只需一个物理量 : r G ) (时间 Z 总是作为参数来看待 
的）.物理学中许多重要的理论模型都是建筑在它的基础上的.例如考 
虑单摆（图2 - 2 - 7), 就是质量 m 的质点挂在长为/的弦上并在重力 
下振动.要想刻画它只需要知道一个物理量: c 随 z 的变化即可,所以它 
是一维振动.它是理想的，因为我们假设弦的质量可以忽略不计，而且 
是刚性的，因此 Z 之大小不变.这时质点只受重力 mg ■(向下）作用.重 
力有两个分力.一是在弦的方向上，因为弦是刚性的，这个分力不起作 
用.二是在图上的圆弧的切线方向上，大小为 mg ' sin : c 而且指向平衡 
位置，所以必与角位移: T ( r ) 方向相同，但符号相反，称为我们 
考虑单摆的小振动，就是角位移之绝对值 I x (?) I 很小，所以 sin x ~ 

: r , 这样恢复 - mg . 牛顿的第二定律给出 

mix (?) = — mgx (?). 

左方出现 Z 是因为 k 为线位移，而第二定律的加速度并非角加速度 x (?), 而是线加速度 lx it ). 
此即方程 (27). 

上面我们研究三角函数时，是把 cos t = C (?) 放在： c 轴上 ， sin t = S (?) 放在 j 轴上，再考 
虑一个复平面.轴与> 轴是圆上的点的投影运动的场所，我们不妨称之为物理空间.在单摆的 
例子中，我们也不妨把角位移: c ( r ) 放在: c 轴上，这个 x 轴就应称为物理空间（一个恰当的数学名 
词是构形 S 间 （configuration space ) ，因为它的一 ■个点 x 就给出了角的大小，因而决定了摆的形 
状——即构形），那么是什么相应于 j 轴呢？回到三角函数的情况，: c 轴既用来表示 cos 由则 

表示 sin r = - ^COS r . 现在在单摆的情况下是否也可以用 y 轴来 表示； （ r ) 即速度呢？(这里相 
dt ^ 

差一个符号，但它显然没有影响 .） 或者用来表示 p = mi 即动量呢？当然都是可以的，真正重要 
的是要看动量/>与位移: r 是怎样联系起 来的： 由方程 (27) ——其中^ f ——双方乘以 i 


O 



图2 - 2 — 7 






再积分，有 
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0 



丄厂立 
2 \() dr 


Cr ‘ 



) d ? 


= (x 2 (/) + a 1 X 2 (/) ) - (x 2 ( 0 ) + a 2 X 1 ( 0 )). 

所以 X 2 ( f ) + a 1 X 2 Q ) 是守恒的.但是我们要注意，除了相差一'个常数因子(其中有质量777，还有 


恢复力是 


所以乃是质点的位能，另一方面是动能，而 

+ a 2 X 2 = X 2 (?) + a 2 X 2 G ) = Ui 


( x ) 

dx 


d 

dx 


2 


就表示能量守恒: 


(29) 


(动能） + (位能 ）= 常数. 

现在我们就作一 ■个平 面：: c 轴表不位移 X (?) ， j 轴表不动量/> ( r ) = mx (?) ，并称此平面为相平面 
(相空间 ） (phase plane > phase space ) 而与构形空间相区别； ioc ， p ) 就称为此质点的相，因为有此 
就足以完全决定此质点的运动状况 ._ xG ) 的更高阶的导数不必给了，因为牛顿运动方程就给出 


了 I ( Z ) ，而更高阶的导数也可以从运动方程求导数得出.不但现时该质点的运动状况完全决定 
了，即其过去未来的运动状况也可以用此时的 Cx , A ) 作为初始条件再通过方程 (27) 完全决定. 
当 x ( t )， p ( t ) 已经决定了以后 ， Or it )， pit )) 就给出了相空间的轨道，称为相轨道，而与构形空 
间中的轨道 : r = 相区别.于是对于单摆的小振动，相轨道就是椭圆 （29) .亦即 

—— + a 2 x (/) = C . 

m 

当 m = a = 1时就是圆.于是，从力学的观点看来，这里的相平面就是前面讲的 z 平面的一般化， 
而前面讲的 

cos 2 t + sin 2 1 = 1， 

从几何上看无非是勾股定理，而从力学角度来看就是能量守恒定律的特例.真正值得注意的是， 
这里得出了椭圆而前面得出了圆，差别仅来自恢复力系数7之大小.从拓扑学角度来看，它们并 
无本质的 区别： 都是封闭曲线，所以都表示周期运动.下一章我们要详细讨论开普勒三定律与牛 
顿万有引力定律的关系，到那时我们会再一次看到行星的运动也包含在这样的框架内. 

现在再进一步设质点在阻力亦即摩擦力下运动.阻力是一个复杂的对象，在最简单的情况 
下，可以假设阻力为 -/ lxA >0是一个常数.这里加了一个负号是因为阻力必与速度方向相反, 
否则就谈不上阻滞了.这时由牛顿第二定律将给出 


x + hx + a 2 x — 0. (30) 

(我们略去了质量而把系数作必要的修正）.我们首先把 (30) 化成一个方程组.为此令:^ = 
• T ，再引入 A = Xi ，则 C 30) 化成了 


工 1 — ^2 r 
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第二章函 数 


x 2 = — hx 2 — a 1 x x . (31) 

( A ，: r 2 ) 平面现在就是相平面.所以，研究方程组 (31) 即是在相平面上讨论它，但是为了求解，我 
们仍用（30)，并且仍设: rG ) = Ce ' 代入（30)，即得关于； I 的一个二次方程 

A 2 + hX + q 2 = 0 C 32) 

称为特征方程，它有两个特征根 

久 1，2 = - y ± y V h 2 - 4 a 2 . 

这时最重要的是 A 2 -4« 2 的符号.下面我们只看；^，因为；1 2 是；^的复共轭，它不会给出新的物 
理知识. 

相应于 A 1 ，将得到解 

x (?) = Ce ~^ ( e iat . (33) 

a 2 二 /4. 

h = 0, 就是没有阻力的情况，如果 A 逐步増大，把 C 写成一'个复数 C = Ae 9 ° •> A > 0,有 

x ( t ) = Ae + e i& 、). 

于是我们看到频率由 a 变成& 就是频率变慢.振幅出现了因子，而当 t — ⑺ 时衰减为0,但 
是它仍然表现了振动性质 .A =2 a 是一个临界值.这时 S =0. 但是当特征方程出现重根时，解不 
再写成 (33) 而有变化.如果阻力再增加，使 A 2 - 4 a 2 > 0，解 Ai 与 A 2 都成了实数，而解 (33) 现在 
成了 

x(t) = AeV 、， 

A 1j2 =— 鲁 ± y - 4 a 2 <0. 

这时就不再有振动，而只有指数衰减了. 

以上我们是求出了 ： rG ). 如果转到相空间 r 2 ) ，尽管& U ')， x 2 it ) 都不难得出，却不容 
易找到与椭圆 （29) 相应的联结：^，工 2 的关系式.实际上，相轨道不会再是一个封闭曲线，因为不 
再有周期运动.但是相轨道的分析引导到数学与物理学中、工程学中十分富有成果的分支. 

§3进入复域 

微积分学在建立了以后，立即就转到复域中了，这个发展是很自然的，又是很重要的.这样也 
就形成了数学的一个广阔的领域——复分析.特别是在19世纪，几乎所有重要的数学家都对它 
有贡献.许多人都有一个看法，即复分析是当时数学的中心.其所以如此，一方面来自它对解决实 
际的物理、工程问题的效用，另一方面则是因为许多在实数域中十分复杂困难的问题在复域中变 
简单了，其本质更凸现了 .因此复分析就成了一个很完美的框架.在本书里，我们总是随时准备进 
入复域，首先讲某一个问题中如何直接应用实域中的微积分理论，一直到遇到了本质上与实域不 
同之处才止步.这样为读者将来学习复分析作一个准备. 

于是关于函数，读者都知道，狄利克雷关于函数的定 义是： 设有两个变量 z 与; y ,_ x 在某一集 
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合 A 中变化，而对每个 xGA , 均有 d ； y 与之相对应，则 说; v 是 x 的一个函数（准确些说是 x 
的定义于 A 上的函数），记作 j = / Gc ) ，而 A 称为/的定义域.这个定义中“一个”两字十分重要， 
我们下面要仔细讨论.除此以外，有两点值得注意，首先是 x 与 j 也可是复数（但他没有明说）. 
这样不会造成什么困难，我们只需规定 x 与 j 都是复数即可.然而进一步的研究表明， x 是否为 
“真正的复数”（即其虚部是否真正为0)，有极大的关系.以下，凡讲到复变量的函数时，总认为 ： c 
是真正的复数，而不止是作为复数的特例的实数.这时应该更准确地说是复自变量函数.至于 j 
是否真正的复数并无关系.即令 x 为实而 j 为复，我们将得到一个这时不妨分开 
3；的实、虚部，并且研究两个取实值的函数.反过来 x 是否真正的 ，而; y 是否真正 
的复数则没有关系（只不过在下面讨论的所谓解析函数，当 x 可以取复值时 g ^115^ 
■，除非3；=实常数.而在复域中我们又只讨论解析函数）.以后，凡考虑复变量函数 
函数值总用2： 和* Le ； 记： = / (Z ). 

另一点值得注意的是，在狄利克雷的定义中 A 是任意集合.但是狄利克雷当时考虑的实际 
问题中， A 则是一个区间.所以原定义中是说: C 在一区间中变动.就在那时，人们开始认识，有必 
要考虑任意集合上定义的函数，所以现在的微积分教本中讲函数定义时，定义域总是一般的集 
合.对复变函数自然也是一样.但是我们要讨论的复变量函数都是解析函数，需要对它进行微分 
与积分，这时，需要假设 A 为开集，因为要避免在 A 的边界上讨论这些问题.我们常说 A 是一个 
区域.区域就是连通开集，但有的书上用语不太注意时把开集也就说成了区域.以后在讨论复变 
量的函数时，我们总规定 A 是区域，整个复平面是一个区域，复平面除去有限多个点也是区域， 
当然还有更复杂的区域. 

有关函数和变量的一些基本概念如极限、连续性、无穷小量以及连续函数的一些基本性质， 
实的情况与复的情况是一样的.但是因为复数不能比较大小，所以涉及比较大小的概念如单调 
性、上下确界、最大最小值等等都没有意义.但是 | / (2) | 却是 z = x + iy 的实值函数，也就是 ， jy 
的实值函数，所以若 / Ce ) 在有界闭区域 G 上连续.则 I / G ) | 必可在 G 上达到最大最小值，可以 
取中间值等等，但是对 / G ) 就谈不上这些问题.在涉及微分积分时，如前面所指出的，只需注意 
复常数可以如实常数一样看待，可从微分与积分号下提出来或放进去，均与实的情况一样.当然， 
中值定理因涉及比较大小就不可能成立了.这些问题在下面两章讨论复变量函数的微分与积分 
时都会详细讨论,这里就一句带过. 

我们最要注意的是“多值函数”的问题.按函数的定义，所谓 j = / G ) 是 i 在定义域 A 上的 
函数，即指对于一个: rGA , 必有“一个与之相应.上文我们特别指出“一个”两字的重要性，所 
以按函数的定义，函数就是单值函数，无所谓多值函数. 

这样的限制是有道理的.如果我们允许对同一个: c 有多个 j 与之相应，则下面的“东西”算 
不算一个多值函数？ 


sin x 

tan x … 

J 3 + , ⑴ 

x + e 

/** 

这样把一些毫不相干的东西硬拉在一起并称之为“多值函数”的作法，至少是没有益处的. 

但是在数学中给出一个定义就是划了一条界线.在界线内的对象是需要研究的，而在界线外 





的如上面的例子就可能是需要排除的.因此界线的划法就很有 讲究: 应该要能促进数学研究的进 
展.现在我们要问，在给出了函数的定义如上以后，我们在数学的研究与应用中常用的多值函数 

例如应如何对待？ 

我们不要把函数按定义必须是单值函数这一点看死了.在现代数学中有所谓集值映射 
(set - valued map ) 的概念，它在例如经济数学中就很有用.它的定义是，对每个 : c G A ， 必有某个 
“大集合”即一个空间 Y 的子集注意现在是 jCY , 而不是 Y ) 与之对应中可能有许多 
元素如 3 ;= (甚至不是可数多个 Y 而不是这个概念的来源之一就是如 

同 ™ =7?这样的“多值函数”.集值映射这个概念常见于“非线性分析”这个很新很活跃的分支， 
我们不能涉及.只说一下，读完本书对进入这个领域大有好处. 

我们现在讨论却是从一个很古老的观点出发 的：把 它看成 w = /的反函数.这里的 

记号要解释一'下 ， w =冗是 2 ： = 的反函数，为什么又说 xe ; =7?又是 w = /的反函数呢？要注 
意重要的是“函数关 系”： ％次根”函数关系与％次幂”函数关系互为反函数.如果某一个函数关 
系记为/,而且已知有反函数存在，则反函数关系，亦即逆映射记为/- 1 .于是 /•/〃 = W ,/- 1 */ 
= id . W 是恒等映射.不过这两个 W 并不相同，因为其定义域不同.前一个 W 定义在/的值域 

上,后一个定义在/的定义域上.总之我们现在讨论若固定 Z 值,它是；7次代数方程 

vu 11 - z = 0 ( 2 ) 


的根.这是一 ■个 很古老的问题，当年尚斯第一 ■次 证明了 77 次代数方程 I ] a n _ k uu k =0 (%# 0 )必 

有《个复根存在，这是数学史上第一次有了一个“纯粹的存在定理”，我们现在要讨论的是 
更一般的方程 

a () ( z ) zv n + a x (2:) + …+ (2:) = 0， (3) 

而系数 (2: ) 都是 2: 的多项式.从这种方程解出的 w = Ti; (2 ： ) 称为代数函数.它们大多是多值 
的，这个问题在19世纪中后期是数学中的重大问题，黎曼正是由研究它们才得到十分深刻的黎 
曼曲面的思想.所谓黎曼曲面 S 是这样一种“曲面”，使得上述方程的“多值”的解成为 S 上的单 
值函数.由于 (2) 是 (3) 的特例，我们现在就以 (2) 为特例介绍这个极为深刻的思想. 


对于固定的〜方程 ( 2 ) 有77个根 


0，1,…， 


如果让 A 取其他整数值如 6 = 77,77 + 1 ，…或 6 = - 1 ，— 2，... 
所得的乃然在 （4) 式所 给的？ 7个之中， （4) 中的 7 Z 
个称为 1 的?7个77次单位根，它们位于一个正?7边形的 
n 个顶点上(如图 2 -3-1), 其中一个是 1 ( 即 zv (0) ). 

我们可以再叙述一次上面的结果.由欧拉公式，任何复 
数 2 ：均可写为 z = re ' 这里 r X )， p 称为福角，它是多值的， 
因为若 p 是一个辐角，则《^ + 2々71，々=0, ± 1 , ± 2 ,…都是辐 
角.但 r = 0 时辐角不确定.容易证明， （ 2 ) 的； 7个根即 

vu {k) = = A ^ 2k ^ )/n ， k = 0， l，"、n — 1. (5) 
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rt 也就是正实数 r 的 n 次算术根.如果 2 是一正实数，则可取辐角 p = 0, 这时在上述 n 个根中 

有一个是正实数(相应于 k = Q ) f 这个根也就称为的算术根.而对于一般的复数，算术根的概 

念是没有意义的.有的书上规定只有算术根才可使用石的记号，一般情况下则使用我们却不 
如此拘谨，主要是要知道它是“多值函数”，而且这种多值性的来源就在于复数辐角的多值性.为 


了从这许多值中分出特别的一个便于使用，我们时常指定辐角 P 的取值范围是并称 
这个值为“主值”.但是这又是一个不必过分计较的名词，有时也说 - 是主值、 -; r < 


71是主值，-是主值……总之，目的在于分离出一个特定的值来. 

乍看一下 = 2 有; 7个反函 数^; 但仔细看一下又不能泰 



然处之，因为若令 z () = r 0 e l9 ° » <2 tt ， 并取 w ( z 9 ) = r ^ e '^ 0 !n 

为 zv ( D) ( 2 ：) 之“初始值 ”（hj ( 2 ：) 不妨称为 xe ; = 2 ：:的主值），现在来 
看 z 变化时 w 之值如何变化.这时 2 变动的道路 （ path ) 之构造将 
■^关键作用.例如取图2 - 3-2 上的不绕过 O 的道路.如果2 
从^开始依逆时针方向绕。一圈回到％，则2变回原来的^一。， 
而 zt ； 也由 w _ (q) 变回原来的 xe; (D) (q) .但是 2 ： 从 q 开始沿绕过 
O 的道路 L 2 依逆时针方向又回到后一个％将是 r D e 、 +25I) ，而 


图 2 — 3 — 2 W 将由 加®) ( A ) 变成 ？^ e 、 + 27 t )/ H ， 即变为 W a ) ( z 0 ). 若 Z 再沿 L 2 

绕 O — ■圈再 次回到 q ，现在的 q 将是 r (> e l(¥> 。 +2 ’ 2n) ，而 w 由 I 


zv Cl) 变成* Le ; ⑵（2。）= e ( ' 9 ° +2 ' 2lt) /n .所以这 n 个 w 将依 

次互相转变.所以把 w 看成一个单值的反函数更为妥当.但 
是现在给定一个可以求出 k 个 w 值如（5)，这个矛盾如何解 
决？办法就是把原来的 q 与绕 L 2 转了一圈使％增加了 2；!的 
^ = 区别开来.这里就表现了黎曼的 天才： 设想有 n 个 

z 平面，如同 n 张纸一样，而且把它们钉在一起，可是不是像书那 
样沿书脊钉，而且在 z =0 处钉住，然后例如把它们都沿正实轴 
剪开，再把一张纸的沿正实轴的下沿（辐角接近2；!处）与另一张 
纸的上沿（辐角接近0处）粘在一起，像一个旋转楼梯.当我们沿 



― ' - Z 平面 

z=0 

图 2-3-3 


楼梯旋转一周环绕 o 点就自动上了一层楼.初始的 q 在一楼，下一个 q 在二楼……这样就把两 
个 q 区别开来了.这样一层又一层地转，^ ((>) 就自动地变成 w (1) ……再变成加 00 等等.可是到了 


n 楼（即 — 1 处），如果再转，就应变成 r « e i( ^ +2(?I - l)lI + 2ll) /n = r i e ^ Q ^ n n)/ n = 

所以％就应该回到一楼的起点（图 2-3-3) .可是^怎么能由 n 楼神¥知鬼不觉地再°回起点 
呢？ ^的路径应该与其它楼面都相交，可是交点处的 q 对应的 it ; 值又怎么计算呢？可是黎曼 
认为不必管，就让 z 像崂山道士那样钻天入地了无痕迹算了，黎曼把这样造出来的东西&看成 
一个曲面,后世就称为黎曼曲面.于是所谓多值函数 w = 就成了黎曼曲面&上的单值函数. 
自此以后,研究多值函数就变成了研究如何构造相应的黎曼曲面. 









^ 当然，读者会感到困惑， \究 竟是怎样构造的呢？我们不妨这 

样来作.先找一个小纸片，在上面标记一点 q ， 然后例如沿着 l 2 _ 
x / A ^, a x q 相近处，再找一个小纸片与第一片粘起来，粘了一整圈以后，当 
nI /\ x x \ L 回到■^时，注意在这时的小纸片上虽然仍然标记上可是不 

要与原来最初的小纸片粘在一起，而要用新的小纸片粘下去，这样 
^ I 到了第 n 圈时，已经用过了不少小纸片.后来的小纸片与第二片、 

° ^第三片大相径庭，所以可以“置之不理”，而硬是把它与最初的一片 
、 f \\ 粘在一起.这有点像运动会上的万米赛跑，运动员要在400米的圆 

形跑道上跑25圈.于是当一个运动员一路领先已到了冲刺阶段，金 
12 _3_ 4 牌在望时，突然看见前面还有一个运动员，他当然可以“置之不理”， 

、 因为“前面”的运动员还只跑了 24圈，还差400米呢.上面我们写了 

-些“游戏文章”其实例如道路、粘结，旋转楼梯等等都大有数学文章在后面. 


如果读者仍然感到神秘莫测，我们再换一个角度来看 ： w = —是初=/的反函数，因此 
其定义域是后者的值域 .TO = /映 C : (2： 平面) — S n ，我们现在研究 S ra 的构造.把2：平面 C 分成?7 
个扇形，其顶角均为 2 k in . 于是 QA (> 被映为平面的正实轴， OAj 也是一样，总之第一个扇形被 
一对一地映为~的全平面，而"我们认为变为 w 平面正实轴“上岸”，"^ i 变为 w 平面正实轴 
“下岸”，总之，我们得到第一页的平面.再往下进行到了第二个扇形,变成第二页 w 平面正 
实轴的上岸，而与第一页相邻.仿此进行下去可以作出；7页^平面而且再回到第一页.在图 
2-3-4 上我们画了一些小区域，它们都是跨在两页1^平面上的，借此标志第一页与第二页以及 
第 n 页相邻，但与第三页、第；7-1页都不相邻.所以在第 n 页上的 w 又会“从天而降”，不知怎 
么又回到了第一页.这样看来 w = / 的 值域义 显然具有上面讲的黎曼曲面的构造.所以它的反 

函数 w = ^ 应以这样的义为定义域，而且成为 乂 上的单值函数.所以，黎曼曲面是实实在在的 
结构而非空中楼阁！ 


有了对 W =7?的详细讨论，再看 


的反函数 ttj = ln z 就容易多了.事实上，因为 2 ： 


+ M ,k=0, ± 1 , ± 2 , 


In r + i (cd + 2^ ji) » 々 = 0， ± 1， ± 2, 


从表面上看来 ， In z 是一个无穷值的多值函数，但是如果按上面讨 

论 w =冗的方法来处理，可以知道它只是一个定义在黎曼曲面 
Sco 上的函数由无穷多页 z 平面叠合而成（图 2-3-5) .只不 
过，它一方面可以向上(如果 z 绕^作反时针方向旋转的话）升到 
无穷多层，也可以向下（如果 z 绕^作顺时针方向旋转的话），降到 
无穷多层的“地下室”去.读者由此可见= In z 是黎曼曲面 
(它有无穷多页）上的单值函数. 

还有反三角函数也是相应黎曼曲面上的单值函数.但因其黎曼 
曲面的构造比较复杂，我们就不再讨论了. 

可是不论怎么说，神秘气氛终于难以尽除.为什么数学家们肯 


2 — 3 — 5 
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接受这样的东西？根本之点在于它能解决深刻的数学问题和物理问题.从上面讲的处理多值函数 
的情况看来，一旦进入复域，许多隐藏在水下的东西就浮现出来了 .所以，数学家一直努力把它涉 
及的基本思想弄清楚.到1913年外尔 （ H . Weyl ) 的名著《黎曼曲面的概念》出版，明确指出，黎曼 
曲面是一个微分流形，而且对于什么是微分流形也给出了今天我们采用的说法.后来的研究表明 
了，黎曼曲面不能在 R 3 中“实现”，而只有在更高维的 R n 中才能使它不自交地实现.关于微分流 
形我们将在第七章中讨论，那时将再回到黎曼曲面的问题.我们现在想要指出的只有一点 ：函数 
的定义之内涵不是固定不变的，而是随着数学与物理学的发展，越来越丰富，也越来越深刻地表 
现了大自然的奥秘. 


§4 “函数”概念够用了吗？ 

我们先回顾一下函数概念的发展.本章中我们并没有就函数的定义作很多文章，而是抓住了 
几个函数(其实只有一个函数即指数函数），尽可能地讲到它的方方面面.当然应指出，我们还只 
涉及一些浅层次的问题，而对于它所蕴含着的更深刻的问题——对称性并未接触.整个第二章实 
际上都是讲的指数函数.我们这样做的目的在于指明，数学的发展根本的主题是揭示大自然的深 
层的规律性.各种概念、方法、理论的提出与发展，归根结蒂是服务于此目的的.函数概念当然也 
不例外. 

尽管微积分学研究的主题是函数.微积分的创始人如牛顿、莱尼布茨都只是讨论具体的函 
数，如幂函数、指数与对数函数、三角函数和一些很特殊的与物理问题相关的曲线如旋轮线、悬链 
线等等.因为他们研究的对象基本上就是这些.大约到18世纪,才开始有了一般的函数概念.例 
如欧拉就给出了两种“说法”（恐怕不宜说是定义），其一见于他的《无穷小分析引论》 （1748) ,是说 
函数即变量和常数组合而成的表达式，其中他概括了某些代数函数和某些超越函数，并且看出了 
它们的区别.可是欧拉还有第二种说法，就说 ; y = / G ;) 即在 g 平面上“随手画出的曲线”.欧拉 
的第二个定义的来源显然受到当时关于弦振动问题研究的影响，因为一根弦的形状显然是可以 
顺手画出来的.在函数概念进一步的发展中，傅里叶的研究起了极大的作用.例如，他研究了单位 
圆中温度的分布，并假定在边界上温度的分布是这 样的： 在左半圆周上温度为1,右半圆周上温 
度为 -1. 若用极坐标 （ r ，0) 表不，则若圆盘内各点的温度是了 （ r ， 0) ，则 

1 ， + 

T ( l , 扪二 / ⑻二 j 

- 1 ， I ^ l>y. 

这里 /( 扪用两个表达式来表示，至今仍有不少人把它称为“分段函数”，并且花不少精力来讨论 
它.其实它就是一个函数，是： T ( rJ ) 在 r = l 处的边值.傅里叶给出了这个函数的展开式 如下： 

— / ( d ) = cos 6 —— ^-cos 36 + -^-cos 58 — … 

7 i 3 5 

因为这个例子常被人引用，所以很有点名气，本书中就引用了好几次.其实这种具有间断点的函 
数的傅里叶展开式例子很多，也都容易算，上面的例子并没有什么“特色”.许多人都以为“完全任 
意的函数”(这是傅里叶的原话)都可以展开为收敛的傅里叶级数，傅里叶也是其中之一.狄利克 
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第二章函 数 
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雷则发现了，在满足一组相当复杂的条件(现在常称为狄利克雷条件）后，函数 /( x ) 之傅里叶级 
数才确实收敛.可是若 A 是/ ( X )的连续点，则级数在1 9 之和就是/ CxJ . 若 X 。是/ ( X )的第一 ' 

类间断点，则级数在之和却是+ (/ ( x 0 + 0) + / ( x 0 -0)) .对上面的例子，它在 X = - J 7 Z ， 
— f ， f ，¥一 (总之在处，收敛于图 2-4-1 上的小圆点.所以这个级数之和并不是 
前面的式子(还有因子，而如果要写准确，在[- 7 T ，7 T ] 内应是 

1 ，\ 6 \<f, 

f(d) = < 0 ， I ^ I = y, 

-1 ， <C I Q I ^ 7T. 

(细心的读者会发现前式中我们既然写了 I ，所以在 I ⑴ f 时两个式子矛盾了.我们这 

里是“故意”这样做的，因为今后我们会看到，若在“个别点”上改变函数值，有时并不影响讨论， 
详见第五章.但在目前的讨论中，确实应写为后式）.那么上式是不是仍表示一个函数？它既不是 
一个解析表达式，又不是可以“顺手”画出的曲线.这些事实迫使狄利克雷给出定义在区间 A 上 
的函数的定义，即“有两个变量 x 和3 ^， x G A ， 而且对每个 x 都有一*个3^与之相应”，请读者注意， 
我们在定义中没有说什么“有确定的规律”或“有一定的方法”找出与: c 对应的 y 因为什么叫“规 
律”，什么叫“方法”都是说不清的.是不是指某种“算法”?确有这样的函数,它是没有一定的算法 
来计算的，如此等等.这当然都是后来的人提出的问题（但决非无中生有的故作高深），狄利克雷 
本人不仅没有想到这一步，而且有时仍然说“完全任意的函数”都可以展开为傅里叶级数.其实 
他心里想的是适合狄利克雷条件的函数！由此可以想见传统的束缚和习惯的因素是多么有力！ 
傅里叶级数确实是一个产生重大数学成果的来源.狄利克雷已考虑了具有第一类间断点的 
函数，如果有无穷多个间断点，那么可以考虑间断点的极限点.如果极限点只有有限多个还好说， 
有无穷多个又怎么办？是不是还应该考虑极限点的极限点呢？这样一来，人们所研究的函数范 
围就扩大到前人无法思议的地步.这时把函数定义为解析表达式或者某种图像都是无所助益的 
了.可是为什么要研究这种“病态”的函数？我们在第三章§7中将讲一些理由，而整个第四章实 



际上是围绕着这个问题来展开 的：函 数的类型越来越复杂，其反映大自然规律的深度越来越深. 
而到第六章，则对这些极丰富而又多样的对象给出了相当统一的框架，而丝毫不失严格性.到那 
里再来看初学者视为梦魇的 e - l 就会感到还不过是雕虫小技，而有“会当凌绝顶，一览众山小” 
之慨！ 

那么，函数概念发展到这一步就“够用”了吗？问题的核心是某些自然现象所表现出的奇异 
性是古典的微积分(亦即所谓的古典分析)难以应对的.这里的情况和微积分的发展有些类 似:人 
们在很长的时间里只能用一种不严格的、直观的方法，或者说是在没有充分根据的情况下沿用古 
典分析的概念与方法，然而总是得到了正确的结果.到了 20世纪30年代，在许多数学物理问题 
中都出现了这种情况，使人们不能不认真地对待它们.然而幸运的是，到了 20世纪50年代就系 
统地解决了这个矛盾，出现了所谓广义函数论（这是前苏联数学家的称呼，而西方数学界则称为 
分布理论）.我们在这里不可能详细地介绍它，而要在四、五两章中讲解其若干基本点.现在我们 
从一个最简单、而且谁都认为不可回避的问题开始.我们的讲法大体上相应于20世纪中叶没有 
掌握广义函数论的物理学家处理这类问题的方法，但随时指出其不足之处.但在本节最后，我们 
却要讲一个十分重要的定理.我们对它的处理将是严格的，而且证明的思想却很好地表现了广义 
函数的力量. 

假设有一根棒，我们不妨设它是整个实数轴.如果从最左端算起直到： c 点的这一段，其质量 
是 m Or) (当然我们不妨设 m Or) 是有限的，因为总质量为％的棒是很难设想的）.我们来算一 
下，它在各点处的密度.为此，在棒上取 (x * X + Ax ) 一 ■小段 ，其质量应该是 Am = 777 (x + Ax ) - 


mCr )， 所以其平均密度是# 


(x + Ax) — 


，而： r 点的密度是一个函数 p ( x ) 


.只要 mCr ) 可求导，以上的作法就是合理的.又因 m Cr ) 是从最左端： r = - co 算起的, 
dx 


所以 ( - 0 °) =0,因此又有 m ^ x ) — p (: c)dx ，只要 p (: c ) 是比 fe “规贝『6勺，例如是连续的， 

J - oo 

而且这个积分又是收敛的,这个作法也是合理的.总之，在适当的“光滑性”(光滑一词就是指直到 
某阶导数均为连续）以及 p Cx ) 的可积性条件下总有 


f*X 

m ( x ) = p ( x ) dx . (1) 

J - oo 

可是我们来看，若有一个单位质量的质点放在 : c = 0处，而棒的其它地方都没有质量，这时 
还有没有密度？ (1) 式是否成立?这个情况当然也是理想化的，但是是很自然的.先计算 m ( x ) .若 
x < 0,则 m Gc ) = 0,若 : c > 0,则 ( x ) = 1，所以 Gc ) 就是赫维赛德 （ O . Heaviside » 1850— 
1925) 函数： 

m D = H (x ) = j (2) 

k)，x < o. 

读者会看到，若限于 -; r <0<; r ， 则上面我们讲的 Til , 6) = f ( d ) =2 ⑻ - + 在那里我们 


说，在 Ml 处, /( 扪用哪个式子来表示并不重要.但现在却严格规定了 H (0) =1.这是因为在 




x = 0 处有一个单位质量存在.赫维赛德是一个电气工程师，他研究一个电路.如果在某一瞬间 x 
= 0 (这里： c 表示时间）把电路接通，输入一个单位电流，贝 U 在 xX ) 时，电流为1， x <0 时，电流为 
0,他认为这种情况在研究电路理论中是最基本的.在某种意义下，这就是广义函数论的开始，时 
为1890年左右. 

这种质量分布的密度是什么呢？现在我们暂把数学严格性的要求置诸脑后.如果 i <0, 则 
只要 Ax 充分小，仍有 : c + Ax <0, 因此 

= /?? (x + Ax ) — m ix ) = 0 — 0 = 0， 

€=0, 其极限也为 0 .即当 _ x <0 时，; oCx ) =0 .若： r >0, 则当 Ax 充分小时，仍有 x + Az >0, 所 

以 = m (x + Ax ) - mCr)=l - 1=0,我们仍有 p ( x ) = 0 .可是，注意，这里开始出问题了，如 
果我们把 X 放在 X = 0的“紧左边”，从而？ 77 ( ： C) = 0,而若: C + A：C 在: C = 0的“紧右边”，则？ 77 

(x + Lx ) = 1，从而= 1 / A ： c ，而 

Ax 

p (0) = °° . 

大家立刻会看到，这已经不是数学语 言了： 什么叫紧左边，什么叫紧右边？无非是要把这个质点 
放在区间 [m + Ai ] 内，我们取极限时不只令△: r —0, 而且也令: r —0. 这当然好办，我们只需取 

区间 [-^,^]， Ax >0 即可.可是这个极限是不存在的.习惯了数学思维的读者会问，怎么能 

够把不存在的东西叫密度呢？可是对物理学家，包括狄拉克 （ P . A . M . Dkac , 量子物理学的大 
师)在内，却认为这是非常自然的.试想区间之长 Ai 是一个无穷小，可是这个区间中的质量 Am 
=1,二者一除不是无穷大又是什么呢？狄拉克当时的想法也就在这个水平上.如果伯克莱主教 
再世，他很可能会写一篇《不信神的物理学家》，并 且说: 狄拉克先生，您连量子力学那样希奇古怪 
的东西都相信，凭什么不相信上帝呢？带着罪恶的灵魂怎么能进天国呢？难怪哲学家拉卡托斯 
( J . Lakatos ) 在《证明与反驳》一书中要再调侃一 番了： 牛顿等了两百多年,才有人出来拯救他的 
灵魂，进了数学的天堂，狄拉克要幸运得多，他还在世时，施瓦兹 （ L . Schwartz , 有两个施瓦兹，这 
一位是法国数学家，另一位是 H . A . Schwarz ， 德国人，魏尔斯特拉斯的高足，我们每日每时都在 
用他的不等式.你不要忘了，我们每时每分都用的并不是发表在什么 SCI 刊物上，而是见 
于他听自己的老师讲课所记的笔记中.为了区别，以后都用施瓦茨来表示德 国人； 而法国人都译 
为“施瓦兹”.——本书作者注 .） 就拯救了他的灵魂.狄拉克于1984年去世，可是施瓦兹在1950 
年就发表了《分布理论》（这个名词的来源很清楚了，我们讨论的不是一种质量分布吗？)一书，完 
全符合现代数学严格性要求，处理了狄拉克的理论. 

这里有一个重要的 争论： 物理学家会说，难道狄拉克需要人来拯救他的灵魂吗？他已经在天 
国安息，当然天国里也会给施瓦兹留下位置.可是狄拉克一定会坐在更加紧靠上帝的椅子上.施 
瓦兹的“灵魂”的一部分，即施瓦兹核定理，不是狄拉克早已知道，并以自己的语言来陈述过？这 
可是你们数学家说的，请看冯•诺依曼 (Von Neumann ) 《量子力学的数学基础》25 〜 27页.数学家 
当然也可以反唇相 讥：不 妨再看一下爱因斯坦，难道不是黎曼给了爱因斯坦以灵魂吗？这可是爱 
因斯坦自己也承认的.这样的争论已经有多少年了，还会继续多少年？看来，数学与物理学是两 
种不同的文化，各有自己的方法与风格,然而都有共同的目标——探讨大自然的奥秘，而且携手 
并肩，结伴前进. 
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不论如何，我们得到了 一个“函数”，狄拉克称之为％函数”而且现在有公认的记号3 ( x ): 

/、 f °° » x = 0， 

谷 Cr) = 1 

1()， 7^ 0- 

但读者可以看出一个 问题： 如果我们在： c = 0 处放一个质量为2的质点，则一方面看，我们应得 


( 3 ) 


到23 Cx ) ,另一方面，我们又看到，会得到 


A 777 2 


，仍是无穷大，归根结蒂:2' 


,因此仍会 


Ax Ax 

得到3 ( x ) .为了区别这些情况，我们在定义3函数时还需要附加一个表示总质量为1的条件: 


d (x ) dx 


(4) 


d 函数即由 （3), (4) 两式来“定义”.我们现在可以把这个“定义”中“不合法”的地方再重复 一下： 
首先，一个函数应该对: r 之每个值均有一个确定值与之对应，而％肯定不能算是一个确定的值. 
其次，一个函数在某些点没有定义也是常有的事，这时定义其积分时常也是可以的，但按 （3) 式， 
各 Cr ) 的“积分”应该为0,而不应该是 (4) 式. 

谷 函数最早是由赫维赛德在 1894—1895 年间定义的 . 1927年狄拉克在他关于量子力学的 
基本论文 （1927 年)提出以上的讲法，可以在狄拉克《量子力学原理》第三章§ 15 ( P . A . M . Dirac , 
Principles of Quantum Mechanics ，4 th ed. ， Clarendon Press ， 1958， 58 〜 '61 页）中找到.在他的基 
本论文 (The physical interpretation of the quantum dymamics ， Proc . of the Royal Soc . of London ， 
A 113,（1927)621 〜 641) 中，他说“当然，严格说来， 3 ( x ) 并不是 x 在本来意义下的函数，但是可 
以看作是某个函数序列的极限.完全同样，把它用于量子力学，对其几乎所有的需要，都不会得出 
不正确的结果”. 

狄拉克在那本书和那篇论文中提出了两种解释3函数的方法，一是利用对偶性（这是现代 
的语言，狄拉克那时是说用分部积分法），一是利用函数序列的极限.下面我们再加上一种利用测 
度的方法,则来自施瓦兹，其实也是对偶性之一例.我们将在第四章中讲解对偶性与函数序列的 
“极限”，现在我们先来不太严格地介绍测度方法，使读者有机会接触一点现代数学的思想和方 
法. 

这本书里将不会一般地讨论测度理论.我们只直观地指出，测度是一个“集函数”.以一维情 
况为例，如果作一个分划 


一 00 < …< A < …< a n _ x < a n ". <+ oo, 

则可得一系列左闭右开的区间把实数轴 R 覆盖 起来： R = U 对每个区间 

Yi — — OO 

，我们规定一个实数 777 ((7 ra ) ，使得 


m (\J (7 n ) = ^ m ia n ) . (5) 

这样的 m 当然是一个“集函数”，即对集 ~ 确定了一个实数 m (^)与之相应.测度的例子很多， 
通常的区间长度是一个测度，如上面所说的棒上的质量分布也是测度.这里有两点需要说 明：首 
先我们是从 区间& 而不是更一般的集合开始，而且 (5) 式中的 1 J 与和 X 都不明确规定是有限 

并(有限和）还是可数并（可数和）.我们在这里虽然含糊其辞了，好在读者们在第四章会有机会 
读到准确的论述.其次，我们取^为左闭右开的而且彼此不相交，这却是重要的.因为我们要考 
虑集中在某一点的质量，如果该点在 x = ，则这个点的质量是算在 ， a „] 的质量内还是算 




在 [ A ， a „ +1 ] 内呢?我们不能把一个质点的质量算两次，那会使棒的总质量产生疑义.总之，我们 
称适合 (5) 的 m G ) 叫做测度.有了测度就可以定义积 分：设 / Cr ) 充分光滑，而且在某有限区间 
[ A , B ] 之外恒为0,则可以定义 fix ) 关于测度 m Or ) 的积分为 

广 

f ( x)dm = lim ^] / m (crP . (6) 

这个积分称为黎曼一斯蒂尔切斯 ( Stieltjes ) 积分，它与黎曼积分的区别在于黎曼积分使用了一个 
特别简单的测度 ： m (\)=(〜 - a n _ x ) . 8 函数则相应于上面讲的有一个单位质量的质点位于 : c 
= 0处的测度.我们很容易计算这时的 (6) 式，设= 0位于[% ,0^ + 1 )内，则 （6) 式右方各项除了 
i = _; •一项 外全为0,从而只余下一项/ (6 ) •]_，€ 6 [ a ^ ， a ^ + 1 ) .由于我们假设了 /( x ) 充分光滑， 
故有 

广 

f ( x)dm = f (0). ⑺ 

这里我们必须在观念上有一个大 转变： 过去讲函数总是讲的可以在某一集合上逐点取值的“东 
西”.（当然“逐点取值”有时可以马虎一点，在积分一章中我们还要回来讲怎样“马虎”）.现在，古 
函数则对应于一个测度，测度可不是逐点取值的东西，而是在某个集合\上有一个值.但是，它 
可以作用在一个充分光滑的函数 / Or ) 上，按 (7) 式起一种作用，即取出该函数（以后称为试验函 
数）在 ： c = 0处的值来.凡是可以按某种线性的规律如 (7) 在一类试验函数上取值的对象，叫做一 
个线性泛函.一个普通的连续函数 < p ( x ) 也可以在一类试验函数上取值，例如按下式 

， f) = p ( 工 ） / ( 工 ） dx ⑻ 

取值.如果 p Cx) 有原函数中 Cx) ，则 (8) 式还可以写为 

(9，/) = / ( x ) . 

所以，普通的连续函数也可以形成泛函.但是泛函不一定由普通连续函数生成，而也可以由例如 
测度生成.所以我们把这些线性泛函叫做广义函数.其实还可以由更加复杂的东西生成更复杂的 
广义函数4函数只是最简单的一例，它按 

( d,p = /(0) (9) 

生成一个由测度给出的广义函数，就是上文讲的在 : r = 0 处有单位质量的质点生成的测度. 

这样，我们看到测度可以认为是函数概念的推广.测度理论是一个很重要的数学分支，它特 
别是概率论的基础.我们将在第四章讨论一个特别有用的测度——勒贝格测度以及勒贝格积分. 
它是黎曼积分直接的推广.至于更一般的测度和积分(包括斯蒂尔切斯积分)我们都不讲了 .我们 
只指出，它们都构成广义函数，而未在广义函数理论中把这一类划分出来专门讨论，因为那是太 
费力了. 

再看如何用分部积分法来解释3函数.和上面一样，取 fix ) 为一试验函数，即定义在 
(一⑺，+ co ) 上的充分光滑而且在一有限区间 [ A ， B ] 外恒为0的函数.若 p ( x ) 在 （- co ， co ) 上 
有连续的一阶导数，则有 



(x) dx 



cp ix) f’ (x) dx = 


B rB 

cp ix ) f ix ) — cp (x ) / (x ) dx 

A J A 
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广 B 

=— cp f (x)/(x)dx =— (〆，/). (10) 

J a 

这里我们利用了试验函数 / Cx ) 充分光滑且在 [ A , B ] 外恒为 0, 从而 /( A ) 二 f (B) =0.(10) 告 
诉我们，若/ Or ) 连续，则 icp，f ) 可以化为/作用在/上形成的泛函（再改变符号），但是可能有 
这样的情况，即 / Cx ) 不一定是一个好的函数，但 （ p ,/) 仍可以化为作用在 / Cx ) 上所成的泛函 
(再改变符号）.这时，何妨把这个泛函看作是 cpix ) 在某种广义意义下的导数？这是数学中推广 
某个概念的常用的方 法:某 个对象(如这 pCr )) 在某种条件下（这 里是： fCr ) 连续）具有某种性 
质(这里是 :在试 验函数 / Cx ) 上产生一个泛函如 （8) 式），而另一个对象在缺少该条件时也具有 
此种性质，我们就说这个另外的对象在缺少该条件时，广义地具有此种性质.我们来看一下“另一 
个对象”的 例子： 即赫维赛德函数 (2). 它不是连续可微的，因为 HCx ) 在 : c = 0时甚至不连续，但 
若按 （8) 式将它作用到试验函数 / Or ) 之导数 / Gr ) 上，我们有 

H ( x )/ ( x')dx = H ( x )/ ( x')dx 

二 B /( x ) dx =/( x ) B 二- /(0) 二 - （谷，/). 

J D 0 

右方除了相差一个符号外即是 (9) 式，因此，我们说 3 函数即在广义函数意义下的 导数： 

H ' ( x ) = 在 ( x ). 

这就完全解释了赫维赛德的思想的合理内核. 

我们再来回顾一下这里的作法.我们有两种对象，其一是试验函数 / Cr )， 它的集合是一个线 
性空间.而其元素都是性质很好的 函数： 我们这里规定 fix ) 充分光滑，而且在某有限区间之外 
为 0. 另一类对象如 p (: T )， 也形成了一个线性空间，例如对于 A ( X )，< p 2 ( X ) 我们也可以研究 
c l9l ( x )+ c 2 < p 2 ( x ) 等等.它的元素则可以不太“规矩”，例如赫维赛德函数在 X = 0不连续.这些 
对象甚至可以是测度，根本不是逐点取值的函数.但是，它们可以像连续函数一样，在试验空间的 
函数上生成线性泛函.只不过生成的方式可以是 (9) ,而不一定是 (8). 这个空间称为试验函数的 

对偶空间.这个名词也是由线性代数中借来的，而例如 JV ( x )/ Cx)dx = f ) 就好像线性代数 

中两个向量的内积一样 . pCx ) 虽然不规则，例如不能求导，但是 fix ) 则很规则可以求导，而且 
我们可以利用 （10) 式，把对 p ( x ) 求导这个困难问题转移到对/( X )求导上去.这就是对偶性的 
妙用.分部积分法就可以看成是利用对偶性把“困难”由 p ( x ) 身上“转嫁”到 / Cr ) 身上的办法. 
因此是一个很深刻的公式. 

广义函数就是试验函数空间上的线性泛函，它是线性代数的思想与微积分的思想融合的产 
物.它使我们摆脱了函数必须在某一集合之各点上取值这个限制，使得许多分析运算可以很顺利 
地推广到原来不能应用的领域，帮助我们研究物理科学中许多有高度奇异性的对象. 

下面我们再来解释狄拉克 ％( x ) 可以看作是某个函数序列的极限”这句话.狄拉克是一个 
伟大的物理学家.他高度尊崇数学对物理学的重要性.他甚至认为数学美是选择在理论物理学中 
走哪一条路的最终判据.他说“方程之美比之其与实验结果的符合更重要”.当二者不甚符合时 
“不必太丧气，因为二者不符可能是由于某些较小的地方……而在理论的进步中迟早会弄清楚 
的但是他又不甚注意数学的严格性.他本是在英国布里斯托 （ Bristol ) 大学学电工的.后来 
(1923) 才到剑桥圣约翰学院做研究生，转入了理论物理领域 . 1932年他当选为剑桥大学卢卡斯 





数学讲座教授 (Lucasian Professor of Mathematics ) ，这是当年牛顿担任过的教职.狄拉克在大学 
中学的主要是工科数学.后来，他这样回顾自己的 经历： “我愿解释一下工程师的训练和工程教育 
对于我所起的作用……过去，我只对完全准确的方程有兴趣.然而我受到的工程训练教会了我要 
容忍近似.我能够看到有时近似的东西也包含了相当的美.……我想，如果不是有过这种工程训 
练，我后来作的那一类工作是不会成功的.……我在后来的工作中主要是继续使用了工程师的非 
严格的数学.我想，你们会发现我后来的著作中都用了非严格的数学”.在狄拉克看来，一是对数 
学美的追求，二是卓越的洞察力才是成功的保证.这是非常值得我们深思的.下面我们将先用完 
全严格的方法证明一个著名定理，再从3函数的观点去重新看待它，作为对狄拉克的方法论的 
一点小小回应，并就此结束我们对函数概念的讨论. 

魏尔斯特拉斯定理，设 /( x ) 为某有限闭区间上的连续函数.则必可找到一串多 项式尺 （ X ) 
在此闭区间上一致收敛于 fix ). 

J 

证设 / Cx ) 是 [ a ，/3] 上的连续函数，这里 0< a < /?< 1. 可以把 /( x ) 连续地拓展到(- oo , oo ) 
上，而且使它在[- A , A](A >1) 外恒为0,这样一来 / Cx ) 就是一个试验函数了 (试验函数的“充分光 
滑性”本来就有相当的活动余地,这里我们只要求它是连续的.这一段话只与以下讨论3函数有关，与 
本定理之证明无关). 

考虑积分 

I n = ^ (1 - u 2 ) n du^ ( 11 ) 

将它分成两部分，一部分是在 I W 上积分，另一部分 是在〃 _ 1/3 <1 m 1<1 上积分，即 


[ + L , 


n 丄 in ' “ n 


<1 ^1<1 


当 w — 00时，之积分区域缩为一点，但是它的贡献却是几乎 L 的全部 

limL ^ / I n = 0. 

n 一 00 

证明如 下：在 L „ 中，被积函数之最大值在 I a I = n _ l / i 时达到，所以 

L „ < 2 (1 - n l!T ) n . 


之积分区域则包含了 


~2 n '~2 n 


，所以 


In > i _ 1/3 (1 — “ 2 ) > [l ~ ^~n 2/3 j • n ^ ， 

J -rr n ' 


因此 


L „ //„ < 2： 


1 - 


4 3 0/1 3 - 2/3 

- < 1 — ^rn 2/i < e~ n 

1 - 2/3 4 

一 
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这里我们用到了不等式 e " > 1 + x Cr 关0)，计算一下 - 1 - x 之最小值即可得此式.总之 

L n / I n < 2 n 1/3 e '^ 1/5 —0. 

现在我们可以来构造 Cr ) 了，我们需 要的圪 Cx ) 是一个277次多项式 

Pn ^ = J - /(W I - b - 工) 2 ]"办 

2 u J 0 


二冬 f (X + ?) (1 — t 2 ) n dt. 

丄 n 」 

用上面的式子并用二项定理把 [1 - — j ：) 2 ] n 展开，就知道 Cx ) 是 j ： 的 2 w 次多项式.变换 j 

=工+ r 则给出第二个式子.因为《 故 


— x ^ — a<0< 1 — < 1 — x • 

取 K 充分大，使 n-'A < min { a,l - /?}, 则 

— X 〈一 77 _1/3 < 71 ~ 1 ^ < \ — X . 


这样， 



= Jl + Jl + J 3 - 


1/3 |/ Cx + ?) (1 - ? 2 ) 


—1/3 1 

广一？2 广1 

+ 

J - 1 J n 

= ML n / I n — 0 , M = max \ f ( x ) \ » 

这里趋于 0 是对 x —致趋于 0 .对于则利用积分中值定理而有 

打_1 0 T< 

-_ 1/5 /(工 + ?) (1 — t 2 ) n dt = f (x + 6 ) 了^， 1^1^ n~ lti <> 

再利用 /( x ) 的一致连续性以及 I n = L n + K n 即知对 x —致地有 

h — fd 

定理证毕. 

魏尔斯特拉斯定理有许多发展.例如设 /( A ，…，为连续函数，而且对每个变量^都有 
周期 2 ti , 则 /(& ，…， x „) —定可以用三角多项式 


1/3 


(1 — u 2 ) n &U 




V I k x I,-, I ^ l<N 

{ * 1 n 

去一致逼近. 

现在我们从 3 函数的观点来看看这个证明.我们很容易想到& —0,因为计算这个积分并不 

难.所以^~ (1 - w 2 ) '当越变越大时，图形大抵如图 2-4 - 2,当时，“总有” lim - y - (1 — u 2 ) n 

l n n ~^°° 

= 0,但当 w = 0 时 ， lim - y - (1 — u 2 ) = °°* 同时 t 旦有 K * (1 — w 2 )= 1，所以^ ~ (1 — w 2 ) 之“极 

几 一 00 L n l n J -l i n 

限”就是 3 函数,而我们上面证明的定理其实就是说 




56 


第二章函 数 



limj j-(1 — t 2 ) n f(t + x)At = (?) f (t + x) dt = f (x、. 

这就是狄拉克所说的 3 Cx ) “可以看作是某个函数序列的极限”的意思.但是，上面的讲法总是不 


严格的.因为只看 lim - y^(l — u 2 ) n = 00 iu =0时）以及 lim (1 — u 2 ) n =0 ( wt^O 时），不能就 

n — °° 1 n n—°° 

说函数极限就是 3 函数 


S ( u ) = 



w = 0, 

w 7^ o. 


再则，我们不能随意地在积分号下取极限，所以我们又只好说是一种“广义的”极限过程.我们称 
它是“弱极限”.但是应说明，“弱极限”是一个很严肃的数学概念，读者以后有很多机会遇见它. 
上面讲的函数序列，通常称为3型序列，它在物理学中是很常见的.其中有一些是如上所示的“钟 
形曲线”，而有一些则完全令人联想不到这种图形，而表现出的剧烈的振荡特性.关于广义函数， 
包括这里讲的3型序列，四、五两章中将比较详细地介绍. 



第三章微分学 


§1微分学的基本思想 

1. 新的历史条件与新的要求 我们在第一章中就已讲到，关于运动和变化的考察从古希腊 
就已开始，而且由芝诺、毕达哥拉斯以至欧多克萨斯、欧几里得，不论是在哲学的思辨上或者在数 
学基础上都达到了很高的水平.但是，不但有这些纯思辨的考察，还有许多有待解决的实际问题， 
推动着科学的进步.从当时的生产力发展的水平以及与之相应的科学技术发展水平来看，静力 
学,流体的静力学，光学，特别是物体的机械运动，包括地上的和天上的物体的运动都是当时科学 
发展中的关键问题.其中一个重大问题是天体运行规律问题. 

由古希腊的托勒密地心说以至后来哥白尼的日心说，以至布鲁诺被施以火刑，伽利略受到教 
廷的迫害，我们时常看到的是它的意识形态方面.但是这个问题的意义远不止此.现在每一个中 
学生都懂得了什么是相对运动，那么，日心说与地心说之差别无非是采用了不同的坐标系，何必 
大动干戈呢？但是能把问题“看穿”到这个地步，前提是要能用数学很好地刻画运动.要能追索星 
体在天空运动的轨迹，写出其运动方程式，而不是只满足于亚里士多德式的思辨，说什么物体下 
坠是因为向下落是物体“自然的本性”之类.这就不但不是依赖哲学，而恰好是能摆脱某种哲学, 
回到科学的道路上，回到观测、推算等等科学方法的道路上.不仅是天体运动的规律，还有关于运 
动学的基本概念如速度、加速度如何理解，什么是力，什么是离心力等等都是 16—17 世纪前后科 
学界关心的焦点.牛顿力学三大定律正是在这样的科学氛围中出现的.它一方面吸收了许多人, 
特别是伽利略、笛卡儿的成就，另一方面自然也是牛顿本人的努力和天才的结晶.所以牛顿说自 
己是站在巨人肩上是很有道理、很有见解的.我们特别要提出，牛顿深受欧几里得《几何原本》的 
影响.在他的巨著《自然哲学之数学原理》（1686,以下简称《原理》，中译本，武汉出版社， 1992) — 
书中，他就把三大定律列为“运动的公理或定律”并由此推导出〈源理》中所有的命题.这一点确实 
是牛顿的伟大贡献. 

可是，这一切努力绝不是只具有理论的兴趣,而要实际得多.例如，由于资本主义向全世界的 
扩展，人们需要作长距离的航海，而确定船只在海洋中的位置自然是重要的.确定讳度比较容易， 
只要测定某一个恒星离天顶的角度即可，但确定经度却要困难得多.大约从16世纪起，人们就开 
始利用时差来确定经度.但为此,一是要有关于天体运动的准确知识 .1675 英王查理二世建立格 
林尼治天文台，就是为了这个目的.研究天体运动的人不仅有伽利略和牛顿，还有许多人，其中例 
如有哈雷 (Edmund Halley »1656 一 1742,哈雷彗星的发现者），他所作的星图是最精确的.二是要 
有一个好的钟.单摆是当时人们测定时间的基本工具.关于单摆的研究工作的基础是由惠更斯和 
胡克 (Robert Hooke »1635—1703,曾任英国皇家学会秘书，与牛顿为了万有引力定律的“知识产 
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权”闹过不小的矛盾）奠定的.但是为了计算经度，摆的误差每天不得超过2 — 3秒，这在当时是很 
难达到的.由此还产生过一次 灾难： 1707年，一支由5艘军舰组成的英国舰队，在海军元帅叔莱 
尔 (Admiral Sir Clawdisley Shore 11) 率领下在直布罗陀大败法国舰队.可是在凯旋回国时遇大雾， 
因无法确定舰队准确位置而触礁，五艘军舰沉没了四艘，死亡水兵二千余人.在举国大哗之下，英 
国国会于1714年通过“经度法案”，悬赏20 000英镑（约合今天$ 1 000 000)，征求确定经度之 
法.最后由一'位哈里逊 (John Harrison ， 1693— 1776) 在1761年造出了可以实用的海钟（当时称为 
chronometer ) 而获奖.哈里逊没有读过大学，是一'位极为能干的工匠.（以上见于 N . F . Lane ， 
Problem Solving in Complex Society ， AMS ， Notices ， Vol .44 ，May (1997) ， 580~584). 总之，微 
积分发展的环境已与希腊时代和中世纪有了天壤之别. 

关于天体的运动——当时还主要是太阳系中行星运动的规律.由于问题的重要性，人们已经 
进行了多年的观测，积累了大量观测数据.到17世纪初，开普勒以多年观测数据为基础，提出了 
著名的开普勒三定律. 

I . 开普勒第一定 律：行 星运行的轨道是椭圆，太阳位于椭圆的一个焦点上. 

辽 . 开普勒第二定 律：联 结太阳和某行星的线段称为行星的动径.若采用极坐标，令太阳在 
原点处，动径就是一个向量 r . 在相同时间内，/*扫过的扇形面积相同.简单的说法就说各行星的 
面积速度是一个常数（当然，不同的行星之面积速度是不同的常数）. 

HI . 开普勒第三定 律:各 行星的周期各不相同，但是周期 T 与轨道椭圆的长半轴 a 之3々次 
方成正比，即 二 const , 注意，这个常数适用于各个行星. 

开普勒三定律是唯象定律.它没有解释为什么恰好有这三个定律成立.牛顿的功绩在于指出 
了，它们其实是一个更深刻的 定律: 万有引力定律的推论.万有引力定律指出，若有二质点，质量 
各为/^与 / n 2 ，设一个质点在极坐标原点处，另一质点的动径为 r , 则第一质点对另一质点必有 
引力，其方向与 - r 相同，而大小则与 r 2 成反比，或者写成 

F =-G ? Hl^lJL, r=\r\. 
r r 

G 称为引力常数， r / r 表示/•方向的单位向量.当然，按牛顿第三定律，另一质点也对第一质点有 
引力，大小与 F 相同，方向则相反，所以是- F . 

牛顿是怎样把开普勒三定律与万有引力定律联系起来的 
呢？下面我们看一下牛顿在《原理》中怎样证明一个与此相关 
的 命题： 若一质点在有心力场中运动，则其面积速度必为常数 
(《原理》，第二章，命题1，定理 1). 但是这还只是由万有引力定 
理导出开普勒第二定律.该书第二章，命题2,定理2还进一步 
证明了若面积速度为常数，则质点必是受有心力的作用.关于 
牛顿万有引力定律与开普勒三定律的关系我们将在后面详 G 
述，现在我们来看牛顿对上述命题的原证，其目的在于探讨牛 
顿的方法的要点是什么. 

设有心力场的中心是原点 O . 先设没有外力，这自然是有心力场的特例，即力之强度为0.若 
质点初始位置在 A ， 经过一个无穷小时间 dr 后到了 B 点.因为没有外力，按牛顿第一定律，该质 
点将沿直线 AB 作等速运动.再过一段时间 dr 到达 C 点 . ABC 是一条直线，而且 AB = BC . 所以 




OB 是 AQAC 之中线而 △QAB = AQBC . 这就是说质点的动径 " S 式在 ck 时间内扫过的面积相 
同（图 3 — 1 — 1 ). 

若有向心力作用，则在 B 点处有一个力沿方向指向 O , 因此在第二个时间段心内，质点 
还有一个与方向平行的位移55.这样质点从 B 的位移将是記与 S 5 的合位移而动径 "0® 
在第二个时间段&内扫过的面积是 AQBD . 比较 AOBC 与 AOBD ， 其底等长（均为 QB )， 而高 
又因顶点 C 和 D 位于 OB 的平行直线 CD 上，故又为等高，所以 △OAB = AOBC = AOBD . 因 
而定理证毕. 

这个证明中最值得注意 的是： 牛顿的证明暗地里使用了一个假设，即在每一个时间段 心里, 
有心力的方向与其开始瞬间的方向豆5—样，所以才得到面积速度可以用 △ QAB 与 △ QBD 表示 
的结论.如果我们记质点动径(从乃1算起）扫过的面积为 A G ) (它当然是时间的函数），而在“无 
穷小”时段内 dr 内，扫过的面积为 dA G )， 则在时刻 r 

dA (/) = AOAB + 高阶无穷小量， 

在时刻 t + dt 

dA G + dr ) = AQBD + 高阶无穷小量， 

注意到 △QAB = AQBD , 略去高阶无穷小量，并用 dr 去除，即有 

d 2 A (?) n 

= 0 . 



图 3-1-2 

所以得知面积速度为常数. 

ck 

下面再举一个光学中的例子，光学在17世纪也是一个重要的科学分支.这当然是与望远镜 
和显微镜的发明分不开的.而特别是望远镜，是天文研究最有力的工具.于是几何光学兴起了（波 
动光学则晚到19世纪才流行起来），而17 — 18世纪的几乎所有大数学家、大物理学家(包括牛 
顿)对光学都作出了贡献.我们特别要举出费马 (Pierre de Fermat ， 1601— 1665) .他其实也是微积 
分学的奠基者之一.他的方法 如下： 例如，要考虑光的反射问题，设 L 是一个平面镜面，光线从 A 
点射向 L 并在点 P 反射到5点，问反射点 P 的位置是什么？当费马着手解决这个问题时，他已 
经有了一个著名的费马原 理：光 在一切可能的路径中必取耗时最短的路径.这里要注意什么是 
“可能的路径”？即联结 A 与 L 上一点 P 再到 B 的路径.如果找到了这样一条路径, AP 必为直 
线.因为在镜面以外，光当然也走耗时最短因此长度也最短的路径——直线.同理 PB 也是直线. 
我们可以看到，若由 A , B 两点作 L 之垂线，令垂足为 ApBi ，则 EBi ，决定一个与 L 垂 
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直的平面 M , P 必在此平面上（图 3-1-2) .不然的话，由 P 向此平面 M 作垂线，令垂足为 
则 AP > APV 同理从而 AP + PBSAPi + 而 APB 这条路径就不会是最短路径 

了.这样，问题就化成了平面 问题： 在平面 M 上有一直线 L 与线外同侧两点 A 与 B ， 在 L 上求一 


点。使达到最小值. 


用对称点的方法求解这个问题是读者们熟知的. 
这个方法可以追溯到古希腊的海伦 ( Heron , 大约生于 
公元1世纪），但它不能推广到更复杂的问题，所以我 
们以折射问题为例说明费马的方法.设平面 M 上有一 
直线 L ， 分 M 为上、下两半，在其中光速分别为％与 
&，在上、下半平面上各取一点 A 与 B ， 问，若光线由 A 
经 L 上某一点 P 折射后能到达之位置何在（图 
3-1 -3)? 我们不妨设 P 之坐标为1,从而光走折线 
APB 所需的时间是: r 的 函数： 


/( 工) 


AP 十 PB 

幻 1 幻 2 


( 1 ) 


A 



B 

图 3 —1 — 3 


费马的想法是，让 x 变动一个“无穷小量” dr 到的坐标是 : r + dr (费马当时用£；或^来记 
dx ) ，于是所需时间成为 


/ (x + d_r) 


AQ | QB 

幻1 幻2 


比较/ (x + dx ) 与/ ( x ) .如果/在: r 点达到极小，则当向右移动 （ d:r >0) 时，/ Cx + d : r ) - / ( x ) 
X )，就表不/ Cr ) 不会再有下降的可能；当工向左移动 （ d : c <0) 时，则又有 f (x + dx ) — / ( j :) 5^ 
0, 就表示 / Cr ) 不会比 / Cr + dx ) 更大了 .同样，若 dx >0 时 , /(x + dx ) —/ Cr )<0， dx >0 时， 
/ (x + dx ) - /( x )<0, 也表明 /( x ) 不是极小.因此，要使/ ( x ) 为极小，/ (x + d : c ) - / ( x ) 不论 
dx 符号如何，总是非负的.我们就来计算 /Cx + dx ) - / Cr )， 具体说来就是要计算 (AQ - AP ) 
+ (BQ - BP ). 至此，一切都是显然的.费马的“诀窍”就在于计算 AQ - AP 时略去了 “应该略去” 


的东西.过 P 点作 AQ 之垂线 PPi ，如果 d ： r 是无穷小，则由正弦定理,也是同阶的“无穷小”. 
(注意，我们这里使用了现代的语言，在费马时代，人们还为无穷小量是不是不可分量等等而纠缠 


不清 ） 所以= APcos ( d 0) = AP (其中最多相差一'个局阶无穷小量，用费马的记号，则是相差 
一个£ 2 差不多的东西.在费马看来，这个差不多的东西正是“应该略去的”东西 .） 因此 


同理 


AQ - AP = P X Q = PQcos (6 — d 6) = dx *cos 6 


这样 


QB — PB = — PQ i = — PQ cos <p—~ dx * cos <p . 


/(x + dx)-/(x)=[_-— V 

J J L t ； 2 」 

这里最多相差一个高阶无穷小，用费马的记号是相差一个 E 2 的同类项.上式双方除以 dr 即除 
以 E , 令 dr — 0 (费马本人就干脆说令£； = 0)则费马推论出，折射点的位置 P 应适合 c « s 办巧= 
cos p /巧. 只有这样才能适合 x 点即 P 点为极小的条件.但在光学文献中我们通常用光线与 P 



§1 微分学的基本思想 
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点处的法线的夹角而不是与 L 的夹角来表示其方向.故 6 = ^-- 6 t (6 t 称为入射角） ， <p = I - 6 r ， 
( d r 称为折射角），就得到折射点的位置是 


sin d t _ sin 3 r 

幻 1 ^2 

在物理学中这叫做斯涅耳 (Willibrord Snell ) 定律.其实笛卡儿也得到了这个定律.而且费马解决 
了希腊时代托勒密未能解决的问题. 

用我们今天的语言来说，即令 dr — 0而求极限，并令其为0: 


l.m / ^ + dx ) — f Cr ) 




sin 6 t sin 6 r 


= 0 . 


但是在费马的时代人们还在为无穷小量是什么而困扰：费马说 E 是无穷小量，那么它究竟是不 
是0?如果是0,那么从一开始我们就停在 P 点，而不会前进到0点，因此整个讨论就都无法进 
行了； 如果不是0,为什么在经过许多计算后，在关键的一步上说“令£ = 0”？有了我们今天对无 
穷小量的理解，我们知道，无穷小量并不是“不可分量”，而是趋于0的 变量； 并不是“令£=0”，而 
是令 0. 局阶的无穷小量在除以 d : c 后，仍会趋向0,所以我们说是：丢掉局阶无穷小量. 

以上我们通过实例说明了微分学的基本思想就是“丢掉高阶无穷小”.要注意，当时的大数学 
家、大数学物理学家，不但是在某种社会经济发展和科学探索的需要的推动下工作，而且是在一 
定的文化、科学的传统下工作.从欧几里得以来，数学的严格性、合逻辑性的要求，并不如常人认 
为的那样是一种过分的苛求.牛顿写《原理》以《几何原本》为范本，就是这种表现.那么，什么是无 
穷小，它是不是零，诸如此类的问题自然成了他的最放不下心的事.所以，一方面牛顿自称“在数 
学中最微小的误差也不可忽略”，另一方面，反对他的人就以此 相讥： “高阶无穷小何以可以略 
去?”一直到19世纪中晚期，这场大争论才尘埃落定.微积分学才站在稳固的基础上，就是我们今 
天的教材的讲法，而略去高阶无穷小这个威力强大的方法也就得了无疑问的公认了. 

2.这个基本思想在数学物理中的展开 自牛顿以后，这场争论如火如荼地进行了两百年.可 
是人们并不只是坐而论道，而是把牛顿的这个思想用于各个方面.因为牛顿既然对机械运动提出 
了一个包罗万象的理论，而且公认是人类思想史上对认识大自然的第一次伟大的综合(综合就是 
总结），人们当然就会把它用于机械运动的各个 方面： 流体、弹性体、声学……都纳入了科学家的 
视野,成了新生的数学武器——微积分学——的试验场.下面我们将要介绍“略去高阶无穷小”这 
个基本方法怎样帮助我们得到某些领域的基本规律的数学表述.但是这些规律的物理内容都比 
较简单.大体上都是例如质量守恒、动量守恒等等，因此都是牛顿力学的适用范围. 

第一个例子是热传导方程.热现象本来在牛顿力学的视野之外.人们认真地研究热现象是 
19世纪的事.那时有了热力学，能量守恒定律内容的丰富性才开始展现.然后是统计物理，使统 
计的、随机的观点进入了物理学.因此，研究热现象应该从这个观点着眼.但是下面介绍的研究的 
出发点却是把热当作一种“流体”——热质说.从物理上说，它是很不够的，但是从数学上说却简 
单得多，而且带来了料想不及的丰硕成果.至于从概率的观点来描述热传导以至得出同样的方 
程，在第四章§ 4将简单介绍. 

1811年巴黎科学院悬赏解决以下 问题： “给出热的传播规律数学理论，并将理论结果与精密 
的实验结果相比较 . ”应征得奖者是傅里叶 ( Jean-Baptiste Joseph Fourier ，1768 — 1830) .后来他把 





自己关于这方面的结果写成一'本书，即《热的解析理论 》 (Theorie Analytique de la Chaleur ， 中文译 
本，武汉出版社1993年出版）.这是一篇伟大的著作.人们 
认为傅里叶的功绩有两个方面，首先他把物理问题用线性 
偏微分方程来表示，使得牛顿在《原理》一书中开创的道路 
远远扩展到了《原理》一书所规定的范围 之外； 其次，他为 i 
解决这些物理问题创造了 一种数学理论，开创了“调和分 
析”理论,至今约二百年，长盛不衰，始终是数学主流的一 X dx x +心 

部分.这在数学史上是少见的.本书将在第五章相当详尽 图 3-1-4 

地加以介绍. 

为简单起见，在热传导的区域中切出一块无穷小的长方体，其棱平行于坐标轴，而三边长度 
分别是无穷小设热量通过其各个面进入这个无穷小区域（注意，关于热本质的了解 
要等到19世纪后半叶，而在傅里叶的时代，人们仍把热看成一种流体——热质，傅里叶的著作中 
也沿袭了这个观点），如果我们记处时刻 f 的温度为 m Crgad )， 则例如图 3-1-4 
断面 I 处，依外法线方向（现在外法线方向即方向）在时刻 Z 到 Z + dz 之间流入区域的“热 
量”应与温度的梯度、断面]:的面积以及时段长度成正比，因此应为 

kdydzdt d ^ iS £^ lll ^ -kdydzdt 3 “工，/:，° . (2) 

k 是一个比例常数，称为彳一般说来，々是 （ xg , 2) 的函数，是表征介质的传热性质的， 
现在为简单起见设它是常这里我们用了一个点 Crg , 9、一个时刻 f 的温度状况来表示 
一个断面、一段时间的温度状况，自然就会有误差，但由于断面面积 dzdy 以及时段长度 ck 均为 
无穷小，所以误差应为高阶无穷小，按我们上面的规定 ：高阶 无穷小可以略去不计，这样才得到 



(2) 式.用同样的方法处理断面 H , 不过注意，这时外法线方向即 x 方向，从而# = #，由前所述 

on ax 

知，经过断面 n 在时间/到/ + &之间流入该无穷小区域的热量应是 

, n n n du (x + dx ， v ，之， Z1 、 

kdydzdt - d~x -- ⑶ 

(2)，（3) 之和是 

, [3u (x + dx ， y ， z ， t~) 9u V'r z-> t) 1 n n n ? \d 2 u Qz ， y ， z ， f) 、 1 n n 

k - - --—-^- dvd^df = k -- dx dvd^d? . C4) 

L dx 』 L dx 」 

注意，在利用拉格朗日公式时，我们又略去了一个高阶无穷小量.至此，: C 方向的热流已经清楚 

了.用完全同样的方法处理方向的热流，我们将得到，在 r 到 r + dr 之间经过该无穷小区域 

之表面进入的热量总量是 


— )dxd^d^d/ = kl\u lx ， y ， z ， t) dxd^d^d?. 


这里我们引入了一个记号△，我们称它为拉普拉斯 算子： 

d 2 a 2 d 2 

A — — ~2 ^ ~I + ~2 ^ 

d X d y d Z 

它可能是数学物理中“最重要的”算子了 .它的形状如此简单是否隐含了大自然的某种奥秘？是 


的,它表现了空间（爱因斯坦以前的空间）是均匀和各向同性的.我们暂置不论，倒是 dQ 的流入 





§1 微分学的基本思想 


63 


将导致温度的改变，即由 m (_2：，3^，2，〖）变成“（_3：，3^，2，/ +心），温差是《 ( x <> y <> z <> t + At ) — 

w ( x ,3；, 2 d ) .这里我们又略去了高阶无穷小.可是使单位质量的介质温度上升所需的热 

^ dt 

量应与质量以及温度増量成正比，比例常数 C 称为比热.现在该无穷小区域的介质之质量是 


； odxd ^ d 2： ( p 是密度），所以又应有 


dQ = cp -^jdtdxdydz 


比较 (5) 和 （6), 立即得到温度 w 所应适合的方程 


( 6 ) 


i\u 


Cpdu _ 1 du 2 



⑺ 


这里我们又假设了 都是常数. 

方程 (7) 称为可是值得注意的是，不仅是热传导现象由它来描述，而且扩散现 
象，渗流，化学反应^的繁殖与迁移等等也都是由它或由它衍生的方程来反映.数学物理 
中的偏微分方程大多有此特点.例如，波动方程不但能反映声波，而且也能刻画电磁波，以及一定 
条件下的水波、空气中的波等等.定常现象则常用拉普拉斯方程 




d 2 u d 2 u d 2 u 
d X 2 3 y 2 d z 2 


( 8 ) 


来刻画.静电场的势，引力场的势等等都适合这样的方程. 

现在应特别注意以下的事实. （7) 是一个很一般的方程.即是说，只要传热的物体 D 是均匀 


的，因此 C 和 A 都是常数，密度 P 也是常数，则不论该物体是什么形状，处于什么条件下，总是这 
一个方程.因此，在解决具体问题时，总要附加一些条件.一是应该知道在初始时刻（设为?=0) 
该物体内的温度分布，这样就有了一个附加条件 


U 


= <p z ) 

t = {\ 


( x * z )G ， 


(9) 


<^0:，3；，2)是已知函数.（9)称为初始条件.二是 iQ 边界上的情况也很重要.这里可以有多种 
情况，例如知道在 3 D 上的温度分布，这时有 


u 


二 <p ix ， y ， z ) ， ix y i z) ^ 3[} ■, 

dn 


另一种情况是假设 D 与外界没有热交换——绝热情况，则有 


du 

dn 


二0, 

90 


叫) 

( 10 2 ) 


n 是 an 的法线方向.还可能有其它情况.（10 1 )与（10 2 )中只需取定一个就可以了，这称为边值条件. 
至于一个方程应该附加什么样的条件，在有了这些附加条件下是否有解存在，是否只有一个解, 
这个解(或这些解)有什么性质，又如何求法，这些都是严重问题.我们现在只想 指出： 一方面有一 
个方程(如 (8) 那样）来刻画一般的物理规律，另一方面又有一些附加条件，反映具体问题的具体 
情况，这是牛顿的伟大创造.并不是说牛顿给出了初始条件、边值条件这些名词和概念，而是从他 
开始就这样研究问题了. 

第二个例子是关于流体的动力学.我们把流体看作连续介质(在一些极端情况下就不能这样 
看.例如在大气层上层空气极端稀薄处,就需要把气体看成随机运动、碰撞的分子的集合.这时就 
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不能采用连续介质的模型.但是在牛顿的时代以及后来的18—19世纪当然不是这样）.这样一 
来，流体力学就成了牛顿力学的延伸.在这个模型下研究流体的基本方法是 :在流 体中切出无穷 
小一块，视作一个质点.然后考虑质量守恒、动量守恒即可.为什么不说能量守恒？因为要讨论流 
体(特别是气体）中的能量守恒，就至少要加上热力学的考虑.这样一来，关于内能，熵……会出现 
一大堆新问题.流体力学对于空气中的飞行，如飞机、导弹等等，当然是极其重要的.到了 20世纪 
中叶，例如由于飞机速度越来越高，这些热力学考虑是不可避免的.在更高速度情况下，还要考虑 
电磁场的影响，化学反应的影响等等.但是在 18—19 世纪，还可以只限于机械能的考虑.例如对 
船舶在水中航行，通常都把水看成不可压缩流体，这样只考虑机械能就够了.不过即使在这时，对 
流体的基本性质也要加上限制.我们的限制是只考虑理想流体.研究各种流体都少不了研究其速 
度场：1/ ( x ，； y ，？） = ( u ' ， u 2 , uj ， 这是一 ■个 依赖于 Cr ， y ，？） 的向量场，还有密度 p Cr ， y ， =， ？） 以 
及压强 ( x ， y ， z ， t ). (因为我们有意忽略热力学的考虑，所以也略去了温度 T ( x ， y ， z ， t ) 的研 
究）.压强就是单位面积上所受的压力，它本应是有方向的量(有方向的量不只是向量，还有张量， 
这一点详见第七章）.但我们现在取 p = p ioc ， y ， z ， r ) 为一标量，其原 
因就在于我们只考虑理想流体.理想流体就是没有黏性，又不必考虑 
热传导的流体.如果我们在流体内作一截面 S , 则在紧邻接着 S 的 P 
Cx , Z ) 点，其一侧 I 的流体必向另一侧 n 的流体施压力（图3 - 1 - 
5) .这个压力还依赖于 s 的方向（不妨设为由 n 伸向 I 的法线《方 
向），所以压力包含了两个方向要素，在数学上我们用张量来描述它. 

所谓理想流体就是不论取什么样的截面 S ， 压力方向总在上述法线 
方向上，其大小也不随 ra 改变.这就是没有黏性作用的表现.所以 
在理想流体中，由 I 向 n 施加的压力应为 

p (x ^ z ^ t ) * S 之面积 •/!. 

所以刻画理想流体各部分相互作用的内力，只需要一个标量函数 = 就够了 .这就 

是规定压强为标量函数的原因. 

现在在理想流体内切出其棱平行于坐标轴的无穷小块，其三边之长分别是无穷小量 dx , 
我们先讨论质量守恒.在 Gd + d /) 时间段内从外面流入这个无穷小块的流体，可以分别 
由经过 i 、 n ……诸界面的流体计算得出（图 3-1-6) .例如经过 I 的流体将成为一个边长为 
u x At 而断面面积为的柱子，因此，其质量为 

ipu I ) (x ， jy ， 2 ，玄 )djdjyds:. 

同样，经过 II 流入的流体质量是 - ) (x + dx ， y ， z ， t ) dfdjydz ，所以由 x 轴方向进入的流体 
总量是 



3_ 

dx 


_pu x t) . 


而由全部边界进入的流体总量是 


dQ 


d_ 

Lc?x 


ipu 


d_ 

d y 


(pu : 


d_ 

d Z 


ipu 


(: C ， 




Z) d^d:cd)d 


z 


这些流体的进入将使该无穷小块中的密度由 pix . y . z , r ) 变成 pix , y , z,t + dt ), 密度的増加 
所占用的流量就是 dQ. 故在略去高阶无穷小后 
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dQ = \_p ix <> y <> z <> t + At) — p ix <> y <> z <> t) Idxd^ds: 


--"ft 


(: c ， 3;, 2: ， ?) d?dj ： d3 ； d2 ： 


比较二式即得表征质量守恒的连续性 方程： 

d p d / x d / x d y x 

dt + dx + ^ Ul) + J^ ^ 3； 

= 裴 + div (pu) =0. 


(10) 



13-1-6 


再看动量守恒，我们也可以引入所谓动量密度流的概念，但这就涉及 

速度向量的张量积的概念，我们暂不假设读者都知道它，也不打算现在就花很大篇幅去讲解它 
(第七章中会讲到这里涉及的张量积），因此就直截了当地把这个无穷小流体小块当成一个质点， 
其质量是 p z * D dxd ^ dz ，其速度为 m G : ， ; y ，2；， r ) ，然后直接应用牛顿第二定律.其实这里 

已经包括了舍去高阶无穷小量的思想.例如，一个无穷小元并不真正是一个点，因而其内部不一 
定是均匀的.我们以 （ x ，> zd ) 处的密度作为此无穷小元内各点？时的密度，本身就有一个误 
差，只不过这样算出的质量与真正的质量也就只差一个高阶无穷小.下面计算加速度和外力时也 
都如此. 


在计算加速度时要注意，速度 m ( x ，; y ， z ， f ) 中的 y -> z 都是/的函数， x = x (t ) ， y = y ( t ) ， 


z = 2 ( d 即该质点的轨迹,所以在计算#时，既要看到第四个 变元/ 在变化而: 


不变时产 


生的加速度# (称为当地加速度），又要看到因为 （ xg , 9随着时间变化而改变位置使 M 也得到 

A -Krt ^ W d ^： , dudy , dudz du , du , du ( 3 , d , d \ w 

一丨加速应十石 f 十 (称为 

对流加速度），所以 

du 

dt 


当地加速度 + 对流加速度 


du 

~dt 


d 


U ^ + U 2 W^ +U ^> U 


du 

~dt 


+ (m •grad) m . 


( 11 ) 


最后看外力，外力有两个部分，一是流体之外来的力，例如重力.又例如当流体是带电的，同时又 
处在电磁场中的电磁力，这时我们得到了电磁流体力学.还有例如流体中有某种化学反应或燃 
烧、爆炸而产生的力.我们记这种外力的质量密度（即作用在单位质量上的外力）为 F . 第二部分 
是流体中这个无穷小元以外各部分对它的力，亦即压力，这一部分我们已计算了.例如通过 i、n 
两个面的作用力是 


—p (x + dx ^ zy Z)dyds: + p (x ，汐， 2: ， ?)d^ds: = — -^^dxdydz 

把这些结果综合起来，由牛顿第二 定律： 

质量 X 加速度=外力 
有 

du 


( 12 ) 


^odxdjyd^ = pdxdydz *F — grad/»dj ： djyd 2 ： . 
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于是我们得到表现动量守恒的方程 


盖=努 + (以 • grad ) u = - ^grad p + F . (13) 

(10) 和 （13) 就是流体力学的基本方程组，如上所述，它们是不完备的，因为热力学的考虑都 
被忽略了.它是一个极广泛又极困难的领域的起点. 

以上我们通过两个例子表明，应用微分学的基本思想于研究自然界的许多广泛领域，得到了 
描述其基本物理规律的微分方程.（这两个例子都是偏微分方程 （ PDE ) ，下面我们将见到常微分 
方程 ( ODE ) 的例子 .） 微分方程是数学中范围极广泛、内容极丰富而且又极困难的领域.在许多自 
然科学分支中，它是基本的数学工具.我们可能以为略去高阶无穷小是产生这些微分方程的最重 
要的方法.实际上，这是由于我们现在研究的物理过程都比较简单，因而一些守恒律都变得很简 
单.随着科学的发展，我们需要解决的问题更深刻，所应用的数学工具也更深刻，这时，单只是“略 
去高阶无穷小”的方法就很不够了.我们将在本书最后介绍麦克斯韦方程组，以便了解数学的发 
展怎样帮助我们在更深的层次上认识自然界. 

3. 牛顿与开普勒 牛顿写的《原理》是为了研究物体的运动，而所谓物体，上至日月星辰，下 
至苹果树上落下的苹果，无所不包.这样才看出〈源理》是认识大自然的规律性的第一次伟大的综 
合.但是牛顿的三定律中讲的“物体”，其实是指的质点.例如第一定律，牛顿的陈述原文如下 ：“每 
个物体都保持其静止、或匀速直线运动的状态，除非有外力作用于它迫使它改变那个状态《原 
理》中译本，13页）.然而牛顿紧接着举的例子却有陀螺，并指出陀螺各个部分的“凝聚力不断使 
之偏离直线运动，如果没有空气的阻碍，就不会停止旋转可见，如果不是质点而是有内部构造， 
分成各部分的物体,如陀螺，牛顿也承认，其运动并不一定是匀速直线运动，而可以是旋转.把物 
体当成质点无非两个办法 :一是 如果空间极大，则哪怕是日月星辰，在浩渺无垠的太空中也只是 
沧海一粟的质点而已.二是物体有各部分，则各个部分若取得足够小，如上面两个例子中讲的无 
穷小的一块，小到对其内部结构，对其内部的不均匀性等等都可以忽略不计时，则其各部分也就 
看成一个质点，而物体整体则看成一个质点组.当然质点组中的质点总数可以是有限的，例如研 
究地球受太阳、月亮的作用而运动时，我们只需考虑由日、月、地三个质点形成的质点组，而其它行 
星和火星等等的影响都暂不考虑了，这就是著名的三体问题.这样，由牛顿的第二定律可以得出 

^ i = / 1 (?， x ， 盖)“ =1， N . (14) 

注意，这里的 iV 不一定是质点的个数.因为每一个质点可以有三个坐标，即相应于三个& (?). 

牛顿遇到的问题通常并不是已知：^ it )， …， x N ( r ) 然后求它们的二阶导数，而通常是已知 

Z ,要求未知的 A G ). 这就是求解作为一个常微分方程 （ ODE ) 组的 （14). 正如前一段 

所说的，应该加上某些附加条件.从物理上看，只要知道这个质点组内各质点在初始时刻（例如可 
设为 z =0) 的位置及速度就足以完全确定这个质点组在以后的运动状况.因此，我们所需的附加 
条件是 


( 0 )= 


X. 


dx t (0) 
dr 


二 v , 


(15) 


(15) 就是一个初始条件.在一个初始条件下求解（14)，称为一个^或 ^ (initial va ¬ 
lue problem ). 以上讲的是有限质点组的情况.如果是无穷多个质点所成的质点组，如上面讲的连 
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续介质那样，就会得出偏微分方程组 ( PDE ). ODE 和 PDE 是两个十分宽阔的数学领域.而且二 
者由于提出的问题和处理方法不同，又形成很不相似的数学分支.但不论如何，牛顿以后，在 
18-19 世纪中，用数学方法研究大自然的数学规律，几乎就等同于研究微分方程. 

牛顿既然已弄清楚了两个物体——质点之间的引力为 

F= — 二 r= | r |, (16) 
厂 T 

这里设第一个质点（其质量为位于原 点，/ •则是由原点到第二个质点（质量 m 2 ) 的向量(如果 
采用极坐标， r 就是第二个质点的动径）， G 是引力常数，则为了求第二个质点的运动方程，只要 
将 (16) 代入 （14) 式并求解这个二阶常微分方程就行了 .这个问题称为开普勒问题，或称二体问 
题.它是由瑞士数学家约翰•伯努利 (Johann Beronulli , 1667—1748) ①于1710年最早给出了完整 
的解答，这已是《原理》以后的23年了 .我们看见,现在已不需要再重复“略去高阶无穷小”这个思 
想，而只要应用在它的基础上建立起来的微积分的种种概念、方法和技巧就行了 .鉴于二体问题 
的解决很好地表明了牛顿的思想的力量，又是科学史上一件大事，我们用现在常见的微积分教材 
中的方法介绍一下它的解法. 

我们记 A = ，并将第二个质点的质量就写成于是 （16) 中的 F 成为 

r t 

而第二个质点（以下就简称为质点，因为第一个质点已规定静止于原点处，或者说我们以第一个 
质点为参考系）的运动方程现在成为 


r = Gc ，， 2 ) 是质点的坐标.为简单起见，我们令77? = 1上面的 ODE 组由二个2阶方程组成，相 
当于6个一阶 ode . 这是一个相当大的方程组.亘 
建.如 （17) 这样的方程，力 F 的大小只依赖于 r ， 方向又是 r , 这种力称为有心力.我们有 
定理1质点在有心力作用下运动时，角动量守恒. 

证一个质点的角动量就是其动量本书遵从牛顿的记号，对时间求导用上加一点来表 
示)对原点的矩 

M (?) = mr (?) X r ( t ). 

这里“ X ”表示向量积.不论是标量函数的积,还是标量与向量之积，还是向量之间的标量积、向量 

积、混合积,求导时都服从莱布尼茨定律.所以 

• • • • • 

M (?) = mr x r + mr X r =0. 

第一项等于 0 是因为 〖与 〖平行，而两个平行向量的向量积一定为0.第二项为0同样是因为^ 
因是有心力而与 r 平行.所以角动量 M 不随时间改变，定理证毕. 


①这里讲的是老约翰•伯努利，有时也称他是约翰•伯努利一■世 (Johann I ， Bernoulli ). 他的儿子也叫约翰，所以常称为约 
翰•伯努利二世 (Johann n ， Bernoulli - 171(} — 1790) ，也是一位数学家，我们在变分学一节中将介绍他.二世的哥哥丹尼尔•伯努 
利 (Darnell Bernoulli ， 1700— 1782) 也是一位大数学家.对流体力学与气体分子运动论、偏微分方程等有大的贡献.至于捷线问 
题，其实是一世和他的大哥雅各布一世 (Jacob I ， Bernoulli ， 1654— 1705) 开始研究的.雅各布还是概率论的创始人之一.伯努利 
一家的故事比杨家将真实多了又重要多了. 




M(t) =0 不仅表示 M ( D 大小不变而且方向也不变.这样 ， r 

恒在与 M 正交的平面上.这样一来 （17) 就变成了平面问题， 
即 r 是平面向量，而只有两个分量.不妨设它们就是 r ( t ) = 
( x ( r ) g (?)), 于是 （17) 成了两个二阶 ODE 的方程组，相当于4 
/ 个一阶 ODE . 这就是降阶. 

-- 我们还可以应用 M (?) 之大小也不变.既然开普勒问题已经 

13 -1-7 化为平面问题，我们就可以引入极坐标系.于是在每一点 （ r , p ) 处 

可以引入两个单位向量 e . ——径向向量与——横向向量，而且 


取为右手系（图 3-1-7), 而且 


r = re r + <pe . 


我们想在极坐标系下计算一下速度 r . 在第二章中讲三角函数时我们就讲过这个结果（但是使用 
的记号不同.现 在的&与& 那时记作 p 与 0), 由于其重要性，我们再从角动量守恒角度再来算 
一次. 

因为 A 是单位向量 ，心•心 =1.对 Z 求导有 

• • • 

e *e+ e*e= 2e„ * = 0. 




所以匕与 e , 正交 而与& 平行.问题是同向还是反向？但是^是绕单位圆旋转，所以 e r = < pe 9 


同理 


这样，由于 r =^， 我们立即有 


e r = < pe 9 , e t 


r = re r + re r = re r + rcpe^ . 

这就是说，速度向量有两个分量，一是径向的；•&，另一是横 

向的利用它来计算角动量（以下均设质点的质量 
1)，有 

M (t) = r X r = r (r X e r ) + r z cpie r X e 9 ) / 

I 

因为 ‘ 是 MG ) 方向的单位向量（这由向量积的定义可 nff ^ 

知），所以 MG ) 之“大小”是 r 2 ®. (| M ( t ) |>0 而 MG ) 之 - 

图3 1 

“大小”却因 p 可能为负而可能小于 0) ，它是守恒的. 

设动径 r G ) 扫过的扇形（以原点为顶点）的面积为 S G ) .则由图 3-1-8 易见 

AS = S(? + A?) -S(t)=^-r 2 ^At + o(l)At. 


r(t+Ai) 


所以“面积速度” 




§1 微分学的基本思想 


69 


dS _ 1 2 - 
d 7~ T r 

因为角动量不随时间变化,所以面积速度也不变.这就是开普勒第二定律. 

定理 2( 开普勒第二定律） 有心力场中运动的质点恒有不随时间变化的面积速度. 

这也就是前面讲的第一个例子. 

为了看开普勒另外两个定律，我们再来看能量守恒.首先注意，方程 （17) 中的力是有位能的. 
其位能是 


U ( r ) = -—. 

r 

这是因为牛顿的引力是 -grad L /( r ), 事实上 

— ~1~ — ^ grad U ( r ) =尨 grad (y 


但是我们要把 （17) 这个2维问题化为1维问题.为此我们记住角动量“大小”的守恒值为 M 

= r 2 &. 由 （20) 式对 f 再求导，有 

•• _• • • • • •• • • 

r — r e r + re r + r ( pe 9 + r(p e 9 + r ( pe 9 

• • • • • • • 

=(r — r < p z ) e r + (2 r ( p + rep ) e ^— — grad U ( r ). 

但是 


所以有 


grad U(r) = (if (r) —， U' (r)^) = U' (r ) 二 =U ， (r)e r ， 

4=5 \ 厂 厂 / 厂 f 


r — r<p 2 — — U’ (r)，" 2 r<p + r<p = 0 . 

以角动量之守恒值代入，得到 r 所适合的方程为 

••— 9U. M 2 — d ( JJ+ M 2 )_ av 

r ■ ' a7 + r 7^~ ~^r^ u 2?^ ~ ' 97 - 

这里 v ( r ) = t /( r)+g 称为有效位能. 

2 r 

(21) 的后一式没有给我们新信息，因为若用 r 乘此式两边，会得到 


2 rr ^ + r 2 (p — ( r 2 ( p ) — 0 

亦即角动量之“大小”不变. 

定理 3服从 （17) 的质点的总能量是 


- T ^- mr 2 + mU = ~ 2 - mr 2 + mV . 


证由 （20) 


r 2 = r* r = r 2 + r 2 ( p 2 = r 2 + ^2 

r 


所以 


^ 2+ U = ^r 2 + (U + 普 


2 厂 2 


+ V . 


( 21 ) 




能量守恒和角动量“大小”的守恒就可以用来进一步降阶并求出轨道.事实上，如果令单位质 

量上的总能量为 E (这是一个常数），则由上式有 

* 2 

或;'=彳2(£；— V ) . 

又由角动量的大小为 r 2 p = M ，有 


所以 


这样就立刻可以得出 


^ =<p! 


2(E~V) 


定理 4( 开普勒第一定律） 若有心力之位能是 L/(r)= -1 ， 则质点运动轨道必为一椭圆， 


而原点是其一个焦点. 
证由 （22) 


以 V 的表达式 V(r) 二 U(r) 


，立即有 


_ Mlr 2 *dr 

、 y2(E- v) ■ 

-+ K 代入±式并作积分(需要作一个变量变换 
r 2r 、 


<p = arccos 


M_k_ 
r M 

2E + k 2 lM 2 


或者 

r = /?/ (1 + ecos (p) . (23) 

这就是椭圆的极坐标方程，或称焦方程.其中 

p = M 2 lk，e = %/l + 2EM 2 /k 2 . 

P 称为椭圆的焦半径 d 称为其离心率.它们与长短半轴 a ，6之关系是 

e = — = V a 2 - b 2 1 a ， p = a (1- e 2 ). 
a 

在由不定积分求 P 时还有一个积分常数.我们取它为 0 其实就是假设 p 要由长轴起算 .p = o 时 
r 达到最小值/>/ (1 + J ,这就是近心点（近日点）.定理证毕. 

注 上面的积分给出的 (23) 式其实只是一般的圆锥曲线的焦方程.当 e < l 时它是椭圆. e 
>1时是双曲线，而£? = 1则是抛物线.但是 e 的大小由£；决定.£；<0时才可能£?<1，又因£；二 


4+ ，所以 72 CE - V )总是有意义的实数. 

此外还要注意，我们并没有完全解决开普勒问题，因为我们并没有得到 r ( r )， p ( r ) 的表达 
式，而只得到了 r 与 p 之间的关系式 (23) .也就是说，我们只得知行星轨道为椭圆，但行星在某 
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一时刻之具体位置并不知道.但是这并不重要，因为例如由 r 2 ^ = M , 再积分就可以求出 ? 为 t 
的函数，然后 r 作为 r 的函数也可以求出. 

余下的只有开普勒第三定律了.由 r 和 p 的表达式 (23) 即知当 p 运动过2；!以后， r 就会进 
入下一个周期，如果时间由 r 二0到 r 二: T 能使 p 增加 2 ir , 则： T 自然是周期.在一个周期内动径 

扫过椭圆一次，而面积速度^又是常数 M /2 ( M 是角动量的“大小”），所以 


dS 


dr 


MT = izab • 


J o d 广 2 

等式最右端是轨道椭圆的面积.现在我们就用上式来计算周期 


T = 2 nabIM • 


注意到 


a 


pi (1 — e 2 ) 



1—1 


2 EAT 

k 2 


= /2(~£)M 2 = k 
- 了 / F ~2\E\ • 

这里出现 | E | 是因为现在我们讨论的是椭圆轨道因此 E <0, 从而 -£；= |£|.此外，由离心率之 
定义 e = c I a = \! a 2 — b 2 /a ， 从而 b — a V 1 ~ e 2 = r * / ^ ^ 2 ^ — ^ - 所以 

2\E\ V k 2 /2\E\ 

T = 2nablM = Ink [2 | £； | ] — 3/2 = 2 皿 312 k- 弋 . (24) 

定理 5( 开普勒第三定律） 当上述质点之轨道为椭圆时，其周期与质点质量无关而只与其 
轨道长半轴之半立方 a 3/2 成正比. 

证 只需注意々（引力常数 ） x (第一质点质量）即得. 

以上我们由牛顿的万有引力定律导出了开普勒三定律.但是实际上牛顿是由开普勒定律得 
到万有引力定律的.牛顿实际上的思考过程当然很复杂，其中涉及许多具体力学问题的解决，例 
如对离心力的理解等等，这里有许多过程已不可考.而在《原理》一书中，牛顿则用逻辑方法证明 
了万有引力定律确是开普勒三定律的必然结论.由于牛顿是用几何方法做这个工作，其中省略了 
“应该略去”的高阶无穷小量，就是说，他还是用的不成熟的微积分学,所以现在读起来相当困难. 
在微积分已经成熟了的今天，所需要做的大体上也就是把以上的推理“颠倒过来”，这就容易多 
了.以下记号均与上面相同. 

首先，既然承认质点的轨道是椭圆.所以这就是平面问题.不妨设质点（质量为，但下 
面记作 m ) 的运动 发生在 （ xg ) 平面上，其轨道为 （: r ( r )， 3 ；( r )). 若使用极坐标，则该质点之轨道 
为 （r (f ) ， p ( Z )). 另一'质点则在原点处，其质量是77? i . 

先还是看角动量，由第二定律应有 

0 =A( r ( t )xr(t))=r(t)Xr(t)+—r(t) Xf(t) 
d? m J 


m 


it ) X/ ⑴. 


所以 fit ) II r (?).而 /=/ Cr ， 3 ；) A 是未知的外力.下面我们来求 /( x ，3^)， 并简记为 /. 




由 r X r 之大小也不变， IP 有 


之大小不变.所以 


• • • 

r (?) X [r it ) e r + rcpe ~\ = r 1 (p ie r ~X e 


r 2 ( p ~ Mt ^ O . 


(若 M = 0, 则而质点不可能绕椭圆运动）.由此可知 ^7^0. 
为了求 f (工， y ) ，我们需要考虑质点的动能 


K =^ r -r = ^(r 2 + r 2 cp 2 ) 


( r 2 cp ) 1 

2 

r 


双方对 t 求导，有 


m f* 2 , M 

2 L r 


mr r = mr r 


(这里 r 与厂不同 .） 


• * * _ * 

以？? ? r = / e r ， r = re r + rcpe > 代入即有 


我们在下面将证明 r 可以约去，于是有 


mr r 


m [ r 


为了计算 r ， 我们要利用椭圆轨道的焦方程 

r (1 + ecos (p ) = r + ex = p . 

双方对 f 求导二次.于是有 


* * * * * * Q •• ^ 

r + 以 = 厂 + ‘ （/ 之工 分量） = 厂 + -f^,y)co , 9 


r 二一 ( x ， jy ) cos <p . 

代入 (26) ，并且注意到捕圆的焦方程 r (1 + ecos 二/>，即有 


而外力 


P r 


mM 2 1 
P .7^" 


这就是说该质点受到的引力是有心的，而且与 r 2 成反比.为什么上面提到可以约去 r ? 事实上, 
把椭圆方程对 r 求导，将有 

• • 

r (1 + ecos cp ) — ersin cp * cp = 0 . 
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但上面已说了 一 =鸟尹0,即 p = 0,7 i 以外恒有 r ^ O . 因此除了在 p = 0,7 i ( 即近心点与远心点）外 

r 

(27) 恒成立.求极限即知 (27) 在整个轨道上都成立. 

现在要问，怎样求引力常数.这就需要开普勒第三定律，令质点的周期为 T , 和前面的证明 

一样 


MT 


(*2k 


(pdt 


2 

r dcp = 2nab . 


所以 (27) 中的常数 M 2 lp 是 

M 2 _ 4k 2 a 2 b 1 .a — Aiza 3 

~T~ ^ T 2 ^ 

这里我们利用了 p = a ( l - e 2 )=^. 由开普勒第三定律，上式右方是一个适用于一切质点的常 

a 


数.我们再恢复最早的记号，即位于原点的质点质量为，而运动质点的质量为(即 m = 
m 2 ) ，把常数 M 2 1 p 写成 Gm } ， G 之大，\、与 mi ， m 2 无关，称为引力常数，而 (27) 成为 


Gm l m 2 

f= - 2^ A . 

r 

这就是牛顿的万有引力定律. 


(28) 
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1. 线性化 现在进一步分析上一节的两个例子. 

在光的折射问题中，我们发现光走过折线 APB (图 3-1-3) 所需的时间 fix ) (上节 （1) 式） 
适合以下关系式 

/ (x + dx ) - / ( x ) 二 c(〕s 0 _ cos <p dx + 肩阶无穷小量 • 

对于行星绕日问题，若记动径扫过的扇形面积为 S ( r ) (假设 r = 0时动径位置在 Q 4, 参看图3- 
1- 1) ,则在有引力存在情况下，在 h 时间内，扫过的面积应是 S(t + dt ) - SG ), 而且除了一个 
高阶无穷小以外，这个差应为扇形 QBD (5^ 为动径在时刻 r 的位置），其顶角为 = 半 

径为 r ，因此面积为 + dp = pdf ，于是我们又有 

S (/ + d ?) — S (?) = r 2 <pdt + 阶无穷小量. 

在这两个例子中，我们都是把注意力放在右方第一项上，在折射问题中，由费马原理得出 

COS 6 COS (p _ n 
-—-—— U t 

幻1 幻2 

由此即得关于折射的斯涅尔定律，在行星运动问题中，我们得到了瞬时的面积速度二 

d / 

-^- r 2 (p = 常数. 




74 


第三章微分学 


概括这两个例子所用的数学方法，则都是对可求导的函数 /( x ) 使用了以下的公式 

f(x + h ) ~ f ( x ) = f ( x ) h + o ( h ) . (1) 

在所有关于微积分的教本中都称右方第一项为 / Gc ) 在: c 点的微分： 

df ( x ) = f ix)h — f ix ) dx . (2) 

然后就是一连串无休止的 争论: d / 是不是无穷小量， di 是不是无穷小量？无论如何，把 A 写成 
dx 总似乎有某种暗 示:对 于相信 A 是无穷小的人，把它写成 dr 似乎是暗示了它确实是无穷小 
量，否则从哪里谈得起“高阶无穷小”？对于为 dx 是无穷小所带来的神秘气氛而迷惑的人来说， 
把 dx 写成 A 又似乎是在暗示 dr 其实也就是普通的量，而可以如处理通常的数一样去对待它. 
特别是要注意(否则例如在行星问题中，动径被永远地冻结在时刻 r 的位置不动了，因此也 
就无所谓“扫过一个扇形”了），所以可以用 A 作分母去作除法了 .而真正给出“致命一击”的仍然 
是伯克莱大 主教: 你们不是一再以数学的严格性而自傲吗？牛顿自己就说“在数学中最微小的误 
差也不可以忽略”，那么为什么又把高阶无穷小量丢掉了呢？费马先是把 A 写成£；，还说明了 £； 
乒0,可是£ 2 却被他丢掉了 .这些问题困惑着三百年前的牛顿直到今天的大学生. 

然而由牛顿的时代到19世纪晚期数学的进步都表明了，上面说的问题读者 
可能以为这是言过其实，我们不妨读一下魏尔斯特拉斯1861年在德国柏林皇讲课的 
笔记.下面是他的学生，著名数学家施瓦茨 （ H . A . Schwarz , 我们常用的施瓦茨不等式就出自他 
手）的记录.引文录自李文林编〈傲学珍宝》，科学出版社，1998年，684 〜 685页，凡下加波线的都 
是魏尔斯特拉斯的原话，其余是本书作者的说 明）： 

“当 x 变至 x + A 时函数 /(x) 所产生的全改变量 /Cr + /0 -/(X) —般（当 / 可求导时就 
行——本书作者注）可分解为两个部分，第一部分正比于自变量的改变量 A ，因此它由 A 和不 
依赖于 A 的一个因子（即关于 A 为常量） （按： 这里指 （1) 中的 /(X) ——本书作者注）组成，从 
而它当 A 变为无穷小时也变为无穷小（魏尔斯特拉斯这里并没有把无穷小当成一个“怪物”， 
更不讨论它是否“不可分量”等等.在这个笔记前一点，他就对下了 定义： 

个量的绝对值能变得小于任意选定的无论怎样小的量，则我们为无穷小” ，例^ T [ 
< e . e _8 的记号就是他的创造.关于 e —3第一次清楚的表述也见于这份讲课的记录.见同 
书683页——本书作者注），或随 A 同时变为无穷小.然而，另一部分当 A 变为无穷小时不仅 
自身变为无穷小（即当除以 h 后仍变为无穷小——本书作者注）. 


函数全改变量的正比于自变量的改变量的第一部分，称为微分改变量或微分，并以刻画其 
特征的 d 置于函数前表示，而前缀 A 则表示全改变量(这说明 d / 与 △/ 只是两个符号，使用了 
这个记号后， （1) 将表示为 

A /= d /+ 0 ( h ). (3) 

这里没有任何一点神秘色彩，也没有丢掉任何一个不为 o 的量——本书作者注 ） a 
似地写为 dx ， 因为 : c 的最简单的函数是 x 自身，而 dx 是完全不依赖于 x 的能变为无穷小的量. 
(/就是说，若令 /(X )=2 ，这是 x 的最简单的函数.对于这个函数 O (/ l ) E 0. 其实，要想 
0 ( A )^0, 必要充分条件是 fix)=Ax + C ， A 和 C 是任意常数.对于这个函数 Af = f(x + h ) 
—/ Cr )= A(：c + / i ) — Ax = AA . 另一'方面，因 o (/ i ) e (), 故由 （3) 又有 Ax = dx .总之，对于自 
变量 x 而言, Axidxi / i , 这样就有了 （2) 式.而且，不存在 dx 是不是无穷小量的问题，它只 
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是能变为无穷小的量，即可以趋于零的量.十分重要的是, d _ r 完全不依赖于 x ， 这一点我们在 
正文中要详细地讲解——本书作者注） . dx 或 A 取得越小，微分改变量与全改变量的差异越 
少，通过减小 dr 能使此差别小于每个无论怎样小的量，因此人们定义微分为函数当其自变量 
改变一无穷小量时所产生的次变量 .” 

这一段话把古典的，即通常微积分教材中所讲的微分究竟是什么说得再清楚不过了.概括起 
来 就是： 

1. △/ 可分为两部分，一部分与 dr = A 成线性关系的称微分，记作 d / ; 另一部分对 / i 是高 
阶无穷小量，这里什么都没有舍去.所以 d / 是 △/ 的线性部分.许多书上都爱说“主要部分”，这 
至少是不准确的.因为例如表达式 3 /i + A 2 比之 / i , 自然 3 A 是主要部分，因为 3 hl (3 h + h 2 ) — 

1 (/i—0) ，而另一 ■部分 A 2 则有 / i 2 / (3A +办 2 )—0 (办一0) . 但是它也可写为 (3/i + + ^，仍有 



C3/i + h 2 ') — l，^~ 


(3 h + / i 2 )—0. 那么为什么不说 3 /i + 


#是主要部分呢？再说，若 


/' 在: c 点为0,则由 （1) 式在此点 f (x + h) — f (x) = o (h^ * 而我们不能说 0 是 A /" 的王要部分. 
线性部分这种说法是大有深意的. 

2. A /, df, dx 无非是记号，它们都是普通的量.使用这些为了刻画它们是怎样来的，这里面 
没有任何神秘的东西. 

3. 有些时候我们要令/^很小,这时可以看到 d / 也很小，误差项0 ( A ) 对某个 b 哪怕是很小的 
A , 都不一定在数值上更小，但一般说来会是更小的.在有必要比较 / Or + /0 -/^)与/(工)/1时, 
确实需要让 A 取很小的值，再说 / Cx ) 可能只定义在某个区间 [ a , 6] 上，若 A 不是很小 ,: r + Zi 就会 
越出这个区间.特别是，若 : c = 6, 必需令 A <0, 否则 /Cr + A ) =/(6 + /0根本没有定义.此外，在需 
要比较 /Cr + A ) - fix ) 与 f ix ) h 作为无穷小量的阶时才有需要使 /i = dr 为无穷小量.正因为在 
实际使用起微分概念时，时常要让/^很小或甚至 A —0, 这样一种习惯的力量使得“人们定义微分为 
函数当其自变量改变一无穷小量时所产生的改变量”.而作为一个数学概念 d / 就是 △/ 的线性部 
分,即“正比于自变量的改变量 A ” 的那一 部分: / CxU . 这里对 A 之大小没有任何限制. 

然而一切数学概念凡十分重要的，如微分等等，都一定是随历史发展的.微分的现代的定义 
与上述古典定义之差别在于，现在把微分看作一个映射.于是若有一个定义在区间 （ a , 6) 上的函 
数 / Cx ), 或者说有一个映射 /: R , 如果 / Cx ) 在 （ a , 6) 上可求导，我们就给出 

定义 1 对上述 /( x ) 以及 xG ( a , 6) 若有一线性映射 A:R—R,A^ AA , 使得 


f(x + h) - f (x) = Ah + o (/ i ) ， （4) 

则映射 A 称为 / 在 x 点的微分. 

由函数导数之定义即知，若令 A = /( x )， 则这个 A 就是微分.这里注意 几点： 

1. 现在微分定义为一个算子、一个运算或称为一个映射.现在， / Cr ) 并不表示一个数，而 
是表示乘以/ (: c ) 这个数，因此是一个映射.这个映射称为原映射/的切映射.古典定义把切映 
射作用于 / iGR 之结果称为微分，现在则把切映射本身称为微分.因此古典的微分 df = Ah = 
f CxU , 现在的微分则是 df =/ ( x ). (我们时常还是保留 d / 这个记号，这又会造成相当多的麻 
烦） .二 者的区别有如函数值与函数关系. 

2. 把/也看成映射，于是 (4) 就表示，用切映射 / Gr ) 去代替原来的映射 /. 这个过程就称 




为 . 这是数学物理一个根本的处理问题的方法. 

3. 在以上的讨论中我们必须把 x 与 h 分开.魏尔斯特拉斯的那一段话中就提到 dz = / i 是 
完全不依赖于工的.现在从几何上来看这个问题 .J = /( x ) 是一条曲线，它定义在 R 1 —— x 
轴——上的开区间 （ a , 6) 上，但是它在 P 点（自变量为 x 处)有一切线.这切线可以无限延伸.其 
定义域 是-⑺ < A < + c «， 即图 3-2-1 上的斜线，不过我们把它的原点 / i =0 移到了： r 处.曲线 
与切线都是映射.前者是定义在 （ a, 6) 上的非线性映射.后者是定义在 - co < A < + co 上的线性 
映射.我们在图上画出了它们的图像 ( graph ). 这两个映射之差当 h ^ O 时是 A 的高阶无穷小.曲 
线的定义域 6) 是 R 1 ——: r 轴——的一个开集，切线的定义域则是整个 R 1 空间_ co < A < 


+ %,我们称此空间为曲线在尸点的;记作 T P . 我们对上面用的图像二字还要作一些解 



释，若有一个将£的子集 A (称为定义域）映入 F 内的映射 
中: — F ， 所谓图像就是乘积集合 EX F 的子集 graph 
(0) = {( x . y ); x ^ A . y = 中 （ x )) .所以上图中有两个映射， 
一'是/: ( a ， 6) — 轴），其自变量用 x 表不;一'是切线 SPT : 
{- co </ i < + oo }— (3；轴}，其自变量用 / i 表示.它的图像一 
是曲线只 Q , —是直线 PT . 我们还说现在有两个空间，一是曲 

线(或者说它的定义域 （ a , 6)), 称为底空间，二是直线 
*SPT (或 A 轴 R 1 ) 称为切空间.有两个映射/: R 1 和 

df ： 沁― R 1 ， 后者称为前者在: c 点的切映射.魏尔斯特拉斯说 


的完全不依赖于: r ” 就是说我们研究切映射 d / Cr ) 时，要 


以 h 为自变量，而 x 则视为固定的，最多也是看作一个参数.我们常把 x 与/^的变化混在一起分 


不清是因为现在我们讨论的仅是最简单的情况.要研究相应于 / i 的函数的全改变量 /(x + A ) - 
fix ) 与 h 之关系，这样就必须而且也能够把这两个不同的变量加起来，甚至给人一个印象即切 
空间是一个仿射空间 ：其原 点可以任意放到一个位置上（现在是放到底空间的： C 点），而在研究 


一般的映射与切映射之间的关系时，就不一定（也不需要）能把两个不同的变量加起来，我们研究 


的也不是 /Gr + / i ) -/ Cx ) 这样的问题. 

以上我们是固定了 ： r 来看切映射 d / Cx ) 的.如果变动 
了又如何？例如令 x 变到另一点点变成了^^，则切空间 
(图 3-2-2 上的虚线）也要变，其原点对着 /处 ，我们把它看 
成与 P 点的切空间不同的一维空间.这样一来，联系着一小段 
曲线只 PQ ,就有许许多多的切空间，各视为互不相干的，这一 

族切空间称为^的;^.不过我们要注意，一个线性空间画 
在什么地方是无所谓 STa ： 们也可以把上图中的虚线竖着画 
(图3 - 2 - 2右），使其原点恰好在 P 处,用这个方法来标志它 
是 _ P 点的切空间 7 V . 这样切丛就有了 一个形象的表示法.即 

令是左图，如果曲线^不是平面曲线，则这些“切空间”（即 
切线）也不会在同一个平面上，因此也不会相交. 
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切空间、切映射和切丛在现代数学中都有特别重要的地位，我们将在第七章详细讨论. 

上面我们提出了一个问题，即/ ( x ) 中包含了有关 /( x ) 的信息.现在要问，能否从/ ( x ) 的 
信息来恢复 /( x )? 其实这是很常见的问题 ：如果 已知某一区间（^6)上的/ Cr ), 则只要再知 

道 /( X )在 （ a ， 6) 之某一'点 ： G ( a ， 6) 处之值 / ( x D ) ，则应有 / ( x ) 二 / ( x 。） + f ( r ) dr » x G 

( a , 6), 这在物理上是非常自 然的： 知道了一个质点在某一时刻的位置，又知道它的速度，则此质 
点的任一时刻的位置自然就完全确定了.然而，我们会在第四章中看见，微分运算的逆运算究竟 
在什么意义下是积分运算，这决非简单问题.但是现在我们想要问的 却是： 如果固定了： r 点，则 
/( x ) 能在多大程度上给出/在此点 x 处的信息？当然，它给出了切线的斜率.但是有不少人常 
说，若/ (: r )>0, 则/在: r 点单调上升.这句话是很不准确的.因为所谓“上升”、“下降”都是讲的 
f 在某一 ■区间 （ a ，6) 中的动态:若 x 2 ^ ( a ， 6)，且由 x x ^> x 2 可得/(:^)〉/ ( x 2 ) ，则称/在 
( a , 6) 中上升.说/在一点: r 处上升这句话是没有意义的.我们确实可以找到这样的例子，即 
/(0)>0,但在包含0的任意小区间中，/并不上升，/且有时正，有时负，从而/的切线时而指 
向上方时而指向下方.与此相类的还有凸性的概念.例如说 /( x ) >0,则/在 x 点凸向下是不对 
的.所谓凸（这里指凸向下）也是关于/在某一区间 （ a , 6) 中的 动态： 在此区间中任取两点& , 
仏，如果连接 （ a ,/(&)), (&,/(&)) 的弦恒位于连接这两点的弧的上方，则称/在 （ a , 6) 中凸 
向下.我们这里提醒读者 的是： 必须注意一个函数在一点处的状态与此函数在一点的某一邻域 
(不论该邻域如何小）中的状态时常是两回事.读到下面的许多定理时都需要注意于此. 

2. — 般情况下微分的定义和性质 现在考虑 IT 中的开集 L / CIT 中的映射/: L /— R ' 我 
们限于考虑 L 7 为开集是为了绕过边界点产生的困难.在1维情况下，开集由最多可数多个开区 
间 （ a , 6) 构成.对于一个区间而言，哪怕是闭区间 [ a , 6], 其边界的构造也很简单，无非是两个 
点.例如对于右端6点，我们总可以从它的左方由内接近于它，而可以考察其左导数.上面 
我们讲 / Cx ) 的微分时就遇到过这个问题:若 x = 6，则必须限于 A <0, 使 x + = 6 + 仍在 [ a ，6 ] 
内，但对高维集合 U ， 其边界构造就十分复杂了，甚至无法从 U 的内部去逼近它.所以我们干脆 
规定/只定义在开集 L 7 上，这时，没有边界点在 L 7 内，自然就不再有上述困难了. 

现在在中与 R n 中各取坐标系 ，…， y = (3 V …，则上述映射可以表示为 

义 = f t ^，…，， i = l ，2 ，."， I (5) 

特别是 n = l 时， （5) 就成了一个 m 元函数 

( 6 ) 

而我们将要讨论的内容就是多元函数的微分学. （5) 式中的 ( M ，…， 1) 是一个 w 维向量，所 
以 （5) 就成了一个向量值函数，而时常仍用 （6) 式表示. 

现在与定义1平行，我们给出 

定义 2设有两个有限维线性空间和 R " 以及 IT 之开子集 UCR m ，令 f : R n 是一 

个(一般为非线性的）映射，若对 j ; G U "， 可以找到一个线性映射 A Cr ) : R n ，使得 

f (x + h ) — fix ) = A ( x ) h + o ( h ) ^ (7) 

则称 / 在: r 点可微.线性映射 ACr ) 称为 / 在 x 点的微分，记作 d /( x ): 

A Cx ) = d / ( x ). 


(8) 
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若 / 对 U 之每一点均可微，则说/在 U 上可 微:若 A ( x ) 对 x 连续,就说/ ( x ) 连续可微. 

现在举两个容易引起误会的例子.其一 ■是 /( x ) 就是线性映射: /( x )= Ax . 这时 

f (x + h ) — f (x ) = A (x + h ) — Ax = Ah . 

而 0 ( A ) —项变为 0 .于是 d/=d ( Ax ) = A .我们时常就说线性变换（限于常系数）的微分即其自 
身，但有些文献上线性变换就用 A 表示, Ax 则表示此变换作用于 X 所得之值.这样一来,就可能 
把这句话误为 dA = A ， 而这个式子是很难解释的.这就涉及第二个例子，设 / Cr )= A .这是一个 
常值映射 :它把 x 之一切值都映为同一个 A . 这时 /(x + A ) =/ Cx ) = A , 于是 /(x + A ) - fix ) 
二0而有 d /= dA = 0,这就把上面的 dA = A 弄得更糊涂了 .其实，上面一个式子即古典的微积 
分中的 d ( cx ) = C dx ; 下面一个式子则相应于 dc =0 .这些问题都属于记号问题，或者是把映射 
和映射施于某个 x 后所得之值混起来了.下面的定理2后面还有一个类似的说明，希读者注意. 
还要指出，如果/在: r 可微,则其微分必是唯一的.因为若有 A ^ A 2 均适合 (7) 式，必有 

(A 丄 - A 2 ) A — 0 ( A ). 

但是一个由 IT 到 R ra 的线性映射除非是0映射，是不可能把任一个777维向量 A 都映为高阶无 
穷小量的（为什么？)所以 Ai = A 2 而知/之微分若存在必为唯一的. 

定义2中说到了 A Gc ) 对于 x 连续.这句话的意思如下 :既然 A Gr ) : IT — R % 则它必可表为一 
个 / z 彳丁 m 列矩阵 A = ( a y Cr )) ，纟=1 ，…，， j = 1 ，…， m . 所谓 A Cr ) 对: c 连续，现在就是指每一'个 
% (X) 均为: r 在 L 7 内的连续函数.当然，在更一般的理论框架下，还有进一步的说明.我们知道有 
限维空间一定可以赋予欧氏空间结构，即对例如 R m 中一点 x = c 2 ，…,可以规定其范数 

II 工 II = [2 ]" 2 . ⑼ 

这样任意两点就有了距离，例如上述 x 点和 xl ) 点的距离就规定为 



但是 , R m 中一点的范数可以用多种方式来定义.例如可以定义为 

II x || = sup | x, | . (10) 

线性代数理论告诉我们，对于有限维空间，任意两种范数都是等价的.即是说，如果在 IT 中有两 
个范数 II • IU ，与 II • || 2 ，则必存在两个常数 c ， C >0 使对任意一点1均有 

C II X II 2 < II 工 II 1<C II X II 2 . 

c ， C 与: r 无关.在下面，凡用到 II • II 时，一律是指 （9) 式所定义的欧几里得范数.这样， （7) 式中 
的高阶无穷小0 00就理解为 

II 0 (h) || / || /i || —0 ( II A || —0). 

下面考虑坐标变换下⑺式如何变化.我们先从线性空间的线性变换开始 . IT 和 IT 中有无限多 
种不同的线性坐标系，如果另取 

工'= ( x ;， …，: 4) 和 y ' = (:/ i ，…，乂） 

则必存在两个非奇异的线性变换 

hi …I 1 

S = 和只= 

V. S m \ ^rnrn ^ 
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使得向量 x = ，…，:^)与 V 以及 j = (: yi ，…， 1) 和：/之间有 

= S^x/y =R^y. 

向量记号左上方的指标 f 表示转置，因此例如等都是竖向量.这时我们有 

l y =R l y = R l fix) ^RjiS^x) = Qx ). 

这里我们写 y 当然是表示把 /( 共有 n 个分量）写成竖向量，其自变量最后写成 k 也是这样.这 
里没有什么问题.若记 


则 (7) 成为 


’/’ = _R7S _1 


f ' Qr ’ + h ") - f ’（ x "') = H + o Qt ") • 

这里 = 是一个 m 维向量，而且与 II // || 与 II /i II 是同阶无穷小，因此0 QD 与0 (//) 是 

一样的 . A / iRAS - 1 ， 所以 A /与八 是同一个对象在不同坐标系下的表现.通常的微积分教本都 
只讲到一个多元函数的微分学，或者说值向量 y 只是一维向量.这时 w = 1，从而只是一维矩阵， 
即一个常数，而只为非奇异的就意味着此常数不为 0. 不失一般性，不妨设此常数为1.于是 （6) 
此时成为 

y — y — f ( S " 1 xO = C / S " 1 ) ( x { ，…， x :). 

这就是一个 m 元函数 /( x ) 在坐标变换/ = &下的结果.既然同一个映射在不同坐标系下有 
不同的表不，我们应考虑的是它的与坐标无关的，或称内蕴的 （coordinate - free ， intrinsic ) 性质.在 
数学中，寻求一些数学概念或数学量的与坐标无关的性质是一件重要的工作.例如，引进坐标是 
数学的一大进步，它使得许多数学概念和数学量有了具体的可以操作的形式，甚至可以计算.只 
要比较一下解析几何与中学里学的初等几何学就可以体会到这一点了.但是，引入坐标系也带来 
新问题，即把数学量本身的性质与一个特定坐标系的性质混为一谈了.例如看平面上的拉普拉斯 

算子 A = . 如果引入极坐标 j : = rcos 6^ y = rsin 6^ 经过适当的计算就会得到 

o x o y 

d 2 1 d 1 d 2 

似乎 r = 0 是这个算子的奇点.但是 r = o 相当于直角坐标系中的原点（0,0)，它并不是 △ = & 

OX 


+ A 的奇点.产生这个现象的原因是 ：原点 本身就是极坐标的奇 点：它 的极坐标并非唯一的，而 
是任意的(0, 60 : 0可以取任意值. 


关于映射的微分的坐标无关的讨论见下一段.现在我们先固定 IT 和 IT 的坐标系: c 与 
并对这个坐标系讨论映射/可微的必要充分条件，并求出 A Cx ) 的表达式. 

定理1 定义2中的映射/在某坐标系下在开集 D 中连续可微的必要充分条件是/的各个 
分量％对任意&均为连续可微函数.这时 


A ( x ) 


_ a (3 V …，允） _ 

3 ，…， x m ) 


" d y\ 

... d y^) 

dx \ 

d ^rn 

d y n 

... d yn 


d X 

m 夕 


( 11 ) 
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第三章微分学 


(11) 右方矩阵称为雅可比矩阵 (Jacobian matrix ). 

证 先证充分性.我们不妨只看 n = 1 ， m =2 的特例.这时 /i = ( h ， / i 2 ) 而且映射/就是/ = 
f x ， 于是设它是一个连续可微 函数： 

f (x + h ) — f ( x ) = f ixi + hy y x 2 ^ h 2 ) ~ f G ： i ， A ) 

=Lf ^ x x + A 丄，: c 2 + A 2 ) — f ix x ，: + 办 2 ) ] + 

[/ ， > r 2 +/ i 2 ) - / ， x 2 ) ]. (12) 

当 / 对 r 2 ) 在开集 D 中均为连续可微时，对右方两项分别应用拉格朗日公式有 

f Qx + h ') — f ( x ) = ■ 【 (xi + 6 x h 11 x 2 h 2 ) h i + : 【 ixi ，工 2 + d 2 h2 ) h 2 • 

再利用在,1 2 )处的连续性即得 
o SC ^ 3 2 

f(x + h ) - f Gc ) = ^ oc ) h x + ( x ) h 2 ) + o ( h ) 

=A ( x ) h + o ( h ). 

而这里 A ( x ) 是 1 X 2 矩阵由假设，它是连续的，于是映射 / 在此开集中连续可微, 

' d 工 1 d 工 2 ’ 

而且其微分就是雅可比矩阵.充分性得证. 

必要性很简单.设/在此开集中连续可微，任取此开集中一点： T ， 对/之任一分量（不妨即 
设为 = ； yi ) ，对 △ = ( h ，0)有 

f + /ij » x 2 ) ~ f » x 2 ) — A ( x ) + o ( h ). 

双方除以 h 再令 0, 即知#连续.同理 / 之各分量对各个4之偏导数&均在此开集中连 
续而必要性得证. 

注1在 L 7 中连续可微的映射/之集合构成一个空间.我们通常记作 C 1 ( L 7). 上面说到了 
这时 d /= A (: c ) 是雅可比矩阵，而且其元素都是古典意义下的连续可微函数.这类函数之集合也 
记作 C 1 ( L 7). 这样看来， C 1 ( L 7) 的两种说法是一致的，我们不必加以区别.不过，后一种意义下 
说 A (_ r ) 之兀是 C 1 函数是在选定了 一 ■个 坐标系以后说的.如果变一 ■个 坐标系，它是否仍在 
CVU ) 中？答案是肯定的，下面会详细解释. 

注 2 定义2中讲到了 /在一点: r 可微.因此有一个错觉，以为其必要充分条件应 是&在 X 

点存在.实际上不是这样，而只当 m = l 时它是对的，因为 m =1 时，1维向量 / i 就是一个数 / i ， 向 
量 h 7^0 就是数/1#0.于是对在定义1的 (4) 式(那里 / Z 也是1，实际上 n >1也对)双方可以用 A 

去除，而当 / i — 0时立即有 A = ( x ) . /?? > 1时我们就不能用 m 维向量 A 去除⑺式两 

侧，而要利用 （12) 式过渡到一个自变量的情况，并且应用拉格朗日公式.这就要用到: r 点以外其 
它点处偏导数的存在.然后还要利用其在 x 点的连续性，把这些偏导数化为在 x 点的值再加上 
一个无穷小量.这就看到， m > l 时可微性与可求导数是不相同的，二者有本质区别.但是我们无 
法把可微性准确地刻画为可求导，再加上导数应适合什么条件，所以，我们干脆讨论某一开集中 
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的连续可微性，而把我们需要的结果以定理1的形式陈述出来.这样做不但是够用了，而且还想 
借此再次提醒读 者：一 个函数（即一个映射)在一点的情况与在一点的某个邻域中的情况是不一 
样的.当我们讨论一个函数的可微性时，真正重要的是此函数在一点邻域中的情况.再从另一方 
面说，若我们确定了一个坐标系，…， A ), 则点： C 的变化可以是沿某个坐标轴，例如 A 轴. 
所以 / i = (/^，0,…， 0) ，而我们可以写出 

* + /i ! * * ■** » x rn ) — f ( x ) = ( x ) h r + o (/ i !)， （13) 

这样的 Cx ) 相应于偏导数，或称为偏微分.为了 /有偏微分，由极限式 


lim A '了 = Ai Cx ) ， Ax \ = h x 

〜一 r> Axj 

可知只要 / 为可求导即可.与偏微分相对立 ，（7) 中的 A (: c ) 称为全微分.偏微分亦称加托 
( Gateaux ) 微分，全微分则称弗雷歇 ( Frechet ) 微分.二者的关系我们就不讲了 .但由此容易理解为 
什么 m = l 与 m >1时可微性的情况不一样. 

注 3 现在，微分是一个矩阵.线性代数告诉我们一个 nXm 矩阵 A , 就是一个 IT 到 IT 的 


线性映射.我们把映射 / : L Q — R n 的 d / 微分也定义为一个映射.当 m = n = l 时，我们会有一个 
一阶矩阵,但是一阶矩阵也就是一个数.所以这时 A ( x )= ( d /) ( x ) 按古典的微分的观点看来是 
一个数，即导数/ Cr ). 但是按我们现在的观点看来则是一个映射 dfR 1 — R 1 . 按古典的观点 d / 
二 f (x) dx 二 /7i ，按现在的观点则 df — f (x ) »所以在一 ■些 文献中 d/ 就表不 (:c) . 这种记号 
上的混淆只有请读者自己注意.倒是值得注意的是, d / 在固定的坐标系下要用雅可比矩阵 




d y\ 

•••〜] 



d X x 


d X 

丄 ? 77 


n 3( 3V". ， 3^)— 
X 3 Cx ! ， … ， x rn ) 

d yi 

a Xl 

d yi 

3x 2 

... 

d ^rn 

(14) 


d y n 

d y n 

... 



工 i 

3工 2 

d ^m J 



表示，于是也就可以说雅可比矩阵是/ Gr ) 的合适的推广. 

还有一点要提醒，在古典的微积分教本中是在 m = n 时讲雅可比行列式，并且采用下面的 

记号 


j ( 工 ) 


3 匕1，"_’又) 
d ， … ， X n ) 


d y \ 

d ^\ 


d y n 

d ^i 


d y 

d X 


1 


n 


d y n 

d X 

山 n 


(15) 


但 m 芋 n 时就谈不到雅可比行列式，所以我们只讲雅可比矩阵， JG :) 与 t 1 ’ 二 则按 （14) 


理解，而把雅可比行列式写作 det J Cr ) 或 det .这些也要读者多加小心 

关于为什么雅可比矩阵是/ (X) 的合适的推广，下面还要详细讲. 
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注 4上面我们讲到在 m > l 时，必须利用 （12) 式过渡到一个自变量的情况，然后再用拉格 
朗日公式.于是要问，在 n > l 时是否也有与拉格朗日公式相应的公式？很遗憾，没有.而且有反 
例说明不可能有.但是注意到即使在一元函数情况下，公式/(6) - f ( a ) = f (^)仏-^中的芒 
之确切位置也并不清楚，而在使用上式时，我们时常只能满足于一个不等式，即由 I 
<从可以得出 

m \ b — a \^： \ f ib ) — f ( a ) \ \ b ~ a \ . 

在 n > l 时我们也可以得到这样一个不等式.而且我们就把相应的不等式称为 《>1 时的中值定 

理： 


定理 2( 中值定理） 设在一维空间 R 中有闭区间 [ a ^]./： I ^ K n 0^>1)在1^,6]上连 
续而在开区间 W 上可微，则若 

|| A (x) ||<M ， j: G (a» 6)» (16) 

必有 


||/(6)—/( a ) || (b ~ a ) . (17) 

证 先解释一下记号.现在我们处理的情况是因此 , A ( x ) 是一个 n XI 矩阵 
即一个竖向量 ./ Cx ) 也是一样.竖向量的范数和横向量的范数一样，我们可以取为欧几里得范 
数.但是我们想借此机会讲一下一般的线性算子 A Cx ')： R m ^ R n 的范数如何定义 .A Cr ) 作用于 
A GR ' 我们定义算子 A ( x ) 之范数为 


A (x) 


I A ( x ) h 

= sup - 

h 


(18) 


这个定义对于更一般的空间（包括无穷维空间）上的线性算子也是适用的.但现在 A Cr ) 是一个 


矩阵,我们自然要问 || A (x) || 怎样用 A (x) 的元素来表示呢？这就要看如何定义 || A || 
(虽然 || A || 之不同定义是等价的，但却会影响 || A (x) || 之定义）.这个问题我们在此不讲了 .现 
在只提到 || A Cx) || 以: r 为参数.若当： r 在一个有界闭集（以后将说明这种集合应称为紧集，详 
见第六章）中变化时 A Cx) 之元素是连续的，则 || A (x) ||有界: sup || A (x) || < + oo, 所以 ，（17) 

中的 M 就是 sup || A Cr) || . 

这个定理 i ■起来很简单，其实并不容易证.我们并未假设 /( x ) 在区间端点6可微.那么， 
拉格朗日公式中也未假设/匕）在 x = a ，6 时有导数，为什么又很容易证呢？这是因为77 = 1时 
有罗尔定理可用，而 n > l 时就没有了.罗尔定理是一个不起眼的定理.罗尔其人也是一个不起 


眼的人.其实，此人在微分学发展中有过重要贡献，他的定理也应该注意 


定理证明如下，先证对任意小的正数7；>0均有 

II fib ) —/(a) || <(M+ 7) ( b - a ) + rj . (19) 

然后再令 rj — Q 即得 （17). (19) 中右方有一个多余的 t ; 在，这是由于我们只假设了 / Cr ) 在 （ a ,6) 
中可微，而不是在 [ a , 6 ] 上可微.这一点从证明过程即可看到. 

(19) 的证明表面上很简单，读者可能会想，既已假设/可微，所以 

|| f(a + h )— f ( a ) || = \\ f ' ( a ) h + 0 ( h ) 11 

< (M + y ) \\ h || + rj . 

实际上远不如想象的简单.一则 / 在 a 点并不可微.因此上式第一行并不一定成立.其次，也更重 
要的是尽管0 (/ i ) 对 / i 是周阶无穷小，但不等式 || 0 ( h ) | ^：7 j || h || 是当 || /i || 很小时才成立的， 
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现在 A = 6 - a , 所以 || A || =6 - a 并不很小，从而 || o ( h ) ||< 7 || h || 也不一定对.因此，我们要 
采用一种所谓“连续拓展法”来证明它，即先证明在 : c = a 附近有 

|| / ( x ) - / ( a ) || ^ (M + y ) (x — a ) + rj . 

因此这个不等式可以从 a 向右推开去.推到什么地方为止？如果推到某一个子区间，标准的方 
法是证明这个子区间在 [ a , 6] 中又开又闭，而 [ a , 6] 中又开又闭又非空的子区间就是 [ a , 6]. 由 
此定理得证.但是这样就必须用拓扑学 的语 i ,而我以下面我 
们用的思想来自拓扑学，但语言来自古典的微积分. 

考虑一个集合 

J = [ a ，6 ]，当 时， 

|| / ( 芒 ） —f ( a ) || < (M + 々）（冬 — a ) + 々}. 

先证明 J 是非空的.事实上，当 e = a 时，上式当然成立.因为 /( x ) 在 a 连续，必有一个正数 p 
使当 a ^ x^a + jO 时 

|| / Cr ) - / ( a ) || ^ (M + rj ) ix — a ) + rj . 

注意，我们这里只应用了 /( x ) 在 a 连续.而完全不需要 /( x ) 在 a 可微.总之 ， [ata + HSj 
中.我们令 

c = sup J » 

于是有一 ■串 C ra — C ， 而 

|| f ( c n ) — f ( a ) || ^ (M + rj ) ( c n ~ a ) + rj . 

令 c n — c 即有 

II /( c ) - / ( a ) || < (M + 々 ）（c - a ) + 々 . 

所以 c G J . 现在有两个可能性,首先是 c = b ， 这就是说 [a , 6 ] 全在 J 中，从而在 [ a ，6 ] 上 （19) 成 
立.在 （19) 式中令 jj — Q 即得定理之证.或者是 c <6, 这时 a < c <6, 而/'(• X )在 c 可微.我们终于 
可以利用 / Cr ) 在 : r = c 处可微了. 

取一个正数3使 c + 只要3充分小，对于 zG ( c,c + 幻有 

f ( z ) — f ic ) 二 f ' ( C ) Cz — c ) + 0 (z — c ). 

当在充分小时， Is ： — c |<3, 从而 II 0 (z — c ) II < 7 ( 2 ： — C )， 又因 II /'( c ) II ，所以 

|| f ( z ) — /( c ) || (M + rj ) iz — c ). 

因此 

II f ( z ) -/( a ) II < II /( c ) -/( a ) II + II fix ) -/( c ) II 

< (M + ? y ) (c - a ) + (M + rj ) (z — c ) + rj 
^ CM + rj ) (z — a ) + rj . 

所以 C + 36 J . 这与 c = supj 矛盾.于是定理得证. 

作为中值定理的一个应用，我们来证明一个十分重要而证明起来颇不简单的、似乎不言而喻 
的定理. 

定理 3设/: R H 是定义2中讲的可微函数.若 A Cx ) = 0于 L / 中，则 /( x ) = 

con st . 

证任取一点 AG L /， 设其坐标为 ： C A ，因为 L / 是开集所以必有一以 A 为心的球含于 U 内. 
今证在此球内 fix ) =/ Cr A ). 为此，在球内任取一点 B ， 设其坐标为 ： r B ， 于是联结 AB 的线段全 
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在球内，其方程为 


X — (1 — ? ) x A + tx B ，(X ? < 1 . 

A 点与 B 点分别对应于参数值 r = 0 ,r = l .令 

^ it) = /[(1 — t) tx B ]. 

于是 0(0： I ^ R \ I = [0，1].很明显 ① （ t) 是 t 的可微函数.因为已设 A (: C ) =0,所以 f G ) = 
0^6 而可取 （16) 中的 M = 0 .对于⑤显然可适用中值定理，从而 


中 （1) 一中 （0) =0. 

或/(办）=/(工^ 4 ) . 此式在上述球内之任一点处均成立，所以在此球内有 f ( x )= fix A ). 

现在可以用此球内任一点作为心，再作其它的球，只要此球含于 L 7 内，必有 fix ) = f ^ x A ) 
于其中.现在令 

V = {x ; x G U 1 f ix ) = f ( x A )). 

于是 V 非 S . V —'定是开的，因为若 x 0 G V (^ U -> x (} 必为开集 L / 之内点，因此必有以： c 。 为心 
的球 WCL /， 而且由上证，在 W 内 /( x ) =/( x ») =/( x A ) ，而[这样 ，V —定是非空开 
集.另一 ■方面 V 又一 ■定 是闭的.因为若 x 0 G V 而且 : G L /， 则由定理的条件，/ ( x ) 在: c 。 为连续 
的 . x ( , 在 V 的闭包中，所以存在一 ■个 序列{:^ } C V， a — . 由/ (: c ) 之连续性，/ (: c a ) = 
lim /( x „) = lim / Cx A ) = /( x A ) .因此: c ( , G V ，这样又得到 V 是闭的 . 一 ■个 连通集 L 7 的非 空的既 
开又闭的子集必是 L ； 本身，所以 V = L 7. 即在 L 7 中 /( x ) =/ Cr A ) .定理证毕. 

注 1 这个定理的证明有两点特别值得注意.首先是我们先把待证的定理化到一个球内.球 
的特点是 :球内 任一点均可用直线段（实即半径)与球心连接.凡具有这种性质的区域称为对一点 
(现在的球心）为星形的区域.而在直线段上，自变量 f 恒在/= [0，1]中，而问题化为 m = l , n>l 
的特例.这是一个常用的方法，下面讲泰勒公式时还要用它，这是一个与拓扑学的一些重要概念 
有关的方法. 

注 2我们两次使用了连续拓展法.第一次读者可能不感到太奇怪，第二次则可能有不少读 
者感到生疏.可能人们会以为，既已证得在一球内 / G :) e / G ； a ) ，仿此可以作一串球，一直达到 
处，然后即知在 L 7 内 /( x )^/( x A ) .但是稍想一下，真正可以作一串球从—直拓展到& 
吗？直觉地来看确是如此，但是考虑到高维空间区域的构造可能极为复杂，这时读者就不会那么 
有把握了.我们第二次使用这个方法倒不止是拓扑学的思想，微积分的语言了，而是拓扑学的证 
明.读者一定会问，何以连通性就会得出这一大套结论？读到第六章时才回过来看看这个证明就 
容易懂了. 

注 3这个定理假设了 L 7 是连通的.若没有这个假设， L 7 必可分成若干个连通子区域 之并: 


U = UR ，每一个 G 都是连通的.若在不同的 G 中各取 :r A ，当可证明 /(x) 在每个 G 中分别 
等于=个 常数: /Cx ) 二，而这些 q 彼此可能不同.这种 /Or) 称为局部常值函数. 

下面我们来看一下微分作为一个运算，亦即微分算子 d 的性质. 

第一个性质几乎是自明的，即线性性质 

dCCi/! + C 2 f 2 ) = C x df x + C 2 Af 2 ^ C x , C 2 是常数. (20) 

第二个性质称为莱布尼茨性 质：若 / u / 2 可微，则乃/2也可微，而且以下的莱布尼茨公式成 



§2 什么是微分？ 

立： 

d(/i/ 2 ) = fAfi + Ql) 

证明很简单： 

Vl/2^ (2 + /l) — (/\/ 2 ) (2) 

=Lfi (x + h ) - /i (2) ]/ 2 (x + h ) + /i (2) [/ 2 (x + h ) - f 2 Gc)] 

=[d/i • /i + o (/i) ] [/2 (x) + o (1) ] + /\ (: c) [d/ 2 • A + o (/i)] 

= + /id/ 2 )/i + o (A). 

在数学中有许多乘 积：向 量的数量积、向量积、外积等等，也有许多求导或微 分：普 通的求导和微 
分、外微分、协变导数等等，而一定要适合 (21) (或者其某一项前加上一个因子（-1)0这样的公 
式.所以，只要有这种类型的公式成立，我们就称相应的算子为导子 (derivation) 或反导子 (anti- 
derivation) 即（―I) 5 = — 1 的情况. 

可是关于微分算子 d 最重要的性质无疑是下面的链式法则，而这就导致对微分作内蕴的处 
理. 

3. 微分的内蕴性质 以上的讨论都是对某一固定的坐标系进行的，所以要问如果有了坐标 
变换，这些结果是否仍成立，或有改变？如果有改变，则新老坐标系中相应的结果有什么关系？ 
为了回答这个问题，首先要问，哪一些坐标变换是容许的.这就导致了微分同胚的概念. 

定义 3设有中的开区域 L7 与V，各赋有坐标 x = (:^，…， x„) 与 y = (:，…， 1) .若 U" 
与 V 之间有一映射 p U — V ， y t = w t (:^，…，凡），它有逆映射 ( p =( P ~ l ： V ^ U , x t = < p t (又 ，…， 

^)，从而实现了 L7 与V之间的- 对应; 再设％ 与& 分别在 L7 与V中为 C 可微，则称 p (或 

< p ) 为 17—V (或 V—LO 的 C 微分同胚. 

现在来看链式法则.我们有 

定理4设 LTCIT 是一个开集 ，: C (> G U . f : U ^ R n 在:^处可微.又设 g ■: 在％ = 

/( x (> ) 处可微，这里 VCR ra 且 /( L /) CV . 则 0 = g ^ f ： t /— 在: r 。 处也可微，而且 

d 少(: c 0 ) = dg (;y 0 ) °d/(x 0 ). (22) 

证在证明之前先要回顾一下可微映射的定义.关于映射 /: L7— R K 的可微性的定义中，在 
IT (UOT) 与 R n 中都是取定了坐标系的.所以我们先在 IT ,R n 与V中都取定坐标系，这样 
d/C^) 与 dg* (») 是两个确定的矩阵.现在由可微性的定义即有 

/ (x 0 + h ) = f ( x () ) + df ( x 0 ) *h + Oy Qi ) ， 
g + k ) = g ( y (} ) +dg (j„) •々 + o 2 (々） ， 

而且对任意 ei >0, 必可找到 & >0 使当 || A || 时， 

II o x ( h ) || <£； II /i II ， 

对于々也有 e 2 ，化，使当 II 々 II < 心时， II (々）II < II 々 II .而且因为 df ( x (} )» dg (j; 0 ) 是确定 
的矩阵，所以必有适当的正数 M>0 使 

II d/(x D ) *h || <M || A || » || dg ( y 0 ) n k || <M || 々 || . 

现在我们来计算中 Cr n + h )~^> ( x 0 ). 我们有 
中 （x 0 + h ) = (g"°/) ( x 0 + h 
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= 呈 ()0 + 々） = ( y () )k + o 2 00， 

这里々 = d / ( x 0 ) /i + Oj ( A ). 所以当 || /i || 〈各 时， 

|| 焱 || < II df ( x 0 )h || + || o y ( h ) || < ( M + £ t ) \\ h || 

< (M + 1) || A || . 

所以 

( x 0 +0 — 0 ( x 0 ) + dg ( j » 0 ) [ d /( x 0 ) h + o } (/ i ) ] + 02 (々） 

= O ( x 0 ) + dg " ( 3 ^ 0 ) * d / ( x 0 ) h + dg ( 3^0 ^ 0 ! (h ) + 02 (左） • (23) 

当 || A || <min (A 时，一方面有 

II dg ( y (^ o x (/ i ) II s^Mej II /i II ， （24) 

同时又有 

|| 々 || <( M +1) || /i || <古 2 , 

从而 

II o 2 ( k ) II < e 2 II k II <( M +1)£ 2 II A II . (25) 

合并 (24), (25) 即知当 U || <min (A , n ) 时 

M 十 2 

I dg* () 0 ) 0 ! (/ 1 ) + 。2 ( 是 ） II < (Afe] + (M + l)e 2 ) 11 焱 II • 

由 q ， e 2 任意性，知道上式右方比之 A 是高阶无穷小.所以 (23) 式最终化为 

^ (x () + h) = 0 (j; 0 ) + dg" (3^0) *d/Cj ; () ) h + o (h) y 
因此中在是可微的，而且其微分是 

d 中（ : c 0 ) = dg (jo ) 。 d/ (x 0 ). 

这样在指定的坐标系下定理得到了证明.当然，对任意的坐标系这个证明均有效，所以 （22) 式成 
立.证明暂停于此. 

余下的是,如果在 LT 中作坐标变换 

Xj — Z — 1，2， ". ， 7 TL • 

类似地，也在 R ra 和中作坐标变换 

y t = Y t (>*i ， … ，又 ）， f = 1 ， 2’ … ， ? i ， 
z - = Z 4 ( q ，…，％) “ = 1，2,…，/>， 

会得到什么结果？这里有两个问题，首先，上述坐标变换是 C 微分同胚，而且因为问题只涉及 


一阶导数,所以只需考虑 A = 1 的情况.这样的微分同胚是否存在？这是一个很大的问题.下面 


我们会看到，局部的微分同胚总是存在的，而整体的则不一定.但是迄今为止，我们引进的概念全 


是局部的，所以不妨设 L 7 是&的一个充分小的邻域，它在微分同胚下变成:/ D 的邻域 LT . 对于 


> = / Cx „) ，我们不必设而只要设 g ■: V ^ R P 为可微. V 是洳的一个邻域，而且 
与 V 在微分同胚 Y 下变为‘与 V '最后，令 z () ^ g ( y 0 ) ^ ^ ( x {} ) , z () 有一个邻 
域 W ， 使同样，在微分同胚 Z 下也有^与 TT . 其次，在不同坐标系下得出的微分如 
ddg ■与 d / 有什么关系.这里我们先统一一下我们的用语.如果/: L /— V 是一个映射，我们称 
U 为映射的源32间 (source space ) » V 为映射的祀 S 间 (target space ). 于是我们的问题成为，若在 
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源空间（耙空间）中作坐标变换, d / 将如何变换？为了回答这个问题我们需要一个引理 
引理5 若 X : L 7 —LT 是一微分同胚，则 dX - dX _1 = /, dX _1 - dX =/. 

证 H 1 以及“(恒等映射)都是可微的，所以可以应用定理 4 而有 

d (^) = dX ^ dX~ l , d(icD = dX ~ ] - dX . 

但是 W 是一个常系数的线性变换，定义 2 后紧接着就说了，其微分等于其自身，即也是一个恒等 
变换所以引理得证. 

我们不妨在一个坐标系下看看这个引理意味着什么.定理1指出，微分就是雅可比 矩阵： 


dX = 


d ' mm •> x' n ) 

d ( 而 ， … ， X n ) 


dX 


_ 1 


9 ，…， x n ) 

9 Cr 丄， … ， x n ) 


所以，引理 5 用矩阵来表达就是 


3 ( x ' 


x . 


9 ( x x y y dx f 


d (xi 


x t 


^-d (x i 


X, 


-1 


这个结论用矩阵乘法直接验证并不难.因为这两个矩阵之积 


3 (x; ， … ， : c:) 
3 ，…，: c n ) 


3 ( x !»*•*» x H ) 

9 Cr 丄， … ， x ra ) 


之第々 


行第/列的元是 


S 


dxl dx m dx] 


3 X m dx, 

rn fn 1 

但是引理 5 的表述显然更能说明问题的本质. 


dx . 


8 h 


读者又可能会问，上面的记号 dx - 1 究竟是指逆映射 x - 1 的微分 dor 1 ), 还是微分 dx 作为 
-个映射的逆映射 ( dx )— 1 ? 其实，引理5正是说明，它们是一回事，而且既是左逆又是右逆. 


现在来看源空间中的坐标变换 X : L 7— &.原来的映射/: U — V 衍生出新映射/: 1/— V ， 
这里7=/。又 -1 .于是由定理 4 和引理 5 有 

d / = d /° dx _1 . 

因此，源空间的坐标变换相应于将微分 d / 右乘以 （ DT 1 . 类似于此，若在靶空间中作坐标变换 
V — V ，原来的映射将衍生出新映射/: U — V ， f = Y 。/. 于是又有 

df = d Y ° d /. 

所以靶空间中的坐标变换相当于用 dY 左乘 d /. 所以，如果对定理4中的 L 7, V ,灰都作变换 X , 
Y ， Z , 则/生成 

i = Y _、 Y 十 X -' = g : f ， 

= dg ^ df . (26) 

不过这里的 / 与上面的 不同： 在上面 / 是由/经过源空间的坐标变换而得，故/ = /。灭〃，现在 

则源空间与靶空间都作了变换，所以/= Y 。 /。义- 1 .同样，§ : = 2。 § -^(26)形式上与 （22) 是 
一样的.这就是说，无论坐标系如何选取， （22) 都是成立的.也就是说 (22) 是一个与坐标选择无关 
的结果，定理4证明至此完成. 

定理4是一个很深刻的结果.它告诉我们，两个映射的复合原本是一个很复杂的映射.但是 
如果考虑其线性化，则 d 中等于两个线性映射的 复合: d 0 = dg ^ d /. 线性映射可以用一个矩阵来 




表现.它的复合很简 单：先 用一个矩阵作用于一个向量（例如前述的/0,再用第二个矩阵作用上 
去.本来，中= g ° f 的意思也是先对源 S 间中的兀施以/，再继续施以 g . 不过 g ° f 到底是什么就 
很难说了，/和&的定义域和值域的关系也会出麻烦.现在好了，反正 dg ■和 d / 都是线性变换，其 
定义域总是一个整个的线性空间，例如 d / 定义在 IT 上.尽管 d / 不一定把整个 IT 映到整个 
R ra 上，但其值域总在 R ra 中，即在 dg 的定义域内，因此 dg°df 总是有意义的.一'般的映射就不一 ' 
定能行，所以上面才有例如 /( L /) CV ， g ( V ) CW 这样的限制.其次是 dg - d / 在一定坐标系下 
很容易计算，它就是矩阵的乘法.这是因为，若我们把/写成％=/； x m ),z = l , …， n , 则 

d / 的矩阵表示 ^ ^ - 同样，若把 g ■写成码二& (3 V …，儿），则 dg ■的 

矩阵表示是 g ，而且若以％ 二 /i ( X )代入 后， ZV t 将是虫（ X )的坐标： zv t — . 但是 


61 ，…，火 


的第々行 Z 列的元是 


所以上述矩阵之积是 


9 ( 取， 


dy t dx l dx l ' 

即 d 中的矩阵表示.前面我们已经说了， cDT 1 的矩阵表示就 


是 dX 的矩阵表示的逆矩阵，现在又看到线性变换之积（即复合)对应于相应矩阵的乘积.所以我 
们有时就说，微分算子把一般的映射变成了矩阵计算问题.准确些说，则是一般的映射通过线性 
化以后归结为其切映射，而再通过引入坐标化成了很容易处理的矩阵计算.这正是线性化的真正 
的有力之处. 

注1上面例如在引理5中我们说到 X 是 L 7 与 LT 之间的微分同胚之类的话.怎样来判断 
X 是否微分同胚呢？由引理5, dXMX - 1 = 于是沿用上面的记号，有 


3 **• 

3 (而 ，… 


d (x { » *** 

■3 ( x ; ，… 


从而 


3 Cr ! ， 


^3 ( x ; ，… 


-均为非奇异的，即其行列式均不为 0. 于是许多人可能设想， 


mu n \ j ? 7 ^r y v nr '-•-j j \ m j ^ 1 j /，j 1 /v \j . 4 / ^ \ 少 / 、 _ nu ^ ？ 

o kXj » > X n ) o Kx x ^ mm ^ X n ) 

这也是 X 成为微分同胚的充分条件.很遗憾，恰好不是，这只是 X 成为局部微分同胚的充分必 
要条件.这一点在§5中讲了反函数定理以后就清楚了 .局部微分同胚和整体微分同胚是很不相 
同的. 

注 2 上文中我们说到雅可比矩阵才是导数概念的合适的推广.从上一段讨论中可以看得 
更清楚 :定理 4讲的 dO = dg - d /, 上面说了，正是雅可比矩阵的乘法公式，而它也就是复合函数 

的导数公式 dg [ ； f (x)] = _ 的推广.引理 5 的 ( dxr 1 正是反函数导数公式 

ax ay y ^f( x ) dx 

# = i /^ 的推广.正如通常的微积分教本中在讲到反函数求导公式时，要加上#尹 0 ，#尹 0 
ax ! ay ax ay 


这样的限制一样，引理 5 中要求 x 与/均为彼此的可微函数，就自然导致了 
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向无穷大. 

注 3通常的微积分教本在讲到复合函数的微分时都会讲到一阶微分的形式不变性，其意思 
是，以一元函数为例.如果有复合函数 0( x ) = g "[/ Cx )]= ( g 。/) Gc ). 令 3 ； = g Gc ) ，则一方面有 

d0 = 0 ( 3 ;) 3 / ( 工 ) dx = ， 

另一 ■方 面由 3 / ( x ) dx — 又有 

(y) dj；. 

所以不论 3 ； 是中间变量(如后一式)或 x 是自变量(如前一式）， d 亞的“表现形式”都是一样的.我 
们在这里不采用这个说法.因为中可以有无穷多个坐标.用： r 还是用:/为坐标应该都是一 
样的，无所谓自变量与中间变量之别.对坐标有前一式，对坐标; y 有后一式，其形状都是一样 
的，说明 d 亞其实与坐标的选取无关.其间的联系就是定理4.所以真正重要的是定理4,它表明 
d 亞是一个内蕴的对象.而问题出现在，讨论高阶微分时就不再有这样有利的情况，而这正表明 
我们将揭开整个数学的新篇章了. 

4. 曲线、方向场、方向导数关于一阶微分与坐标选取的关系的讨论至此为止.下面我们将 
要讨论一些新的概念.在这以前，我们先从一个具体问题看一下，限制使用一定的坐标会带来什 
么样的问题. 

设有曲线如图 3 _ 2 _ 3， a )， 从直观看来，它在 P 
点有切线 PQ 平行于 J 轴，因而斜率为％.如果按可微 
性的定义，它在 P 点是不可微的. 因为 /Cx + A )- 
/ Cr ) = QP ， 而 A = QE ， 因而当 0时， QP/QR = 

+ %,所以找不到一个数 A 使 

f(x + h ) - f (x) = Ah + o (h ). 

但是从几何上看，它完全是一个“很好”的曲线.如果我 
们把坐标轴逆时针倾斜一个小角度，或者说把曲线顺时 
针倾斜一个小角度如图3 - 2 - 3， b ) ，则这个曲线立刻就 

成了一个可微函数的图像.因此,研究一条曲线的性质 a) b) 

时，必须设法把曲线本身的性质与坐标的性质区别开来. 13-2-3 

讲到这里，我们附带要提起一件在数学史上很有影响的事 .19 世纪，当傅里叶讨论热的传导 
时，他得到了下面的级数. 




cos x — -^-cos 3x + -p-cos 5x — 


它是处处收敛的，其和例如在71， 71] 之间是 


S (X )二 A 


0, 


X 


< 


X 二 


71 

Y ， 


< I X I < 


71. 





(见第二章§ 4,图2 - 4 - 1). 这是一个方波，从我们今天的观点看来是一个不连续函数.但是傅 
里叶不这么看，他认为极限函数的图像是若干条水平线段，即该图上的黑线，加上一些垂直线段， 
即该图上的虚线合成的，因而肯定是连续曲线.凡是可以笔不离纸地一笔画出来的图像，在傅里 
叶看来都是连续函数的图像(傅里叶发表他的结果早于柯西著名的《分析教程》——其中清楚地 

给出了连续性的定义——一年），再说，只要把图形逆时针稍微倾斜一点就会得到在：处连 

续的图像——包括虚线——而顺时针倾斜一点又会得到在： r = 处连续的图像.所以，有什么 

理由否定方波曲线是连续函数的图像呢？这个例子以及其他类似问题在19世纪初年引起了轩 
然大波，我们将在第五章中仔细讨论.也正是由此，狄利克雷才给出了函数的 定义： 有一个 x 必 

有一个(注意，只有一个没有多个 ) 3 ； …….而对于方波，例如当时，虚线上的哪一点才算相 

应的函数值呢？所以它不是连续函数的图像.甚至任一条平行于 j 轴的直线，例如 _x = l 都不可 
能是某函数（更不说连续函数了）的图像.终究我们回答不出来，当 : r = 1 时有没有某个 3 ；与之对 
应！狄利克雷的函数定义的一 ■个 现代的表述如下：一 ■个 函数/'即 XX Y = 

Y } 的一个子集 F ， 而且对同一个: c , 不存在沁尹沁使（工，％), ( x ， h ) 这里： c 与 j 明显地 
不对称.所以有许多书上强调说 Cr ， j ;) 是一'个有序偶：它不允许 Cr ， jyi ) ， Cr ， 3 ^) 同属于 F (当然， 
但允许(:^， 3 ;) ，（: g ) 同属于 F ， 尽管 x x ^ x 2 - F 中的 （ x ，^;) 之第一 ■个 分量 x 之集 D 
称为/之定义域，第二个分量 j 之集称为/的值域 . F 中的 Cx ， W 之第二个分量 j 全由第一个分 
量 x 决定 ：有了 一个 xen , 必有一个且只有一个 j 使 ( x ， W g f ， 所以记作 j = / &). f 也称为 
/之图像.既然 F 中: C 与 3 ；不对称，则不是任意曲线可以是某一函数的图像.上面的 1 = 1 就是 
一个很好的例子.这样一来,对什么是曲线就需要定义. 

定义 4 R n (k>i) 1= ^a ， b)(^Rfj R n + ^Mja ： 

a : I ^ K n t t (?) G R K . (27) 

我们习惯是说这个映射的像为一曲线，但现在则说映射本身是曲线.映射的像时常称为曲线 
的迹 ( trace ) . t 称为曲线的参数.如果令 t — t ( r ) ^这里 z ( r ) G » r G ( a ， /3) ，而且 〆 （ r ) # 0 , 曲 
线也可以写成 

m ， r (?(:)) G R n ， 

这里 J = ( a , j 3) (如果 〆 （ rXOjjj 应为 . 这称为曲线的.有时，我们选曲线 
的弧长 S 为参数，并且以 t = a 作为弧长的起点.于是 



这样做时常会得到较简洁的结果. 

如果给出一个 C 曲线则/⑴对每个 f 都是 K 中的一个元，因此是一个向量.我们称它 
为此曲线在 Z 点的切向量.因为时常是以时间作为参数 f 的，所以切向量也称为速度向量.而当 

我们确实在研究一个物理或力学问题，而 r 又确实代表时间，则 c / ( r ) 时常写为〗 （ r ). 这是牛顿 
留下的传统，沿用至今. 
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一个特别值得注意的事是，若在某点^处 〆=0 .这时，切向量失去了方向！可是恰好 
是在这种点上，出现了种种内容极丰富的概念和方法，这种点现在都称为“奇点”.一看到这个名 
词,读者会以为出了坏事 :什么 东西不连续了，变成无穷大了之类，完全是含有贬义.不对！我们 
的定义中即已规定了 a G ) 的各个分量& G)，z = l ， …，；7,都属于0，所谓“奇”就只是切向量失 
去了方向，因而产生了极为丰富的后果.说句笑话，不妨把“奇点”理解为“出现奇迹的点”.可惜， 
在这本书里我们完全不可能涉及这些问题了. 

如果不涉及奇点，我们想讨论一下什么是两条曲线 a (?) 与 iHt ) 在 t 二: t (、 处相切.首先，它们 
在时 相交 ： a (&)=#(&) (记这个公共点为 P ), 由此我们知道 lim || a || =0.现 

卜 ， ti 

在我们要把 || II 与 | r - r ( ,r ( Z 为正整数）两个无穷小量比较.如果 II ait ) - pit ) II 

= o t — t {) \ k ) (但不能是 0 ( | / - “ | A +1 )). 这就说，两条曲线在 _P 点有々阶接触 (contact of order 
左）.从直观上很清楚，只要这两条曲线就在 P 点相切，因此有公共的切向量，也就是有公 
共的方向.但是，仅仅只有通常微积分教材上讲的具有公共方向因而相切，还不能保证有1阶接 
触.一个明显的例子是 a ( z ) 与 h (?) ,这里 a (0) =0， X 为实数, A 尹1,« ( z ) 与 h ⑴在点并 
非1阶接触.提出“接触”这个概念的好处在于，上面我们都只在 R n 中讨论曲线，而中有坐标 
系和坐标轴，可以借此定义方向.但是我们还要讨论例如曲面上的切线，例如地球表面上有子午 
线和纬圈，但是没有坐标轴.在曲面上定义平行性极为困难，那么怎样定义方向呢？有了接触概 
念后问题就很容易解决了.曲线在 P 点相切的关系是一个等价关系.利用这个等价关系把过 P 
点的曲线分类，每一个等价类就是一个方向.现在看来，讲这样的话似乎多余，但到了将来，当需 
要在没有坐标轴的情况下讨论方向时，就会看到这个做法的好处了.能对之进行线性运算的“对 
象”就是向量，于是这些等价类将可证明成为向量，而且会形成一个 n 维线性空间.这样一来，我 
们前面讲的概念和结果都可以大为推广了 .这在物理学上极为重要.本书最后一章§ 2将详细讨 
论这些等价类何以成为一个 K 维线性空间. 

以下我们用/表示曲线『在上述接触关系下的等价类.上面已经说了每一个这样的 
等价类就定义了一个向量，它既有大小，又有方向（除了零向量之外）.于是就可以把古典的微分 
学中的方向导数概念移植 过来： 

定义 5设《是 R m 中的一条 C " 曲线， R H 是可微映射，我们称复合映射/。《的微 
分为 f 沿 a 的方向 导数： 

d ( f ^ a ) = df ^ da . (28) 

现在用坐标形式把它表示出来，设 a ( t ) =t ( X ' it ) ，…，工 m (?))，/= f (乃，…，/；)，而/；= 
L ( a ，…， x m ) •于是 


da = / 

d/ = 


• • 

(Xy (?) ，…’ (?)). 



... 

d X x 

d =c m 

df n 

…叹 

工 1 

d X 

771 J 


而 
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d/' ° da = 



dfi 


-Xj (?) ，…， 2 



dx 


X 



(29) 


前面的上标 z 表示转置，因此上式是一个竖向量. 

这样看来，我们说可以证明《的等价类表示一个向量.现在就得找到一个将 a 与一个 m 维 
向量对应起来的方式 


a — (JCj it ) ，…，工 m (?)). 

rn 

它的方向固然是由上式决定的，它的大小也是由上式决定的. || a || = [ D ^ G )] 1/2 .现在问， 

如果用一个与 a 等价于点处的曲线#代替《，结果如何？上面已说了， a 与#在点等价， 
即二者在？^ 点有々 阶接触 ， A > 1 .因此一'方面 a ) = /? (/ 0 ) »即通过同一'点，另一'方面 

|| a || = o(k — 所以二（〜 ）=>(〜）， 即都可以用(〜），…，(〜 ）） 表示.由 

(29) 即知 d/Ma = d / M/?G = “）.所以定义中的方向导数值其实只依赖于 a 的等价类 /. /作为 

m 

一 ■个 向量，其方向就是(:^ G ) ，…，：^ (/)) 的方向，其大小则是 || / || = [^] x \ (?)]. 以下我 

i=l 

们用 K ( P ) 来表示在 P 点卿 t = t [} 处)沿《之方向导数，而且就说成是“沿/方向的”方向导数. 

这里的讲法和通常微积分教本中的讲法有些不同.在那里，讲到方向导数时，是用一个单位 
向量 W = (^，…， M m ) 来表示此方向.然后设 P 点坐标是^，•••，、），作通过 P 点的以 W 为方 

向余弦的直线 a : + ?&，…，+ tu m ) ， 然后在 t = 0 处对/求利用 （29) 就有 

df — i.m /+ tu ) — fix ) 
da t ' 

为什么我们不采用通常的讲法？ 一是因为可能需要作坐标变换，而原来的直线可能变成曲线（如 
果坐标系总画成直角坐标系的话）.而甚至可能根本没有直线，例如在曲面上.而通过重新参数化 
f = 以后 || M || =1 的这一条件也可能不成立.这一点其实前面也讲过.如果把参数？看成 

时间，则切向量应理解为速度.这样一来{就成了 ：当点 x 以速度^运动时,/对时间的变 

化率 d /° da 就是方向导数 . d / Ma 就理解为 ：首先 Z 的变化造成了: c 位置之变化 da (其变率为 

(^! ( t )， …， * X m (/))), 位置的变化再造成/的变化 d / (其变化率为 二 者合成 

即得 df ° da . 

进一步可以定义向量场.设 nc ^ R m 为一开集，而在 d 内之每一点 x 处都定义一个向量 

m 

X ( x ) = 足 Cx )^， 我们就说有一个向量场.如果足 CQ )， 就说 X ( x ) 是一个（^向 

!二1 ^ X 

量场.常微分方程理论告诉我们，这时经过 D 中任一点 P 均可找到唯-条曲线 a 


i$a(t () )=x () 即为 P 点之坐标，而沿此曲线恒有 i (?) = X( Q ( r )). 这条曲线就称为此向量场经 
过 _ P 点的积分曲线.以上的讨论中我们要利用 k > l 这一事实，才能保证经过任一 P 点均有唯 
一的积分曲线通过. 
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既然有了向量场，也就有了一个方向（在现在的问题中，即是…，的方向），也就是 

在此点的所以也就可以定义这个方向的方向导数和 （28) 式.我们约定，把这个方向导数算 
子记作 D xW . 即是说按下式定 义它： 

D X ( x ) f ^ x ") = d /( x ) °da ( x ) . (30) 

这里 da Cr ) 其实应该写成 da (?), Z 是相应于 x 的参数值 . D xCz ) 是一个很重要的算子，其特点如下. 
上面我们已经说过，可以把接触于某点的曲线所形成的等价类当作一个向量.如果在这个等 


价类中选一个代表元，即曲线 a ( Z ) ，则这个向量有一个坐标表示 a (?) = ( a l it ) ，…， a m it、、 ， t 
是该点 P 的相应的参数值.按同样的方法，方向导数算子 D xCr ) 也是一个向量.因为由 （30) 式， 
D xCr ) 作用于一个 n 维向量 / Cr ) GlT 后得出 


D x ( x) / (x ) = d / (: c) 。 da (x ) 


公〜去…，泣 fm 


dx t 


所以 


(31) 


D 


X Cz) 


X ( 


x . 


'^ J X J ( x ： 


dx 1 


(32) 


m 、 

正如我们可以认为曲线的等价类就是向量一样，也可以认为微分算子 XCr ) = 

一个向量.反过来也对，正因为这样， D xCr ) 也可以写成 D 丄等等.但是认真想一下，这样做的“毛 

打1 


病”无非是使我们感到怪怪的.如果说 q 表示沿&方向的方向导数，就是令自变量在& 


方向得到一个改变量 Axi ，然后计算函数/的相应的改变量 A /, 并令：0^ = lhn #，这样的说 

1 Ax l\^C j 

法谁也不会奇怪.可是现在我们有了 D ^， D 的下标是#-，我们怎么能做出它的改变量 

dx x Kdx \ 

呢？但是再回过来看看 （32) 式，这些疑问会逐步释然于怀了.我们说，把微分算子 XGr ) = 
ix ) 就看成向量 ix ) 1 (: c )) ，这一点大概读者会能接受得了，但是既然承认 

了这一点，也就应该承认#-，…，3-是基底，因此例如也是一个向量，即在 A 方向上分量 

d 工 1 d OC^ dOC ^ 

为 1, 其他方向上分量为 0 的向量.所以它的坐标表示就是& = ^ J X J ( x ) = 1， X 2 

1 j=i 丄 j 

= … = X m = 0. 我们也就可以写作^― = (1，0,…， 0) .这样一来， D 丄就表示对于向量（1，0,0) 

d ^i % 

求方向导数，也就是 q !既然 D 丄二，又何必兴师动众用那么复杂的记号呢？ 

dx \ 

D Vx w = D x ( x ) 这样的记号有许多重要性质： 

△ j_ dx. 

J J 

(1) 首先它要作用于函数上.函数是“被作用者”.这时它有两个性质.一是 线性： 

D x ( Q/J + C 2 / 2 ) = C ^ x f x + C 2 D x / 2 ， 


(33) 




c ^ c 2 是常数.二是莱布尼茨性质，即 

W (/! ./ 2 ) = frD x f 2 + f 2 D x f } . (34) 

这一点由 （30) 式直接验证即知. 

(2) 其次，它是按 XCx ) 的要求作用于函数的 . X ( x ) 可是说是“作用者”.而这些作用者又有 
线性结构，那么 0^& ) 对 这种结构又有什么性质呢？这是十分值得注意的.有 

定理6设 ACrhACr ) 是 D 中的 C A 函数，则对 D 中的 C A 向量场& Cr ), X 2 Gc ) 恒有 

D^ Xl + g 2 x 2 f ^ = （/) Gc ) + g 2 D X2 (/) ( x ). (35) 

/ 是 D 上的可微函数. 

证 因为0彳(： ? ：）= [ 1/。二（：^.这里：（： ? ：）即是方向场又在：^之值.所以令又 1 ，又 2 相应的积 
分曲线是 a i ， a 2 ，则 gi X x + 在 x 之值应 为 ( x ) a I ( x ) + g 2 ( x ) a 2 ( x ): 


) gl W 2 (/)( 工 ) 


_ _ 

g x ( x ) df ° a x ( x ) + g 2 ( x ) d /。 a 2 ( x ) 

g \ WD ' (/) ( x ) + & ( x ) D X2 (/) ( x ) 

t r . 


(35) 式得证.这里我们应用了以下 事实： d / 实际上就以乘以 72 x m 矩阵 

^ ^-1 ( • • • .飞.1 ] 

工 1， ， X rn ) 

是一个 m XI 矩阵， A ( X )则只是一个标量因子，所以 


( X )也 


3 (/，"，/,) 

3 ，…， x rn ) 


(x) Q 1 1 (X ) = 


3 (而，…， ) 


总结起来, D x / 中其实含有两个“成分”，一是“被作用者” /. D x / 对于它既是线性的，又适合 
莱布尼茨 法则； 二是“作用者” X , D x / 按定理6其实还不只是线性地依赖于它.因为 （35) 式只要 
当取常数时成立，就已经表明 D x / “线性”依赖于 X 了，可是现在它甚至对函数 
A Cx ),。 Cx ) 也成立.可见这个依赖性还超过“线性”.这是一种新的代数结构，也是有用的. 

可是，我们费了这许多口舌都是为了另一件事.现在我们只是对一个函数 /( 映射/: — 

R " 则是 n 个函数)作方向导数.而更严重的问题却是要对更复杂的对象，例如对一个向量场 Y 
可作方向导数 D X Y . 而且不是在 IT 的某一个区域 D 上作，甚至是在一个曲面以至更一般的弯 
曲的空间上作，而且这在几何和物理学上都十分重要.有鉴于此，尽管本书讲不到这些问题，预为 
读者计，现在有一个“心理准备”，一旦遇到这类问题会有似曾相识之感.这是会有好处的，值得现 
在花点力气. 

5. 高阶微分 本节最后，我们简单讨论一下一个映射 / :1 OCir — R H 的高阶微分.作为一 
个启发我们先看最简单的一元函数 fix ) 的二阶微分.现在 D 将成为 R 的一个区间， IT 也成为 
R . 首先看一阶微分 d /， 在 xen 点，一阶微分 d / Gr ) 就是 /Gc + A ) - fix ) =么 /! /(工）关于/ 1 的 
线性部分: A ；；/ (: c ) = d / ( x ) 9 h + 0 (/ i ) .于是 d / (: c ) 又是一'个由 x G 乃到 d / (: c ) 的映射.不过这 
里 d / Cr ) 是一个线性映射，它把乃的切空间，即仍为 R (前面说过这就是 A 的空间）映为靶空间 
R " 的切空间（仍为 R % 现在 tz = 1). 也就是 R 1 — R " 的线性映射（即一阶矩阵 ） .n = l 时，一阶矩 


阵就是一个数，这个数即是古典意义下的导数/ Cr ) .因为这个数依赖于: r ， 所以是一个函数.但 
是这个函数不是线性函数.现在再求这个函数的微分，就得到二阶微分.因此，我们又要讨论 
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/ (x + h ) -/Cr). 但是有什么理由要求现在的自变量增量 Ax 仍旧是 A ■呢？因此，现在可以设 
△x = 々而和々 是独立的.由这个思想出发，我们应该这样来讨论 f ： n (^ R m ^ R n 的二阶微分. 
首先假设有一个微分 d/(x) (有的书上则把微分写成7^/或（丁 /) Cx)， 大概是因为 d/ 作为一个 
映射称为/的切映射，而丁正是“切” (tangent) 的第一个字母 ） ，即有 

A h f ( x ) = f (x + h ) — fix ) = (d/) ( x ) * h + o ( h ). 

( df ) (x ) 是由乃 到实矩阵的空间的映射，即 是: 有一点 xGD, 即有一个这样的矩阵，所以 
是矩阵值函数，它当然一般是非线性的 . 77 X ^实矩 阵有； 个实数元，反过来， 凡有？ 7777个实 
数，总可以写成一个77 Xm 实矩阵，所以这类矩阵所成的空间是 R™. 但是这样来看矩阵空间并 
不好，因为还得规定一个规矩 ：哪一 个实数放在第 々行 Z 歹 K( 但以后我们在讨论正交矩阵空间时 
确是这样做的，即已隐含地规定好了这样一个规矩），所以我们把每个这样的矩阵都看成由 IT 
到 R n 的线性映射，并把这种映射空间记作 L (R m ，R H ). 如果要排除对记号 L (IT，R n ) 的生疏 
感，就把它看成矩阵空间，甚至是赋有某种次序规定的 R ™. 总之，它是一个维线性空间. 
(d/) LCR'IT). 于是我们可以考虑 （d/) G:) 的微分 d(d/) Cr ). 即由 D 之切空间 IT 

到 L (R m ,R〃） 的切空间的线性 映射： 

(d/) ix + k )~ ( df ) (x) = d (d/) 。々 + o CO . 

但因 l or,ir) 是一个线性空间，它的切空间就是其自身.所以 d(d/) Gr) 对每一点 xen 定义 
了由 到 L (R m ，R H ) 的线性 映射: d(d/) ( x )： O^L (R' L(IT，R H )). 所以我们有 

定义 6 惹 (d/) ( x )： R m ^L O^L ( R m , L (IT,IT)) 旌 

线性映射，称为 / 在 D 中的二阶微分，记作 d 2 /Cr). 这种映射称为属于 C 2 CH) 类. 

我们要证明， L (IT , L (IT ， IT)) 即双线性映射 L (R' IT ; IT) 的空间.所谓双线性映射即 
映射 R XR ^ R % ( h ， k ) (A，々）， 而对每个分量 h 与 k 分别为线性的 映射： 

I c x k x + c 2 々 2 ) = c ( h ， k + c 2 l ih ， k 2 ) ， 
l ^ c r hi + c 2 h 2 , k ) = cI Qi '. ， k ) + c 2 Z 0 i 2 , k '). 

这里 Cl ,C 2 是常数.于是有 

引理 7 我们有同构 关系： dr ,『））=[ ( r ' it ;ir). 

证 从左方取一个元 l . 对 对于 a 是线性的.再从 it 中取 
一个々，则 d)(々） gr h 令 qd * a) 二 g ■.此式对于々也是线性的.显然，我们是从一对元 
( h . k ) eR m xR m 得出了元而且很容易看出，这个对应是双线性的.所以我们得到右方 

一个元 Z , 而(/ - A )* ( k ) = 1 (Zi,yO . 这里 A 在左右双方都取自靠左的一个 IT . 反之，设有 
l ( r ' it ;ir). 从右方靠左的 it 中取一个元 a , 则将得到？ （ ao , 需再从靠右的 ir 中取元々， 
代入 Z a，•） 中才能得到 r " 中一个元 g ■: ? a，yO = g ■.可见 Z a ，•） 是映为 gGir 的线性 

映射，这个映射的线性容易证明.记它为 ( l . h ) (•)，则 /•AGL ( R ' R H )， 而 Z ( h ， g ) = Q . h ) 

( gO . 总之我们在 L ( R'L ( R ' R ra )) 与 L ( R m , R m ; R ra ) 之间建立了一个-对应关系，而且易 

见这个一一对应保持线性结构不变，因此得到引理7的证明. 

现在利用坐标表示讨论映射为 C 2 映射之条件.为方便起见，我们将分别讨 
论/之每一个分量：/= (/\，… ，又） . 于是设与 R ra 中都已有了坐标 x = ( a ，…，工 ；）， y = 




Vi ， … ， :v J ，而 

1=1\( 工 1 ， ." ，工二 > i = l ， 2 ， ." ， n. 

现在我们只讨论，并将它写成/，取如果记一阶微分映射为 d /， 则 

f ix + h) — fix) = ( d /) (x) • h + o (h). 

但是，由定义 5, ( d / Cx )_ A ) 正是 / 沿方向 / i 的方向导数，用 （30) 中的记号把它写成 （ D ft /) Cx ). 
于是由定义6知，所谓 feC 2 就是指对 D 中任意: c 以及任意,方向导数 ( DJ ) ( x ) G C 1 . 
再取 AGR ' 我们又应有 

( DJ ) (x + k ) ~ ( DJ ) ( x ) = d ( DJ ) ( x')k + o (々） .再用一次方向导数 记号： d ( D ,/) ( x)k = 
D k CD h (/)) Cx )， 而由 C 2 之定义知此式 应为乃 中的连续函数.可见这就是 / :1 Q — R 为 C 2 映射 
的充分必要条件.于是有 

定理 8 /: D — R 为 C 2 映射的充分必要条件是在取定任意坐标： r = Gv …，后，古典 
的二阶偏导数 为 n 中的连续函数. 


证在 IT 中取定坐标: ( A ，…， x m ). 也是由定理 6 前面的讨论，# -,•••,^ -成为 R 7 

dX \ dX rn 

的一个基底，而任意/^分别可以写为/^二 ^~, k = 免 k } 而由定理6及 (32) 式 


( d 2 /) ix ) h . k = Y) k ( DJ ) ( x ) 二 2>為 |_ D | ( D 去 /) ( x ) . 

”产 1 J 1 

于是 /G C 2 之充分必要条件就是:对任意 hi k^i R m » ( d 2 /) ( x ) M 是： c G tO 的连续函数.但此式是 
h，k 的双线性形式，它对:为古典的连续函数的充分必要条件就是其系数 D_i ( D ^/) Cx ) 是 : r 

dx j 、 

的连续函数.但是在定理 5 前的讨论中已经看到 Ed ( D 丄） Cr ) 即古典的二阶偏导数故 

3 ^- dx t dx j 

定理得证. 

以上我们是对 / :1 Q — R 1 的情况证明定理8的，但是由前面的说明可知对 /: D — R ra 也有类 
似的结论. 

还有一个重要的说明.对于/： n ^ R 1 的情况, d 2 / Cx ) 就是一个双线性形式 

'^ T ' LA _^ f 


( d 2 /) (x ) hk = h t l 


dx^dx ；' 


一个双线性形式与定义它的矩阵是一一对应的，这个矩阵在我们的情况下称为黑塞矩阵 

( Hessian » Hesse matrix ). 

^ d ^ j _ … d 2 f 1 
dx\ d Xl dx m 


Hess x / (x ) 


d 2 f … 


3 \f 

d ^ln 


也有一些文献中称此矩阵的行列式为 Hessian . 

这一段一开始我们就提出，没有理由让△: c 两次都取成相同的 A . 因此，我们第一次取 △: c 
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A ，第二次取 Ax = b 而得到了一个双线性形式 （36) .如果取 / i = h 则双线性形式 （36) 将变成一 



〉 : h t h , ^ . 

3 dx t dXj 

反过来，由二次型变成双线性形式亦非难事.线性代数里面讲过这一点.但是如果考虑更高阶的 
微分，事情就远非这么简单.这也是为什么我们坚持两个△: T 各不相同，而分别为々的原因. 


关于高阶导数在通常的微积分教材中都会介绍一个重要的定理，即是若 / Cr ,_ y ) GC 2 , 必有 

d 2 f _ d 2 f 


dxdy dydx ' 


(38) 


然后一般会举出一两个反例，说明若 f ( x , y ) eC 2 这个条件不成立，则上式也可能不成立.有 
时,人们就会去想，能否找一个较弱的条件保证上式成立.但忽视了这个等式是否有深远的后果. 


我们要指出，这个结果虽然证明十分简单,却是一个重要的结果，我们将在最后一章讨论它.若它 
不成立，将意味着什么也是很有意思的事，这一点本书完全不能涉及了.正因为它如此重要，我们 


将在本节中一直采用的与坐标无关的框架下去讨论它. 

若 (38) 成立，则黑塞矩阵 （37) 成为一个对称矩阵，而双线性形式成为一个对称的双线性形 


式.本来，按线性代数的讲法，一个双线性形式 t a 她 当~ = 0/直成立时就称为对称的双线 


性形式.由它就可以产生二次型 I ； 所以二次型总要适合上述对称性 条件％ = %.而一 

般说来，双线性形式则不一定是¥称的.我们即将证明 （38) 式.在未证明之前， （36) 式虽是一个双 


线性形式,但不能直接在其中令 A = A 而得二次型2 

i，J 二 1 

严格地讨论过，在此再提醒一下. 


a 2 / 


dx,dx t 


.对这个问题以前我们没有很 


上面已说了，当 /6 C 2 时， （38) 成立，而 （36) 成为一个对称的双线性形式.现在我们要证明 
定理9设 /:乃― R 2 是 C 2 映射，则 ( d 2 /) ( x ) hk 是对称的，即 ( d 2 /) ( x ) hk = ( d 2 /) ( x ) kh . 
证这个 g 理虽然是^与坐的框架下表述^容和证法都与通用的微积分 
教本中证明 （38) 式是一样的，就是用差商趋向微商，而对差商则利用拉格朗日格公式.所以我们 
先引入差分 


( x ) = /(x + / i ) — fix ). 

为了求二阶微分，我们再引入差分与/ ! 无关. 

Q \ h f ) ix ) — Q \ h f ) (x + k ) — ( A h f ) ( x ) 

= /(x + /i + 秃 ） ~ f(x + k ) ~ f(x + h ) + /( x ). (39) 

很明显， （39) 对于 / i 与々是对称的，所以 

A , ( A k p ( x )= A k ( AJ ) ( x ). 

由差分转向微分时，在通常的微分教本中是用拉格朗日公式，但我们在讲定理 2 前就指出 ， w>l 
时是没有拉格朗日公式那样的中值定理的，而我们要用一个不等式来代替它，这个不等式就是 
定理2,也称为中值定理.其中的 M 可以取为连接两点的线段上微分（作为一个映射）范 
数的上确界.于是在考虑 /(x + A ) -/ Cx ) 时，我们可以更精确地来估计它.我们本来想估计 
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f (x + h ) - / ( x ) .现在则更精确一'点来估计 0 it ) = f Lx + th ~\~ ( d /) ( x ) //i ， 当 f 在 [0 ， 1 ] 中变 
动时 x ^ t iy — x ) 就沿连接: c 与 x + A 的线段从 x 变到 x + / i ， 所以可以应用定理2,这样做的好 
处在于，中 (1) - ◎ (0) = /(x + / i ) — f ( x ) — ( d /) (x ) A ，所以我们不仅可以估计到 f (x + h ) — 
/ Cx ), 而且估计到了 f(x + h ) - fix ) - (dp Cx ) a . 注意到我们假设了 / gc 2 , 所以 (dp ( x)e 
c 1 ,这样中 （?）g c 1 . 所以应用定理 2 是合法的.中 （?) 对于 ？ 的微分是 

f ix^r th)h — ( d /) ix ) h ， 

所以定理 2 中的 M 可以取为 sup 11 f ix + th^h — ( d /) ( x ) h || . 

用完全同样的方法，在考虑二阶微分时，我们考虑 

0 (t t s ) = f (x + th + sk ) - ( d 2 /) ( x ) ( th ， sk 、 ， 

( d 2 /) ( x ) 是一'个双线性形式，右方后一 ■项就 是它在（％， A ) 上之值，对 r 和 s 分别应用一 ■次 上面 
的程序，就会得到 

|| A k /\ h f ( x ) — ( d 2 /) ( jc ) (h ^ k ) || ^sup I ( d 2 /) (x + th + sh ) (h y k ) — ( d 2 /) ( x ) ( A ，々）|| 

= o (1) ( || A || • || 々 || ) 

在上式中对换 a 与々，由于 i \ k i\ h f ( x ) = A h i\ k f ( x ) 所以有 
|| (d 2 /) Cx) (k ， h) - (d 2 /) (x) (A ，々 ）|| 

二 II A , A ,/( x ) - ( d 2 /) ( x ) ih . k ) - A , A ,/( x ) + ( d 2 /) ( x ) ( k ， h ) || 

= o (1) (II A || • || 々 || ) . 

但是式左是的双线性形式，它不可能是比 \\ h\\-\\k || 更高阶的无穷小量，除非恒等于 0. 
因此对任意 h ， keR m 

( d 2 /) ( x ) Qz ， h 、 二 ( d 2 /) ( x ) (/i ’々） . 

定理证毕. 

由此可见，拉格朗日公式是多么好的东西.少了它带给我们多少麻烦！ 

以上我们讨论了二阶微分，对更高阶的微分可以类似地讨论.我们不再重复，只把主要的结 
论归结 如下： 

1. 映射/: 乃 — IT ⑺ CR m ) 为 C " 类映射之定 义是: /6 CS 而且 d /6 C " _1 . 

2. 上述/的々阶微分 dY 是由乃到々阶多重线性映射乃 —L ( R ' R m , … ， R m ; R H )) 空间的 

k 个因子 


映射.即是说，对每一点 xen , ( d k f ) ( x ) GL ( R ' …， R ， R ra ). 

k 个因子 

3. 在8^ 与 R ? I 中均给出坐标系: c 与; v 以后, / GC A 之充分必要条件是/的各个分量均为古 
典意义下的具有直到々阶在内的偏导数的函数. 

4. 若 /G C ，则 c ^/ Cr ) 对任意 x G lQ 均为对称的多重线性映射.用坐标来表不就是/之各 
个分量的直到 A 阶在内的偏导数之值，与施行构成这一偏导数之各个一阶偏导数之次序无关. 

§ 3泰勒公式、莫尔斯引理、插值公式 

1. 泰勒公式在前面两节中我们已经指出，微分学的基本思想就是对一个映射 /(X) 把 
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( AJ ) ( x ) =/(x + A ) -/(X) 的线性部分分解出来，即给出以下的分解 


f(x + h ) — fix ) = A (x ) h + o (h ) (1) 

这里 A 是一个线性映射.因为对不同点: c 这个映射并不相同，所以它是一个函数(其值是线性映 
射或称线性算子，所以它是一个算子值函数）.如果这样的分解是可能的，就说/在: r 点可微，而 
ACx ) 称为其微分,它也时常记为 （TjO Cx ) 或 ( d /) Cx ). 在古典的微积分教本中则说 AA 才是微 
分，而且记/^ = dx ，这样就有了古典的微分定义 


df — f (x ) dx . 

用 （1) 式来作为微分的定义对变量 1 维，/也是1维——即我们常说的一元函数——是适 用的: 
上式就是用于这个情况.因为这时 A 是 R 1 到 R 1 的映射，因此是1维矩阵即一个数.我们就称为 
/在 x 之导数，记作/ ( x ) .同时 （1) 式也适用于 x 是 m 维向量，即 x = (%，…， GDCR ' 
而/为72维向量的情况.这时/:乃― R n 在一定坐标系下应表为 

火 = A ( 工 1 ， •• •，工 m ) ， i = 1 ， 2 ,…， n • (2) 

这时 A 是一个线性映射,不过这个 FT 并不是 D 所在的 R ' 而是其切空间.后一个 R H 
则是靶空间 R n 的切空间.如用上述坐标表示，则 A 是下述矩阵 


(3) 称为映射 (2) 的雅可比矩阵，这个映射现在称为/的切映射.总之，我们在上一节的处理是把 
古典的微积分中一元函数和多元函数的微分统一在一起了 .这样做还有一个目的，即将来这一个 
理论还可以适用于更广泛的领域中.例如与『将被代以弯曲的空间，或代以无限维空间. 

现在这样看待 （1) 式： 由它立刻可见, / Gc ) 在: r 点是连续的.当 || /i || —0 时， （1) 式左方是无 
穷小量.所以 （1) 表示这个无穷小量可以分解成线性部分和高阶部分（对于 A 而言）.我们也说 


过， ( A ,/) ( x ) 的线性部分包含了有关/的性态的信息.所以，用 d / 代替 祢为 f 的线性化.我 
们暂时把如何通过线性化来研究 /( x ) 放在§5以后再讲.现在要问，可否把 0 继续分解为 A 
的二次式而与 A 2 同阶，再加上的三次式而与 A 3 同阶……的无穷小量？上节结束时讲到高阶 
微分时已经提到这一点了.现在我们要继续沿这条思路走下去. 


在上节讲到々阶微分时，我们假设 / GC . 现在因为所需的微分阶数不定，所以我们假设 

fee 00 • 

先看 m = n = l 的情况.这时，我们有熟知的拉格朗日公式 


/ (j ： + A ) — f ix ) ~ f ix + Oh ) 0 〈沒 <1. 

其成立的条件只是 / 在开区间（: c ， x + A ) 中有导数(: c ) 存在.如果(: c ) 在: c 点还是连续可 
微的，则在上式右方对 /' (x +浙）再用一次拉格朗日公式有 

f (x + 6h) = f' (x) + /' (x) Oh + o (h). 

代入前式则有 

f (x + h) - f ix) = f’ (x) h + f' (x) dh 1 + o (A 2 ). 

我们前面说过，在 77? = = 1 时， // Cr) = A ，所以上式与 （1) 是一致的，而有 

Ah + 0 (h) — f' ( x ) h + f' (x) Oh 2 + o (A 2 ) ， 


也就是 


o Oi ) — f Qh 1 ^ o (/ i 2 ). 





但是它并不是我们需要的进一步的分解，因为其右方的 0 并不确定.我们只知道 6 依赖于，但 
具体的依赖方式并不知道，所以撕 2 并不是 A 的二次式.回忆一下我们在上一节一开始时对于 
微分 d / 作为差分的“主要部分”的说法所作的评论（可以把 0 ( A ) 的一部分也归入 AA 而不损害 
它作为“主要部分”，而当 A = 0时 , AA = 0怎样也不能算是 A ft / 的主要部分），就知道我们提出问 
题时为什么说要把 o ( A ) 分解成一个/ I 的二次式而与 A 2 同阶(其实 A 的二次式不一定必与 / i 2 同 
阶，因为有系数全为0的特例与上述 A = 0相应）.可见要解决0 00的进一步分解还要用其他方 
法. 

仍是为简单起见,下面令 n = l ， 也就是在 Q ) 中把/的各个分量分开来讨论，但是却令 m >\. 
只有在这时我们才会看到，由于缺少了拉格朗日公式带来的麻烦.如果我们是想在 x 点附近研 

究 /( x ), 则要求 D 是的这样一个 邻域: 若一点则连接 x 与的线段也全在 D 内.这类 
区域§1发獲王为屋歷韵 MS ，于是若 x 与工+ " 都在 n 中，则连接这两点的线段即集合 

ix+th-) (4) 

也全在 D 中， / Cx ) 在此集合上的限制 

F (?) 二 / (x + th ) 二 / + thy » *** t x m + th m ) 

版为 t 的函数，而且因为已设 /(X)GC 00 , 所以 FC ^ GC 00 ([0,1]), 尤其值得注意的是 

F' (?) = 9 f ^dx 认 ， F’ (0) = f’ （ x)h= (d/) (x)A ， 


V ⑴ (t) = 'z d " f(x+ , th) h t … & ， （ 5) 

dx , '" dx , i k 
h h . 

F ik：) (0) = ^ /( f ) — h t … / i , = (( d 々/) ( x ); A ，…， / i ). 

dx , "' dx , i k J 

最后一个式子很值得注意，其左方是 F ( r ) 的古典的々阶导数在 r =0 时的值，而右方则是上节最 
后讲的 a 阶微分所成的 a 次型（不是々阶多重线性形式）在（\ ， ...， h l ) 处之值， （( dY ) (工）； 

1 k 

h ，…， h ) 是 k 次型的标准记号. 

对于这个 FG ), 可以应用微积分的基本定理而有 

F ( l ) - F (0) = f(x + h ) - fix ) = f 1 F ' ( t)dt 

Jo 

^ 7 r 1 dfix + th) n 

=Zj ~ 3 Z —— d?. ( 6 ) 

i = l 」 0 d 

于是， ( A h f ) Cx ) 的分解就归结为 （6) 式右方这些积分 （/ i 是其中的参数)对 / i 的分解.这一分解可 
以用分部积分法来实现.于是我们对 f 1 矿 (?)dr 应用分部积分法，而有 

d 

J u 

1 F ' ( t)dt = - ( l - r ) F / ( r ) ' + (1 - t ) ( t)dt 

Jo 0 J o 

=^(0) + f 1 ( l - r ) F "(?) d ? 

J D 

=^ d_£^ hi + p (1 _,) r( ,) d , 

Jo 
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= ( ( d /) (x ) ， A ) 

这里为什么要“积出”一个 （1 - r ) 而不用 

F ，( t)dt = tF / ( t ) 


(l-^F^COdt. 




⑺ 


因为这样一来，右方第一项成为 F / (1) = 2 df ^ + h ) h t = (( df ) (x + A ) ， A ) 这样我们不是将 

/Cx + / i ) 用 /(X) ,/ Cx ), …来展开了，而是将 / Cx ) 用 /(X + / i ) , / Cx + / l ), …来展开.而且右 
方第二项再作下去就会正负相间.总之会得到许多麻烦.又， （7) 式右方第一项即线性映射 
( df ) Cx ) 作用在向量 A 上之值.本来是记作 ( d /) ix ) h 的，现在写作 （( d /) Cx ),/ i ), 是为了与下 
文统一. 


(7) 式右方第二项是 




「 1 d 2 f (x + th ) 


h J: 


dx ： dx ： 


(1 — ? ) d ? = F tJ ( x ， h ) h t hj 


这里 


F tJ ix fh ) 


d X^o x t 


确实依赖于/^，所以不能说 (7) 式右方第二项就是 A 的二次式.要想得到所需的分解，应对这一 
项再作分部积分.于是有 


(l-OF^COdt 


-y (1-?) 2 F "(?) 


2 } 


( l - t ) 2 F Q) ( t)dt 


■4 f "(0) +4 - ( l - r ) 2 F 0) ( t)dt 

I ^ J 0 

1 ^ d 2 f(x\ 7 
T d^~ Kh 


i ， J. 


~2 


(1-?) 2 F g) 


现在可以和前面的 ( Ah ) =/( x ) 仉 2 + o Oi 2 ) 来比较了.如果把我们现在的推算用于它（即 m 
n = 1 的情况）.将得到 


o ( h ) = ~2 f "' ( x ) h 2 + ~2 


(1- ?) 2 F g) 


注意到由 （5) 式， F g) G ) = 0( rU 3 , 代入上式立即有 

f' ix) Oh 2 + 0 C/i 2 ) = 士 / ^ Cx) h 2 + O (1) h 3 . 

因此当 / i —0 时,至少在 / Cx )7^0 处有即是说，拉格朗日公式中的 0 确切依赖于 A 的状况 

虽然还不知道，至少可以得出 d = ^+ o ( l ). 

这样的计算当然还可以继续作下去，即对积分项逐次应用分部积分法，有 


2 


(1-?) 2 F g) ( t)dt 


(1-/) 3 F 0) it ) 


(1- ?) 3 F (4) ( t)dt 
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第三章微分学 


= 7-7 \j^ k f (x );"， … ’A] + a — t') n f ( n+i) Q). ⑻ 

t4 kX N! Jo 

在 [(#/) (^) ; /1,-,/1]中是把(#/) Cx ) 作为一个々线性映射而作用到々个 a 上去. 

我们再来分析一下这个证明.我们假设了 D 对: r 是星形域，这个假设的作用在于，也仅仅在 
于它保证了连接1与 : r + A 的线段全在 D 内，而沿着这样一个线段可以作积分，拉格朗日公式那 

样的沒也就可以从 f 1 ( l - f ) k F ik + l) ( t ) dt 中对 F a + 1) G ) 这个因子应用积分中值定理得出.但这 

只对 n = 1 时可用.（就是应用以下定理：若 /( xhg ^ x )， 均为连续函数，而且 g "(: c ) X )， 则 

f ( x ) g ( x)dx = f ( c ) g ( x ) dx y a 《 c《b .但当 n >1 时，|^ + 1) G ) 是一‘个 n 维向量，而不是 

v" Q, a 

一个函数,所以这个定理不能用 .） 即令按这样讲，我们现在对/的假设仍然多于拉格朗日公式 
f ( b ) — f ( a ) = ( c ) (b ~ a ) .在那里只要求 /( x ) 在 [a » b ]上连续， （ a ，6) 上有导数，至于 f ( x ) 

是否连续，因此 \ h fix ) Ax 是否有意义尚且不知，更不说它是否等于/(6) -/( a )， 更不说能否 


分部积分了.初学微积分的读者常 认为： 既然微分与积分互为逆运算，则 ix)dx = fib ) - 


f ( a ) 自然成立.这样是把问题看得太简单了.我们在第四章将用很大的力量还给不出一个完满 
的答案！暂时把它放在一边，我们现在加上星形域这个条件,就在一个十分重要的方面与拉格朗 
日公式所需的假设一致了.如果不问这公式中所需要的可微性条件，则这个公式所受到的真正的 
限制在 于:它 只能用于一个区间上，而即令是在 R 1 中，区间还只是最简单的开集.现在举一个 


“反例 ”：令 1= (0,1) U (2,3), J 自然是一个开集.今在 了 = [0,1] U [2,3] 上定义函数 / Cx ) 如下 



x G [0 ，1 ] ， 
x G [2,3]， 


则 / Cr ) 该是一个规矩的函数了，可是令 a =0,6 =3,立刻可见拉格朗日公式不成立，区间与一 
般开集之区别至少在于区间对其每个内点都是星形的！当然这个“反例”简单得令人好笑.可是 


到了高维空间，星形假设就不那么好笑了 .我们前面证明“当 （ d /) Cx ) =0时, / Cx )^ 常数时也遇 
到这个问题.星形的本质就是 D 可以“缩”为其中一点 x , 而 D 在收缩、变形过程中没有越出 


x 则可以完全不动.收缩、变形都是数学中极为重要的概念，我们在§2中两次讲到连续拓展法 
就是与此密切相关的.我们证明§2的定理9时，也就是利用这个方法，引入了一个连续变动的 
参数 Z ，才得到 f (x + h ) — f ix ) — ( d /) ix ) h 的精确估计. 

现在把这个问题放在一边.我们把 ( AJ ) ( x ) 分解为 A 的各次“幂”，目的是为了在： c 附近研 
究 /( x ) .即令 D 对于 x 不是星形区域，: r 既是 D 之内点，必有某个以 x 为心，以充分小的正数 p 
为半径的球 ( dCA 球对于球内的点是星形区域，所以只要以％ Cx ) 代替 D ， 总可以证明相 
应的结果 gx 因此，下面我们就不再提星形区域的问题，而所得结果也只说在 x 附近 

成立.上面 i 了^ ifi 只是因为这是一个重要方法，而以后我们还会多次使用它.将来还会把 
它抽象化为某种类型数学模式.不过它已超出本书范围之外了 .总结起来,我们有 


定理1 % 

正整数 N 必有 


^： n ^ R n 是 C 00 映射，这里 n ( ZR m 是一开集，： cGD ， 则对充分小的 / i 以及任意 
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f Cx + h ) = f ( x ) + - r - j - Ld k f ( x ) ； /l » * * * /i ] + R n (x y h ) y (9) 

k 今 

这里 

R n ( x ， h)= 1 ^ n f 1 (1-?) n F Cn+1) (10) 

H J (、 

Fit ) = fix + th ). (9) 称为 /( x ) 在 x 点的 iV 阶泰勒公式， i^ N Cr ,/ i ) 称为其余项，而且 

II R n ( x ， h ) || =0(1) II h || N + 1 . (11) 


证 除 ( id 以外都已证明了 .（ id 也是很容易的.因为 f ( n +1) g )= 2 (€/) Cx + 汍.尽 

I ^1 二 mi 

管 3 】/Cx +执）中还含有 / i ，它不是 / i 的 N + 1次多项式，但是它在: r 的某个闭邻域中(注意 || /i || 充 
分小）为 C 00 函数，从而有界，所以 II F (N+l) ( t ) II <M II h II N + 1 .代入 （10) 式即得证明.这里的记 
号％下面再解释. 


注 1泰勒公式有多种形式的余项， （10) 称为积分余项，重要的是估计式 （11). 
注 2我们现在换一个记号，在 (9) 式中把: c 换成0而把 h 换成: r , 将有 


fix ) 二 /(0) + 


N 


2 ^y[( d V) (o) ; x ，一 ’x] + i4 (o’ 


X 


( 12 ) 


这里 [( dY ) (0); x , …， x ] 既然是々线性映射作用在々个向量 ( x , …，: c ) 上所得之值，自然是 x 之 
各个分量(:^，…， X m ) 的々 次齐次多项式.在数学中有一套记号特别适用于表示777个变元(例如 
这里的^ C m )) 的运算.首先我们引入重指标 O = ( q ，…，〜），这里每个&都是非负整数， 
a , GN,N 是自然数的集合(我们都习惯于称1,2,…为自然数，而0不算自然数，但在比较新的数 


学文献中常把0也算作自然数的，于是 N = {0，1，2,…），我们现采用这种记号），所以也记作 
a G N m .我们记 I a I = q +…+ a m >0,称为 a 之长度 . a >0 即指每一'个~>0,若有两个重指标 
a = ，…，与 /3= ( A ，…， /3 m ) ， a ± /3 = (q ± /?!，…，± /? m ). 当然这里应要求化 土 戽>0, 

否则重指标±仏，…，〜± 就没有意义了 . 就表示 f = 1，2,…， m . a != 

Ql ! …〜！.值得注意的是二项系数的记号也推广到了重指 标上： ㈡ 二 ^ =卜’ … 
.这当然只在时有意义，若不然必有例如这时按惯例应定义=0.根据这 


个惯例，我们也应该规定，若不成立则=0.此外 对于工 我们 定义/ = xp … . 我们 
又定义 d ; 二 .这样的定义仍能保持例如 x a . x p = x a ”， d a ， d 【= d a : fJ 等关系式成立. 

1 rn 

还是回到 （12) 式，现在它成为 


fix ) =/(0) + 2 A a x a + - R]v (0， x ). 

而且只~(0,1) = 0(1)||_3：|| N +1 .对上式双方求导数，立即有 

d a J(0)=al A ff . 

因此九= (0) ,如果再注意到0! = 1 ,</=/,则上式还可以写成 




(13) 


f ( x )= ― fa d x f (0) x a + R n (0» x ). 


I a\K.N 


这样得到的泰勒公式形式与一元函数的泰勒公式完全相同不过我们要注意， D 表示对一切长 

\a\s^N 

度不大于 iV 的重指标求和. 

注 3 由推导出泰勒公式的推理过程，可以得到一个十分有用的结果 如下： 

引理2 ( 阿达玛 (J . Hadamard ) 引理）设/ (x ) 在: r = 0的某个邻域乃中为 C A 映射， D ( ZR \ 
且 /(0) =0,这时必存在 C " _1 映射 A ，…， R H ， 使得 

m 

f ( x )= 2 x t g t ( x ). (14) 

证 利用前面关于星形区域的说明，我们不 1 妨设 D 关于 0 是星形区域.于是对: rGD ，有含 
于 D 内的线段 I : 连接0与 x 两点.考虑到/在此直线段 J 上的限制为/的函 数： 

Fit ) = f = f itx ) • 

i 

显然 F ( r ) 对 r 是々 阶连续可微的，而有 

F ( l ) - F (0) =/( x ) -/(0) = f 1 F ' ( t ) dt = X ) ^ f 1 


因为 /(0) = F (0) =0 .又有 


m r i P f 

f ( x )= x t — ( tx ) dt . 


令兄 , (工） 


11 3 f _ 


( tx ) dr ， 显然 ^ ec ^ 1 ( n )： n ^ R n 即合于所求. 


2. 极值问题 微分学最重要的应用之一是求极值.不仅是在 17 世纪费马的时代如此，而且 
从那时以来几个世纪中极大极小问题都是数学和数学物理中人们注意力的焦点之一.它所采用 
的方法，所产生的新概念和新思想早已超越了微分学的领域.我们这里仅只能就古典的情况，就 
多元函数的局部极值看一下微分学的应用. 

在古典的极值问题中我们只考虑函数在某区域的内点取得的极值，而现代的许多极值问题， 
例如出现在规划问题中的极值，时常是在区域边界上取得的.这一些与我们下面所讨论的很不一 
样.我们在下面又不打算深究函数光滑性问题，所以我们假设 / :1 Q — R 是一个 C 2 函数，乃是一 
个开区域，还要注意/的靶空间就是 R , 即《 = 1,因此/就是一个函数，而不是一个高维向 
量: 一个高维向量是谈不上什么极值问题的. 

所谓极值是一个局部概念，准确一些说，我们有 

定义1 设是 /( x ) 的一个局部极小（或者说 / Cr ) 在％达到局部极 
小），如果存在 & 的一个邻域 L /， 使对一切 : rG L 7, 都有 

/ ( x ) Cr 0 ). 

类似地可以定义局部极大.以下简称为极小和极大. 

我们处理这种局部极小(或极大）的方法，仍与前面证明泰勒公式的方法一样，不失一般性， 
取 D 为对 m 星形的区域(例如 Cr (> )), 则对充分小的 A ， 线段 

I = { x a + th ； 
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全在 D 内，并连接与 : r = + 两点，令 F ( Z ) =/ Cr n +认），则的函数.而且 

若设则 ( J )， 且 F ( l ) =/(^ 0 + / i ) =/(工），尸(0)=/(工 (> ).因此 

F(l) - F (0) = f F' (t')dt= - (l-OF'Q) 1 + f (l-?)F"(?)d? 

J 0 o J 0 


F，（0) + 


( l - f ) F"(?)dr 


rn ^ f (-r ) m 

2 


ox^dx ； J 


如果必要，可以把乃向 x (> 缩小一点（例如把 ( x (> ) 的半径缩小一点）而设在 D 上 


dx , dx , 


连续.这样做的目的在于保证 32/ G ^ + — 对于 r 和 A 为一致连续，因此 


dx t dXj 
d 2 f ( X 0 th ) _ 9 2 f ( x t 


+ r (? ， /l). 


dx t dXj dx t dXj 

这里 r (?,/0 当 U || —0 时，对 （ Z ,/0 —致地趋于0,因此，只要 U || <3( £ ),必有卜（？，/0|< 
e .将上式代入前面的积分，就会得到我们所需的基本的估计式. 


/( 工 ）二 f(x 、 




dx ： 


T \ 


m f ) 2 f(^r 

V f ° h h 




dx ： 3x ： 


o (1) h 


(15) 


现在设 & 是局部极小，并一项一项地估计上式，先看 A 的一次项，我们把过 : r (> + A ，: c (> 以 
及过 x {) ~ h , x [} 的两个线段合并成一个.后一段不妨写成 [ x t> + (- r ) bx D ] ，因此合并以后得到 
一个较长的线段 Lx d - h * x () + h a ( t ) = ( x 0 + th ，一 . 这样做的目的是使 x a 相应于 


[一1，1]的内点？ = 0.于是记 F (?) = if ° a ) it ) ， h 的一次项2 


d f (工 (> 

3 x ： 


- h t = dF (0) = df ix { 


a (0). 由假设 / 以 x (> 为极小.所以 F ( t ) 作为 t 的函数，以[- 1， 1] 的内点? =0为极小.因此，由 
费马定理 dF (0) =0,即是说 


df(x 0 >a ( 0 ) = 0 ， m 

但是前面已说过，每一条过&的按接触意义的等价类就是一个向量.我们用直线 a G ) = ( x 0 + 
th ，— 作为它的代表元，就可以得到这个向量的坐标表示为 /i = ( h ， ."， h m ) . d / CxJ 作 

为由 & 的切空间 IT 二 {△} 到靶空间 R 1 的切空间（还是 R 1 ) 的线性映射，既然把所有的向量 

a (0) 都映为0,自然是一个零 映射： 

df ( x 0 ) = 0. 

如果读者感到这样的推理太抽象，不妨按通常的微积分教本中的讲法再讲 一次: / Cx ) 既以 A 为 
极小，记: c 之分量为，…，之分量为 Cxp ，…， ) ，则在/ (: r ) = / (:^，…， ) 中， 
我们可以依次地只让一个分量变化.于是可以考查 /( A , xf , …， x 严） ，作一个一元函数，应在 

七二:^时达到极小.因此，由费马定理 (…：£;•••，々) ） 二0于&二4 1 )时，亦即 
= 0 .同理!4^二 (M 二2,…， m .这样，我们就会得到 
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这正是 d /( x 0 )*« ( o ) =0. 

既然问题如此简单，又何必用与坐标无关的讲法让缺少经验的读者摸不着头脑呢？问题在 
于，我们会遇到需要在许多坐标系之间作变换的情况.因此，与坐标无关的处理是最方便的.我们 
正是想多通过一些例子帮助读者逐步熟悉这种处理问题的方法. 

现在来看关于 A 的二次项 I i 它是一个二次型，其系数矩阵(除了因子 I )即 

1，J = 1 Xt X J 

/之黑塞矩阵，亦即 （ d 2 /) ( x (> ) .记此矩阵为 A ， 则上节定理8已表明 A 是一个对称矩阵，而这一 


项就是这里我们引用了线性代数中 IT 中的内积记号〈•，•> .线性代数告诉我们，任 

一 个实对称矩阵都有实特征根 At ，…，不妨设 — (现在的函数/自然是实值函 
数，否则谈不上极值)且必可用正交变换化为对角形，即 


T~ l AT 


X t 是 A 的特征根.特征根也称为固有值.在 iAh ， h ) 中令 h 二 Tk ， k 仍为 R n 中的向量，则 

( Ah ， h ) = ( ATk ， Tk ) = (! TATk ， k ) 

= ( T _ l ATk ， k ). 

这些特征根有以下几种 情况： 

1. 所有 >0. 这时 A 称为正定的 (positive definite ). 而且 

( Ah ， h } = { T ~ l ATk ， k )> X x || k || 2 = Ai II h || 2 . 

这里我们利用了正交变换不改变向量之 长度：|| A || = || Tk || = || 々 || . 

2 .所有 A , X )， 这时 A 称正半定 (positive semi - definite ) 或非负定 ( non-negative definite ) ，而 
且对一切有 

< Ah ， h )>0. 

3. 所有 Aj ^ O . 这时 A 称为负半定 (negative semi - definite ) 或非正定 ( non-positive definite ) 而 
且对一切有 

( AA , A )<0. 

4. 所有\<0,这时 A 称为负定 (negative definite ) ，且 

( AA ^ X - | A m | || h || 2 (= A m || A || 2 ). 

注意，因为 A m <0, 所以； ^ = - I ； l m I . 

5. 有的 A , 为正，有的为负，这时 A 称为不定的 （ indefinite ). ( AA , 对某些取正值(不 
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仅是非负值），对某些 h ^ O 取负值(不仅是非正值）. 

关于 A 的特征根或固有值的符号，只有这几个情况.有了它们 [ d 2 / C ^) ; 々，/^二 

y (( d 2 /) ( X 0 ) h ， h ) 的符号就完全确定了. 

(15) 的最后一 ■项是 余项.对任意 e > 0必可找到一'个3 ( e ) > 0，使当 || /i || < 3时， 
0(1) || h || 2 |<£ || h || 2 .但是就是这一项给我们带来麻烦. 

所谓极值问题，其实就是当 U || 相当小时，希望 / Cx (> + a )-/(&) 的符号能保持不变.首 
先我们看到 ( d /) ( x (> ) 必须为0.因为 （14) 第二项是 （ d /) Cx 0 ) • h 它其实是向量 （ d /) ( x 0 ) 与向量 
h 的“内积 ”（( d /) ( x 0 ) 与 h 这两个向量有本质上的不同.为什么其本质不同反而能定义其“内 
积”，将在第七章中讨论）.如果有一 ■个 A 使 ( d /) ) h >0,则米用 -/ i 必有 ( d /) ( x 0 ) (— h ) <0, 
因此 / + h ) - f G : (> ) 与 / — h ) — f Gc (> ) 必反号（后面 || /i || 局次项不会影响于此.读者仿 
照下文自会证出）.因此:不可能是极值.其实上面我们已经用费马定理证明了这一点.问题是 
我们在讨论极值问题时，是在讨论一种特别简单的 映射： 《 = 1，因而/就是一个普通的函数， 

( d /) ( x 0 ) = 0就是= 0, f = 1，2,…， m ，或写作 grad / ( x 0 ) =0. 在这种点上会出现极值等 

非常有趣的现象.当；7 >1时，是否要/之一切分量之一阶偏导数均在&处为0,在％处才出现 
“奇迹”呢？（我们前面说过，“奇点”就是出现“奇迹”的点 .） 用不着.注意现在 （ d /) (% ) 是一个 
1 X m 矩阵，其秩最多是1 . ( d /) ( x 0 ) =0就是 ( d /) ( x 0 ) 之秩不是最大的1，而是更小的0 !推广 
这一点到一个一般的映射 IT . 我们说，凡 ( d /) Gc ) 不能取最大秩的点： r a 就是奇点. 
在现在的情况称为临界点 (critical point ). 非临界点称为正规点 (regular point ) .在§ 5中会看到， 
正规点都是规规矩若％是函数在其临界点 Mtt ^ 0 =/( x 0 )^ o 就称为临界值 （ cri - 
tical value ). 不过临界值也可能是 / 在某正规点之值:= / ( j；i ). 这是因为临界值的原像可 
能有许多个，例如这里的和，而不一 ■定 它们都是临界点. 

有了这些根本概念，我们就可以得到下面的 

定理3若 / :1 oor — 只在《0中为 c 2 映射 ， x D 是 d 的内点，则/以_^为极小（极大）的必 
要条件是 

1. ( d /)( x 0 )=0， 

2. ( d 2 /) ( x ( ,) 为正半定（负半定）. 

证 1. 不需再证. 

2. ( d 2 /) Cx ( ,) 不是正半定（正定也包括在其内）就是有一个负特征根，设为 Ai .又设相应的 
特征向量，又称固有向量 ( eigenvector ) 是 / i (1) . || / i (1) || #0,但其值不定，因为特征向量再乘上一 
个常数因子仍是特征向量.于是我们考虑 / G ^ + Z / u ) -/(&). 因为 （ d /) ( x ( ,) =0,所以 （15) 之 
第二项为 0. 至于第三项，由特征根与特征向量之定义. 

( d 2 /) ( x 0 ) A ⑴= A ! A ⑴， 

所以，记 A ⑴ =(/ iP ，…， Ai 1 )) ，有 





f 、 工 、、 + / i (1) ) - f (: II h (1) || 2 <0. 

这与 A 是 / Gc ) 之极小显然是矛盾的. 

关于: c D 是极大值的情况证明类似，定理证毕. 

定理 4 若 /:DOT—R 在 D 中为 C 2 映射，％是 D 之内点，则/以 A 为极小（极大）的充 
分条件是 

1 . ( d /) ( x 0 ) = 0， 

2. ( d 2 /) ( xj 为正定（负定）. 

证 当1成立时，我们有,对任意 h ^ R m 


f Cx Q + h ') - f ( x ( 


g2 /^o 
dx, dx t 


0 ( 1 ) 


=(( d 2 /) ( x 0 ) h * h ) + o ( l ) || h 


如果 ( d 2 p ( x 0 ) 为正定，贝 U 其最小特征根 A i > 0 ，如前面所述，当 || A || 充分小时，余项为 


o ( D | UII 2 <^UII 2 , 故 0(1) U ll 2 >-^U 


/ ( x 0 + h ) - f ( x 0 ) || A || 2 — 寸 || /i || 2 = j || /i || 2 ^0. 

所以 A 是极小. 

关于极大的情况证明类似. 

大家可以看到，必要条件与充分条件之间仍有一些间隙. （ d 2 /) ( x a ) 为正半定表明作为矩 
阵，它可能有零特征根 .一 个矩阵有零特征根的充分必要条件是其行列式为0,在这个情况下 g 
个矩阵或这个映射或这个临界点称为蜕化的.在我们的情况下，如果用坐标系来表示7 

( d 2 /) Cr 。） 就是黑塞矩阵 Hess x /( x 0 ) = ^ d ). 当它纟兑化时，我们就说映射/: R 

的临界点 x D 是蜕化的.因此， x (> 为极小的必要条件与充分条件的间隙就在 于：当 为极小时， 
( d 2 /) ( x (> ) 可能是正定的，也可能是蜕化的，而得不出 （ d 2 /) (%)为正定.反之，若设 ( d 2 /) ( x (> ) 为 
正半定，则它可能是正定的（如果我们把正定也算作正半定的话），这时确定是 极小； 但它也 
可能是蜕化的，这时我们对/在: r D 附近的性态就说不出所以然来了. 

于是，余下的就只有 ( d 2 /) CrJ 为不定的.这时，它既可能是蜕化的，又可能是非蜕化的.但 
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不论如何，其特征根有正有负，不妨设而相应的特征向量为/ i a) > .于是仿照前 
面的作法很容易看到，当 || A || 充分小时 

f (xq + / i (1) ) — f ( x () ) I h (l) || 2 >0，若 A 7^0; 


/ Cr 。+ h (2) ) — f I h (2) || 2 〈0’ 若 A 7^0; 


就是说，在某些方向上， / Gc (> ) 很像极小，而在另一些方向上， / Cr (> ) 又像极大.这样的点称为鞍点 


(saddle point ). 图 3 — 3—1 上画的是 


这时 


z = 


/( 工 


: V- 


= x 


2 

: y , 


d 2 / ( x ， 0) = 2 


0 


v 0 


它有两个特征根 Ai ，= 1， - 1.相应的特征向量是 A (1) = (1，0)， 
h f2) = (0 » 1). A (1) 是: c 轴方向的向量.沿此方向/ Cr ) 有极小 .A 
是； y 轴方向的向量，沿此方向/ ( x ) 有极大.但整个看来，（0,0)是 
一个鞍点.但是幻,0)是映射 (17) 的一个非蜕化的临界点. 


临界点的研究是现代数学中一个很活跃的分支——奇点理 



论的根本问题之一.在这里划分临界点为蜕化与非蜕化是极为重要的.蜕化临界点情况太复杂， 
而非蜕化临界点则情况完全清楚了，因为我们有重要的莫尔斯引理 (Morse lemma ). 

3 .莫尔斯 (Morse) 引理 下面一段的内容稍微离开了极值问题的范围，而且以后也不会用 
到.介绍它是鉴于它在整个数学中的重要性，因此加在这里作为本章的一个插曲.由它引起的问 
题就是临界点的拓扑结构问题.由于它与前面讲的极值问题并无直接联系，所以定理的条件也将 
加强一些.具体说来，考虑一个 C ™ 映射 R , 即/是一个普通的 C ™ 函数.当然也可对 
f ： D-R\n>l 考虑类似问题，但是要困难得多.我们设 0 GD 是/的一个临界点，即适合 
( d /) (0) =0,我们限制只考虑非纟兑化临界点.这里我们有 

定义 2 若对上述 c 00 映射 / :1 nor — r ， ogd 是/之临界点，即 ( d /) ( 0 ) = 0 ,而且 ( d 2 /) Gc ) 
是非奇异的，如用坐标表不，即设在 x = 0 处的黑塞矩阵 Hess x / (0) 适合 det ( Hess ^；/ (0)) #0，则0 
称为 / 之非蜕化临界点. 

这里我们的基本结果是 

定理 5( 莫尔斯引理） 若0是上述/的非蜕化临界点，则有0的一个充分小的邻域以及在此 
邻域中的局郃坐标 y -： x — x ^ y ) ，使 0 = :c (0) ，而且 / 可以化为标准形式(或称法式 : normal form ) : 

X m - X 

fix) = f Lx (y) ] = ^ ( 3 ；) = / ( 0 ) + ^ y\ ~ ^ y\ + j ■ ( 18 ) 

证 不失一般性可以设 /(0)=0 .所谓局部坐标就 i 一个微^同胚 : c = x (： y ), 亦即对应: y — 
X 为一一映射，且 : C (>0与其反函数 y j (: C ) 在0点附近均属于 C 00 . 

这个定理与线性代数中二次型必可用非奇异的线性变换化为标准形式的定理是非常相近 
的.它有多种证法.下面我们介绍米尔诺 ( J . Mihior ) 的一个证明，此证明也十分相近于线性代数 
中关于二次型的定理的证明.证明引自米尔诺著《莫尔斯理论》一书6 〜 8页（科学出版社 ，1988). 




由阿达玛引理（即引理 2), —定有 


/( 工 ) =/^ + 2 x jSj ^ = 2 x jSj ^ 


而且有 


于是再用一次阿达玛 引理: 


^ (0)= ^ - = ° 


( x ) = S x k h kt ( x ) ’ 


且 ‘ （0) = 以它代入 fix ) 的表达式即得 

dX k 


/ Cr ) = 2 x k Xjh kj ( x ). 


我们可以假设 


h k} (x ) = h jk ix ). 


因为取上式中的两项，并将其和改写为 


x k x } h k] Gc ) + x } x k h jk Gc ) = x k x } Vh k ) (工) + h jk ( x ) ] + ^ 

= x k Xjh h) ( x ) + x } x k h )k ( x ) ， 


x k Lh kj (. x ) + h jk Gc )] 


显然 & . 把这两项代回 / Cr ) 之表达式.即知、 Cr ) = h jk ( x ) .而且易见、 （0) 

所以 det (〜 （0)) = det ( Hess ^/ (0)) 7^0. 

的主对角线上必有非 0 元.因为，如果 A u =0, 则 （19) 中至少有一个关0.否则 

/ Cr ) 的表达式中将不出现因子 (V z ). 所以二0而 Hess x /(0) 是蜕化的.这样我们就 

可以设 An = 0,但 A 127^0.这时，再令：^ = 3^ ^ yi y ^ 2 = yi — m ,则/ (工）中将出现 

/i 12-^1 ^2 + h 2 xX 2 x l = 2 h n (y 2 i ~ yP ■ 

此外再也不会有含 W 和 W 的因子了.所以在作了这样的变量变换以后， / Cr ) 的表达式中 W 的 
系数为 2/ i 12 7^0 .但这就是在新变量下的 / i u ，所以我们说可设 （19) 中 h n 7^0. 

将 （19) 重写为 

m m 

/( x ) = h n x \ + Cp i h ll x t x l + + … 

1=2 t=2 

m 

= h n x \ + 2 + … 

m 

' y ^ i h x x 

=± Q \ h n \ x x ) 2 + 2 1 = 1 (\/ I Au I ) x ! + ••' 

V 7 I /in I 

这里 土表示 A u 之符号，即 / I U = ± 1/^1，“…”中不含因子： ^ ，经过配方，有 
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/( 工 ) 

如果作变量变换 


土 


I h n I 


X^ X 


2^ 


， - X, 


I h u I 


R tJ (x) x t Xj . 

t ， j>i 


则 



y t = i > l ^ 


(20) 


f ( x ) = ± y 2 } + 2 h tJ . (21) 

问题在于 (20) 是否微分同胚.将在 §5 中证明的 g 函数定理表明，只需 （20) 的雅可比矩阵在 : c = 
0处可逆即可.但是这个雅可比矩阵是 


\ h u \ + O ( x ) * … * 

0 1 0 

， 

、 0 0 1」 

其中 * 表示某个在 : c = 0 处光滑的函数，因此在 : c = 0 处这个矩阵自然是可逆的.所以在 x = 0 的 
一个充分小邻域中， （20) 是一个微分同胚，从而 （21) 是 j 在 y =0 附近的 C °° 函数，而 （21) 中的 
h tj ( x ) 其实也是 y 的 C °° 函数.若记 (21) 为 


/ (X) = ± W + 7 " (J) = 土 ：^ ( x ) ， 

j 二 2 

在 / 中视 A 为参数，很容易证明 （ d /) (0) =0( 这里 ( d /) (0) 表示对…的微分，而沁 
作为参数也为 0) .我们也容易看到 


Hess 工 / (0) 


±2 

0 


0 


0 


01 


Hess/(0) 


Hess / (0) 表示只对 : h ， ， y m 求导，但在参数：= 0以及 h =…== 0时求值.因为 
HessjXO ) 是非奇异的，所以 Hess /®) 也是非奇异的.这样，可以对 /(>) 重复上面的作法（但以 
&为参数），经有限次以后，即是 （18) 式.定理证毕. 

有了莫尔斯引理后我们换一个角度来看一个映射 / : DOT — IT 在处的泰勒公式 

N 

/( x )=/(0)+ 2 A a x a + R N (0, x ). (22) 

\ a \ = k 

上一节我们讲过两条曲线 x = f ' G ) 和 x = / 2 G ) 在 f =0 处々阶接触的概念，即 

f ' (?)-/ 2 ( r ) = o ( l ) k | S 但右方不能改为 o ( l ) M A + 1 . 

曲线是 JCR — R n 的映射，即 （22) 中 m = 1的情况，这个概念当然可以推广到两个映射/\，/ 2 : 
DOT — 我们说这两个映射在 : r =0处 N 阶接触，即指. 

f x ( x )~ f 2 ( x )= o(V || x || N ，但右方不能改为 0 (1) || x || N + 1 . 
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第三章微分学 


所以 (22) 就表明 / Cx ) 与/(0) + 2 （ A a =^3^(0)) 在 x = 0 处 N 阶接触.泰勒公式的 

l^\a\=k a * 

这一部分，即这一 “段”，称为其] V 阶！ ( jet ). 这是一个 iV 次多项式，但是要注意适合 | « | =々的 
有很多项，这是由于 a 是一个 ij 旨标的原故.所谓 N 阶节是指要把所有适合|« | = N 的 
都算进去，而不能有遗漏.只有这样才能保证接触的阶数是 N . 如果我们把所有适合|«|< 
N -1 的项算进去了，而适合^| = iV 的项漏了一项，则所得并不是 iV 阶节，而与 N -1 
阶节一样.这就是说 iV 阶节的定义还应该表述得更清晰一些，这一点我们就不讲以泰勒公 
式也可以这样来陈 述：即 / Cr ) 之 iV 阶节与 / Cr ) 有 iV 阶接触.当然我们可以证明下面的 命题： 
若有一个 N 次多项 (x) 与 /(x) 在 x =0 处有 N 阶接触，则 (x) 必是 / Cx ) 的] V 阶节. 
即由 /( x ) - P N ( x ) = o (1) II x || N ，必可证明 _ P N Cx ) 是 /( x ) 的 N 阶节.其实证明很容易，令 

J N ( x ) 二/(0) + D -^ jd a f (0) x a 为 fCx)Z N 阶节，则由 fix ) ~] N (X) 二 0 (1) II X || N 知 

Ki w =与 a _ 

P N ( x ) ~ J N ( x ) = LP n ( x ) - / Cr )]+ Lf ( x ') - J N ( x )] = o (1) II X II N . 

但是两个 N 次多项式若不恒等，其差最多是 O (1) || 工 || N ，而不是 o (1) || ：c || N .因此(: c ) = 
J N D - 

以上说的是 IV 阶节与 /( x ) 之误差比之 || x || N 为更高阶的无穷小.但是我们还要进一步 
问，与其 N 阶节是否可能在 1 = 0 附近从拓扑学角度看来是等价的？所谓“从拓扑学角度 
来看是等价的”这句话并不明确.现在我们可以这样理 解它： 如果在 x = 0 附近有一个微分同胚 
•r = x ( 3 ») 使 0 = >r ( 0 ) ，则/ ( x ) = / [x ) ] = F ( 3O .这时我们就说/和 F 从拓扑学角度看来是 
等价的. 

对一般的映射 / :1 nc = RM — R % 讨论上述意义下的等价性是很困难的.但是莫尔斯引理告诉 
我们，若 n = l ， 而是/的非蜕化临界点，则在 x = 0 附近， / Cx ) 与一个二次型在拓扑学上 
是等价的.如果我们换用莫尔斯引理的一个更细微的证明，还可以进一步证明 /(X) 与它的2阶 

节 /( o ) + 4 S 是等价的.这些都是很深刻的结果. 

4. 插值公式 迄今为止,我们讨论微分学问题时都是遵循下面的路 径：先 考虑离散的量，例 
如一段有限长的时间 Ah —段有限长的距离 Ax ， 然后再考虑它的极限 状况: Az —0, △: c —0 又如 
何如何.可以说，我们走的都是由离散到连续这样一条路.而且实践告诉我们，这是研究种种物理 
现象有力的工具.牛顿创立的微积分之所以如此重要，这是根源所在.然而可以进一步提出一个 
更深入的问题，即表现一个自然现象的“曲线”等等，其本身果然是连续的、光滑的……吗？例如， 
为了表示一段时间内温度的变化，我们可以用记录仪器自动地画出一条曲线来，而且我们感到有 
十足的把 握说: 温度作为时间的函数就是这条曲线.但是，许多记录仪器给我们的曲线，其实只是 
一些分布很密 的点： 粗看起来确实是像一条连续的曲线，细看起来更像一条虚线.而且不论是粗 
看还是细看，都还只是自然现象(通过观测和记录的仪器)作用于我们的感官的结果，而不是自然 
现象的本身.要想掌握自然现象的本身，除了需要越来越精密的仪器以外，还需要深刻的理论思 
考.但是我们的感觉，不论用多么好的仪器来加强，用多么深刻的理论来深化，也只可能是对自然 
现象的近似的描述.所以，上面说的由离散到连续之路，也只是我们的思维所走过的、越来越深刻 
地通向大自然的本质的道路.但是我们既然接受了从连续的角度来描述自然现象，当然也应该接 
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受从离散的角度来描述自然现象. 

回顾一下我们已讲过的内容，就可以看到离散的东西与连续的东西是彼此对立而又互相补 

充的.微分学的最重要的定理之一的拉格朗日公式，告诉我们，不但之极限是导数/ Cx )， 而 

且其本身也就是导数/ ($), 只不过$这个点的位置不能确定而已.其实泰勒公式也是一样，只 
不过把函数改变量 △/&) (它是离散的），改用泰勒公式的节（少一项/(0))来近似，其余项也有 
不确定处.所以泰勒公式也可认为是拉格朗日公式的推广.再从泰勒公式的节的几何意义来看更 
可以看到这一点.从 m = l，n = l ， 即/表示一条曲线来看.它的1阶节/ (0) + / (0) x 表示切 
线，但我们可以通过曲线上两点 P . Q ： (0，^)与 （ A ，&) 作割线 


3； - / (0) = ^ G : - 0) ， 


其极限（当 Q - P 时)就是切线.所以1阶节是某一“离散量”的极限.若通过曲线上三点 P . Q.R 
作一条二次曲线3；=人?： 2 +丑2：+匚,则当 Q 、 R — P 时其极限位置也恰好是二阶节（若过这三点 
作一 ■个圆 ，则其极限位置仍是一个圆，称为 P 点处的密切圆 (osculating circle ) 或其曲率圆，其半 
径为曲率半径，恰好表征曲线在 P 点处的弯曲程度）.仿此，若在此曲线上取 iV +1 个点（4, 
/(七）），7 = 1,2,"-,]^/+1,并通过它们作一条#次曲线 3；= A D x N + …十 A N ，则当这 iV +1 个点 
都趋向一点时，这个 iV 次曲线似乎应该趋向于此曲线在该点的 N 阶节，从而保证达到最佳的接 


触阶数.而这个 N 次多项式应该能很好地描述 / Or ) 在该点附近的性态.但是为此首先应该解决 
如下的问题，即设给定 iV + 1 个离散 的点 ： （&，％), z = l , …， N +1, 怎样在一个^ 
的函数类中找到一个函数3； 二 / Cr ) 使得 j =/(&) .或者用物理的语言来陈述它，设在某个 Si 
或观测中发现，对应于某一物理量 r •" r X N+l r 另一物理量的相应值是： W …， 3 W +1 ，如何在一 
个指定的函数类中找到一个函数，使其图像通过这 N + 1 个点 （ A ,%) .有了这样一个函数自然 


十分有利于研究其中的物理规律性.上面我们都是讲的在一个指定的函数类中去找这个 / G ：). 
函数类的限制是十分重要的.这种函数类应该是更容易处理的函数，因为“真正的”(应该说是“更 
准确的”）函数关系是很难找到或者很难处理的.最简单的情况下可以取多项式，或三角多项式等 
等.因此最简单的插值问题 如下： 设在： r 轴上有 N + 1个点，依次排列为：^<: r 2 < … <: r N+1 ，找 
一个 N 次多项 Cr ) ，使(%)等于 N + 1个指定的值(%) = % . 


这个问题很容易回答.因为拉格朗日插值公式给出的 


P N (x ) 


(x 


y \ 


x 2 . 


(•T 


X 


N+- 


( 工 1 


X 2 - 


、: Ci 


X 


yi 


(x — Xj ) (X — x 3 ) ••• (X — 


X 


N-H 


N + 




X 


i) (x 2 


x 3 


、工2 


X 


N + 


+ … + 加 1 


(x — X 

(工 -f l —工 


)••• (x - x N ) 

)••• (X N+1 — X/v) 


mi 

= 2 ^ II 

j=i 的 


(x — x t ) 
(Xj ~ x t ) 


(23) 


就是其解.这里每一项的分子都是一个 N 次多项式，而由 iV 个形如:因子的 组成： 第一项 
缺少 x - xj 第二项缺少 x _： c 2 ，…，第 iV +1 项缺少 x -： c N + 1 .每一项的分母恰好是把分子中的 
: r 换成了缺失了的:最后再乘上“系数” ％.条件中：^,工 2 ，…，: r N + 1 的次序并无关系，但是不允 
许有1=1，否则上式会有分母为零的项.这种情况下，拉格朗日公式问题的提法需做相应的修 




正. 


如果 M 是某一函数 / Cx ) 在 A 处之值=/(&)，则上式给出用一个多项式去逼近/(工） 
的公式. 

如果这些给定的& (称为结点）是等距的，即令& = a ，= & + Ax = a + Ax » x 3 = x 2 + Ax 
=a +2 Ax ， …， j: n + 1 = •Xw + A：r = … =a + NAx ， 将得到拉格朗日插值公式的一个特例：牛顿插 


值公式 


Q N (X) = f (a) 


x — a Af ( a ) , Cx — a)(x — a — Ax ) A 2 f ( a ) 

T !~~2! A ?" 

Cr — a )", (x ~ a — NAx ) A N / (a ) 


这里我们应用了差分记号: △/ Gz ) 表示 f ( x ) 在 j : = a 处对 : c 的增量 Aj : 的相应增量 

A / ( a ) = f (a + Ajc ) ~ f ( a ). 

A /( a ) 的増量记为 A ( A /( a )) = A 2 /( a ) ，称为二阶差分，所以 

△ 2 /( a ) = A/(a + Ax ) - A /( a ). 


所以 


仿此有 


△/ (a + Ax) = /[(a + Ax) + Ax ] - / (a + Ax) 

=f (a + 2Ax ) — / (a + A ： c ) ， 

A 2 /(a) = [/(a + 2Ax) -/(a+Ax)]- [/(a +Ax) -/(a)] 
=f (a + 2Ax) — 2 / Ca + Ax) + / (a). 


A k f (a ) = f (a + kAx ) — / (a + (k - 1) A : c ) + ^ ^ ( a + (々- 2) Ax ) + … + (— l) k f ( a ) 


k 

= 2 ^- l ^ _/ Ci /( a +/ Ax ). (25) 

/ = (> 

由此也可以得出 

/ (a + Ax ) = f ( a ) + A / ( a )» 

/ (a + 2 Ax ) = f (a + Ax ) + A / (a + Ax ) 

= /( a ) +2 A /( a ) + A 2 /( a )， 

/ (a + 3 Ax ) = / (a + 2 Ax ) + A / (a + 2 Ax ) 

=f ( a ) + 3 A / ( a ) + 3 A 2 / ( a ) + A 3 / ( a ) ， 

. (26) 

我们不讲如何由拉格朗日插值公式得出牛顿插值公式.但是很容易验证 (24) 的正确性.例如 
以 x = a 代入 (24) 式后， （24) 式就只余下第一项，故 ( a ) = /( a ). 令 x = a + Ax 就此余下前 

两项，从而 (a + A : c ) = f ( a ) + = f ( a ) + Af ( a ) = f (a + Aj ;) ，余类推 • 

现在的问题是由 （23) 和 （24) 去逼近 / Or ) 的误差问题.这里首先要注意，既然在结点 a, 
•X 2 ，…， Xjv — i 上 ) = Qjv (A ) ， 则 (:c) = Q N (x) . 这是因为 (X) — (:c) 是一 '个 N 次 
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多项式，而在 iV +1 个结点：^,工 2 ，…，上它又为 0. 除非它恒等于0,是不会有 N +1 个零点 
的.因此下面我们就来估计解决这个问题的基础是推广的罗尔定 理：若 / Cr ) 在 
[心6]上为#阶可微，而且在 iV + 1 个点《 = =6上为0,则必可在 （ a ， 6) 中 

找到一点 e 使 F (N) (6) =0 .这个定理的证明很 容易： 只要对 FCx i + 1 ) = FCx t ) =0 应用罗尔定理， 
即知必有乏 G (4,^ + 1 )使 F /泛） =0.再对 r ( X )在（色，6 1 + 1 )上应用罗尔定理，仿此就可证明 
上述定理.于是令 

f ix ) = P N ( x ) + R n ( x ^ i 
立即有，在结点:^ = a + (k — 1) Ax _t 

R n ix k ) =0» k = 1 ， 2,…， N + 1 ， 

因此可以把 Gr ) 写成 

I 

R n (x ) = (jy + ]_) ! ( x — x l ) … （ x — x n + 1 ) 少（工 ）- 

现令 


F(z) = f(Z) ~Pr 




注意，最后一'项中因子少 Cx) 的自变量仍写为： c ，其余的则改写成了 2：，这样做的好处是，将 (27) 
双方都对 z 求 iV+1 阶导数时，有 

F Cn+1) (^) =/ (N+1) (^)—少 （x). (28) 

这里我们利用了以下的 事实： P N G) 是 z 的 N 次多项式，故对 z 求 N +1 次导数后为 0. 现在对 
FG) 作为 z 的函数应用推广的罗尔定理.由于 二 / Cx,) - A (X,) =0,z = l，2, …， N+ 1. 
同时在 z = X 处它也为0,所以在 a 与 _r 之间一共有 N + 2个零点，所以一定在 a 与: c 中存在一 
点芒，使 F (n + 1) (^) =0. 以此代入 (28) 即有 

氺 Cr) = f iN + l) (^). 

代回 (23) 即得含余项的拉格朗日插值公式 


N+1 

fix) = 2 fix/) |j 

尸 1 t 竽 J 


t ) fOv+l) 1 

〜 十 /_ I I h t 

(x. ~ x t ) (N + 1 ) ! 丄士 」 

J 1 J = 1 


(29) 


我们也可对 Q n Cx) 应用上法.因为上法中完全未涉及结点是否等距，于是又可得含余项的牛顿 
插值 公式： 


f ix ) = f ( a ) + 


x — a A/ (a) 

1! Ax 


(x — a) (x — a — Ax ) " m (x — a — (N — 1) Ax) A N / ( a ) 

N ! A ?^" 


+ (N + 1) I (工 - 以)…(工 -a - NAj :) f CN ”)（ 专). (30) 

我们特别要注意 （30) .令 Ax— 0,则对固定的 N t 旦可设 | N Ax |<1，因此 = a ^ x 2 = a + 
A:^ ，…， x N+ ! = a + NAx 全在区间 （a - 1， a + 1) 内，当 Ax—0 时，式左与 Ax 无关，极限自然是 
/Cr), 式右的前 N + 1 项可以逐项求极限，只余下最后一'项的$之位置是与 N 和 A：c 有关的.它 
一定在 a 与 x 之间内，因此当 Ax-0 时，也一定有一个收敛子序列，其极限仍记为不过仍在 




(x — a ) +1) 


a 与工 之间.这样我们又重新回到泰勒公式 

N r^-k) ( \ r^N ^ 1 ) ( 

f ( x )= ^ j^' a (x — a ) ^ + | i ) ! (x — a ) (N + l) . (31) 

余项的形状与前面讲的积分形式不同，称为拉格朗日形式的余项.但当： r - a — 0时它仍是比 
Cx - a ) N 更高阶的无穷小量. 

值得注意的是，从历史上看泰勒 （ B . Taylor , 1655— 1731) 在1715年正是用差分方法得出了 
牛顿插值公式(但没有余项）.然后他^®令 Ax =0( 应为△: c — 0)，令 iV=co (应为 N — co ) 而 
得出了泰勒级数.说他大胆是因为当对无穷级数以及对极限过程都不清楚,也不太了解问 
题的严重性.但是泰勒就进入了我们将在下一节讨论的新领域. 


4解析函数与 C °° 函数 


1. 幂级数 泰勒大胆地从插值公式得出了以他命名的级数展开式——泰勒级数展 开式: 


fix ) = 2 


(jo ~ a) k . 


或者在多个变量即 /: DCRM — 而 m ， rC ^\ 的情况下有 


f ( x )= 2 

«k = ui 


/( 0 ) 


(x — a ) a . 


这里 《 是重指标.其实在那个时代什么是函数并没有划出清楚的界限.不但泰勒说不出他的结 
果是否适用于甚至到了 18世纪末，占主流的看法仍然认为所谓函数就是有限或无限 
的运算组合.而这样的运算组合已经是够广泛的了.关于级数的收敛性，泰勒好像还没有 
这样一个概念.拉格朗日有一些初步的收敛性的概念，所以他是认为任意函数都可以写成 （1) 式. 
即令在今天，许多初学微积分的读者都会有一个错觉，以为只要 /( x ) 在 a 附近为 C ™ 函数，则 
(1) 式成立.这就大错特错了 .一个古典的例子是考虑实变量: r 在 x =0 附近的函数 


/( 工） 


e x » x 


I 0 : c <0- 

用很简单的极限运算立即可知 /( x ) ec 00 (包括: c =0), 而且对一切非负整数々， 

广） （0) = 0. 

因此，对它应用 （1) 式，并取 a =0, 则 （1) 式左方不恒为0而右方恒为0,可见 （1) 并非对一切 C 00 
函数都成立.因此，有必要将使得 （1) 式成立的函数专门划分为一类.这就是我们下面要讲的解析 
函数. 

在给出解析函数定义以前，我们先要注意， （1) 与 (2) 都是所谓幂级数——确切一些说是以 ： r 
= a G 为中心 ( center ) 的幕级数： 

oo oo 

Cx - a ) 或 a a (x - a ) ' 

/2 二 (t I G I 二左 

后式中 a 是重指标.这时有一个重要的 说明： 

1. 正如在第二章中讲到指数函数与三角函数时指出的，当一个函数可以用幂级数表示时， 



最好是立即进入复域.因此，在本节中讲到幂级数时,恒认为自变量 X , 中心 a 以及 系数& 或^ 
都是复数. 

2. 在讨论自变量为复数的函数时，单复变量与多复变量的情况有重大的原则区别.因此，下 
面我们都只限于单自变量的函数 / :1 0(= c — C 的情况 . C 指复平面.它具有复维数1，但是也可看 
作实维数2: C 2 R 2 . 作为复自变量，我们总用 Z 表示^旦^二:^: +卜^^表示^的实部与虚部，都 
是实数.同样复的函数值总用11；=^ + &表示.^^;是加的实、虚部，都是实数.所以下面讨论的 
复函数(通常此词是指复自变量函数，另一个词是复值函数，则是指函数值 w 为复值，而自变量 
则不一定）有两种表不法： 

tv = f ( z ) 或 u = u (x y ) v = v (x ■> y ) . 

总之，本节中我们只讨论以下的幂级数. 

oo oo 

zv = a n z n 或 zv = a n (z ~ a) n . (3) 

我们先从幂级数的一般性质 ^ 的讨论开始.我们在^二章中已经说过，复变量函数的极限与连 
续性与复级数的收敛性、绝对收敛性及一致连续性等概念与基本的定理都与对应的实的情况是 
一样的. 

幂级数的收敛性最基本的特点反映在下述阿贝尔定理中（我们只看 （3) 中 a =0 的情况，一 
般情况相同）. 

定理 1( 阿贝尔 （ N . Abel ) 定理）对于级数 （3), 必可找到一个非负实数只 CR 允许取+⑺ 
值），使得 

1) (3) 在圆 M < i ^ 中绝对收敛，在 M >只 处发散. 

2) 若 KC { z ; M < E } 是任一紧集，则 (3) 在 K 上一致收敛. 

圆|2|<只称为 （8) 之收敛圆，只称为收敛半径. 

注定理中指出 只 >0, 若只 =0，则| = | <只没有意义，而说 (3) 之收敛半径为0就是指对一 
切 M >0, 级数 (3) 均为发散. 

证 1) 的证明.设 (3) 在一点 z () 7^0 处收敛，令 | | >0,今证 （3) 在 M 处必绝对收 

oo 

敛.事实上，因2 a ^ o 收敛，故其一般项必有界（实际上当 n — ⑺时趋于 0): 考虑 

n 二 (} 

级数其中2：适合不等式 | 2： | <C | 2： () | — (0»我们有 

I I = a n zl I ^ 

z o z o 

但是 1 = U <1， 所以几何级数 i M 三 a < + co , 由比较判别法即知 f ； I Vl < + co , 

z (> P n = {) Z(} n = {) 

亦即 （3) 绝对收敛. 

若 (3) 在一点2； 0 7^0处发散，贝 U 在 | 2： | > | & | 处 (3) 亦必发散.事实上，若 (3) 在一点 q 收敛， 

oo 

而 I >|^|,则把证明的前一部分用于2 a /彳， 即知它是绝对收敛的，而与 （3) 在&处发散 

71 — () 

相矛盾. 

现在看一个集合 J = { p >0, (3) 在 M < P 处绝对收敛 }. 有两个可能，一是 J = 0， 即是说 
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(3) 当且仅当 z = 0 时收敛.这时我们取收敛 半径只 =0.二是 J 非空.先看 J 非空的情况，令只= 
sup J ，则只 >0.若&点适合|&|<只，现在要在 J 中找一个数 p 使 | ^|<； oCR 还未证明是 J 中 

之数）.记 £ =只- | q | >0,由于只是 J 之上确界， J 中必有至少一个元;0>只 - ^■，而由定义知 

一 定有： （3) 在 M<；o 时绝对收敛.现在&适合 |&| 二只 - e <^ ■二; 0,所以 （3) 在&处绝对 
收敛.即 | q |< E 必导致 (3) 在 q 处绝对收敛.所以实际上只是 J 中之数.又可以证明当 | q | > 
只时， （3) 在 q 处必发散.因为若 (3) 在 2：。 处收敛，则令£ = I 2：。 I — R * p = I Z 0 I — | =只+ | > 


只，当 M 时必有 M < | q | - | ■，而 (3) 在 Z 处也绝对收敛.这样 P ej 而与只 = sup J 矛盾. 


总之，当 J 非 空时只 必是收敛半径而定理结论中的 （1) 成立. 

若 J 为空，则取只=0,结论 （1) 平凡地成立. 

2) 的证明如下.若只= 0,则 K = 0 而结论平凡地成立.若只 >0,则 M <只}是一开集, 
其紧子集 K 必为有界的，而且 K 必与 {=：； M <只}之边界 { z ; M =只}有正的距离，从而 K 含 


于 j 中，且 f 

乙 n = () 



收敛.对于 zGK ， 因为 | a n z n | < 



由一 


致收敛性的 M 判别法知道2 a /" 在 K 中一致收敛. 

由阿贝尔定理得知幂级 k 一定有收敛半径只 >0.下面给出只一个具体表达式 
定理2 (阿达玛）幂级数 (3) 的收敛半径是 

R = l / lini \7 \ a n \ . (4) 

! n—°° 


证证明分两部分，先证当 | J <只时 （3) 必绝对收敛.首先，的极限不一定存在，但 
上极限却是一'定存在的，而且易见只 >0 .如果只=0,则|2：|<只是一 ■个 空集而谈不上 （3) 是否在 
z 点收敛或绝对收敛.如果^>0,则由上极限的定义，对于任意小的正数 e >0, 最多除有限多个 
n ， 一切系数均适合 



+ £ . 


现在 Z 是固定的，故当 M < 只 时，一定可以找到一个 实数； 1:0< A <1， 使于是从某一 
个 N 0 开始，当 n > iY „ 时 


n 1 -/ 

a n z 




§4 解析函数与函数 
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但是^^<1，所以由级数绝对收敛性的比较法则（它对于复的无穷级数仍成立，这一点读者可以 
自己验证），即知 （3) 当 M <只时绝对收敛. 

证明的另一部分是求证当 M >只时，级数 (3) 必发散.与上一部分不同，这一部分证 明对只 
= 0也适用.由上极限的定义，对任一 £ >0,必有一个上升序列 h h <…< ~ <-^ + 00 使 

^ \ a n k \ - £■ ，所以 

I a nh z 1 ^ I > ( 去 -e ) Ul k • 

但因 z 是固定的且 U I >只，所以必可写出 U I =R + 3 而 3 是一个固定的正数.适当取 e 使 
(-^- £ ) CR + ^>1 .代入上式即有|%力|>1,即是说级数 (3) 的一般项不趋向0因而发散.注 

意若只=0,上面用到备处都没有意义了.但只= 0十 co , 因而对任意大的正数 

M ， 必可找到子序列 n '〈 n 2 々"〈 n k 〈 …使 7 | | - s • 上面凡用到^■处都换成 M ， 即知论 

证仍然有效.故定理成立. 

凡讲到幂级数 (3) 之收敛性时，总有两个特例 .一 类幂级数收敛半径只=0,即 （3) 只在中心^ 

oo 

二0收敛.例如 D nlz n 即是.但我们不必用阿达玛公式 （4) 来计算只，因为那会涉及求 
二0 

• 这个计算并不容易，而需要一个有名的，也非常有用的斯特林 ( Stirling ) 公式.第四 

yi~^00 

章中我们还会遇到它.对于 f ； n \ z n 反而用比值~ + 1 /~来求收敛半径要容易得多.另一类幂级 

n — () 

数的收敛半径只= oo ,即 lim ^7 I a n I =0池就是 lim ^7 I a n \ =0,因为这时极限值一定存在）.于是 

n 一 00 n 一 00 

级数 (3) 对一切 2 均收敛，这时 （3) 之和称为整函数.数学中许多重要的函数如 e z ,cos sin 2 
……都是整函数.不论如何，幂级数在收敛圆内的性状已完全清楚.在收敛圆外也很 简单： 发散. 
但是在收敛圆周上情况却十分复杂. （3) 可能收敛，可能绝对收敛，可能一致收敛一直到圆周…… 
但也可能发散.总之，级数 (3) 在收敛圆周上的性状是一个专门的研究领域. 

要注意，级数 (3) 在收敛圆内是绝对收敛的.无穷级数理论中有一个基本的事实：绝对收敛级 
数在代数运算性质上最接近于有限和 ：可以 交换求和次序，适用分配律等等.因此，幂级数的运算 
性质最为简单.下面我们只举出几个最简单常用的性质而都不再证明. 

oo oo 

首先是乘法.设有两个幂级数2 与 I ； 其收敛半径分别是与只 2 ,则 

n — () m 二 0 

i ^ a n z n 、 本来是一个二重级数 f ； + '但是我们常用的是以下的写法，即 

n — () m — () ?77» n — () 

按 m + n = k 的大小来排列.即有 

oo oo oo 

C^a n z n ) (2 b m z m ) = 2 ( 2 a nb m ) ^ - (5) 

?2 二 0 m — {) 々二 0 m-\- n — k 

注意，内含的求和 2 a n b m 只是有限的，而不存在收敛性问题，故 （5) 式不是一个二重级数 .（5) 

m-\- n — k 
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的收敛半径不小于 min ( R : ， R 2 ). 

oo 

其次是求函数的复合.设有两个函数 F(w)= ^ 其收敛半径为以及 <piz) 

oo 

= 2 I /，其收敛半径为只 2 ,注意我们设~=0,其理由从下面即可以看到.现在我们要求 
CF 。^) Ce ) 的幂级数展开式,一方面我们有 

oo 

F[ 0 ( 2 )]= a n \_ip iz) ~\ n ( 6 ) 

二 0 

但是，为使它收敛，就需要 I | < i ^. 因为我们已设心=0,所以当 2 = 0 时 ijj(z) =0,而当 

oo 

hi 充分小时 |0 G )| 也充分小.我们假设 b () =0 的原因即在此.这里我们用到了 D 在它 

的收敛圆 UIC& 的任一紧子集上一致收敛，因而其和 . 这里读 1 者 1 会问，为什 
么不说其和在 | 2 |< 只 2 之任一紧子集内连续？这是因 $ 连续性是 ■ 近的性质.任取一点 
Z () G {z ； I 2 ： I 〈 i^} ，则 2 ^ 必可放在一'个闭圆 K 中，而 K(^{zi I 2 ： I < K 是一'个有界闭集即 

OO 

紧集，而 D b n z n 在 K 上一致收敛，从而其和 4(z) 在 K 上连续，当然也在 q 连续.因为 q 是 

收敛圆内7壬一点，所以 0(2) 在整个收敛圆内，而不只在其任一紧子集上连续.但是一致连续性 
并不是对于某一点来说的，而是要指定一个区域——现在是收敛圆，而我们恰好不能证明 （3) 在 
收敛圆内一致收敛.由 4(=) 在内连续以及 ^(0)=0 即知一定有一个正数 r >0 存在， 
使当| 2 ：|〈厂时| ip ( 2 ：) I 〈 从而级数⑹不但有有意义的各项，而且 (6) 收敛.于是 

oo oo 

F((p(z))= 2 a ra C^b m z m ) 

n = (\ m = 1 

00 

但是我们可以利用上面讲的乘法来把 (》/丫 写成幂级数 

m= 1 

00 00 

(Ef )、 S B ^ k - 

m = l k—n 

现在的问题是如何把它代入 (7) 式，为此要注意这个级数是由/开始的，而且易见= %.因 
此当我们把 (8) 代入 (7), 并且要求例如 d 之系数时，则 （7) 中 n>l 的各项中一定不会有 d 出 
现 .2^ 只出现在相应于?7=0，1，〜，/各项中，而成为 

I 

2 a rPnl = 為，其中 B 00 = 1 . 

我们只知道它有一个正的收敛半但是没有办法把它用 r x , r 2 显式地表示出来. 

以上我们只提供了一个计算复合函数的幂级数的程序 .一 般说来，它是相当繁冗的.但是它 
是相当重要的.许多很难的数学定理、数学公式都要靠这样的方法计算出来.下面我们只举一个 
例子，即求函数的倒数. 

设级数 (3) 有收敛半径只，其和为 p ( Z ) .我们设 p (0) 二 a (> 7^0, 现在来求 1 /p ( Z ). 为此我们 
把 p ( z ) 写成 

oo 

cp iz) = a () + a { z + *** = a () [l — b m z m ] » 


⑺ 


( 8 ) 



cz … / a f 卜于是 


<p iz ) 


1 - 2 匕 


由此可知，我们可以考虑 


F (w) 


a () i — it ； 


再把它与2 b m z m 复合起来即可.但是在整个“复分析”（即复变量函数的微积分学）中， 

"z 二 1 

“最重要”的幂级数展开式就是几何级数 

1 00 

-； - —1+ XV + VU 2 + *** = zv n ， 

l ~ w 7 ~i 

它的收敛半径是1,这一点是所有读者在任何时刻都不可忘记的.应用它和上面所说的，即有 


<p (Z.) 


^ n = () m = 1 


这里 M 应充分小以保证<1.但是我们得不到收敛半径的具体表达式. 

m 二 1 

更具体一点，我们来看 sec 2 = 1的幂级数展开式.现在因 cos 2 = 1- g + …，所以 a ( 

cos 2 ： z i 4 1 


1,而2 


1 \ m - 1 

一 U 2? 


，所以 


sec 2 ： 


2 m ! 


2 m ! 


— 1 I 丄 2 I ^ 4 I 

= 1 + Y Z + 24 z +•_' 

它的系数有些什么规律性，几乎无法看出.它的收敛半径是 ; r /2 也是用其他方法得出的.总之，这 
是许多困难而又深刻的数学定理的来源. 

2 . 解析函数与泰勒级数 级数的一致收敛性可用于解决级数所表示的函数的微分与积分 
问题.所以首先要说明什么是复变量函数 /( z ) 在一点 q 的导数.这时的导数与微分等概念形式 
上均与实变量函数无异，但是实质上大不相同.关于导数，我们仍定义 

/ W 二 Um /C ^ + \)— W 二 Um (10) 

&一 0 h z — z Q z - z (} 

这里 / i 是一个非 0 复数 ， Z = q + k 这样定义以后，实变量函数导数的基本性质，特别如莱布尼 
茨性质、复合函数导数的计算等都与实变量情况一样 ./ 在 A 点的微分仍定义为一个线性映射 

A : C—C 使 

f ( z 0 + h ) ~ f ( z {) ) = Ah + o ( h ) . ( 11 ) 

A 就是“乘以 / ( q )”. 在通常的教本上是把 AA 即 △/ 之线性部分称为微分 ( d /) ( q ) 的，而我们 
现在则用 （ d /) ( q ) 表示一个线性映射，它作用在 / i 上的结果则是古典意义下的 微分： 

( d /) Cz 0 ).h =古典意义下的微分 





dz = h . 


=f (2： 0 ) dz ， 

因为这一切与前面讲的没有区别，我们就不再重复.问题是如何求/ ( q ). 由于至今我们还没有 
定义过多少具体的函数，如何计算导数就成了问题.但有两个非常重要的导数完全可用初等方法 
算出 .一 是对非负整数 h (^)/= 事实上，利用二项式定理， 

(z k ) ' = lim -7- [ (2: + /i) ^ — z k ~\ = lim ikz kl + (k - 1 ) z k ~ 2 h + ***) 
h—(、h h^o v z ' 1 

= kz k ~ l . 


另一个是 


.事实上 


z f \z 十 h z f / h^o z + hJ n 


此式自然只在 2^0 时成立.类似他还有 -4 t - 

’ z 

由此，如果允许对幂级数 ( 3 ) 逐项求导，则应有 


f iz) = na n z n ~ l . 

n = {) 

18世纪中，拉格朗日就认为可以用这样的方法来定义的导数，而完全用不着无穷小等 
概念.拉格朗日称此为纯粹“代数的方法”.这当然只是因为其中涉及无穷级数的逐项 
求导问题.这是一个困难的问题，通常微积分教本中关于这个问题的结果也有点怪，例如说 ：设某 

oo oo 

区间 I 上的级数 /„ (X) 在 J 处收敛，且2 f ~ f n (X) 在 J 上一致收敛，则原级数必可逐 

n 二 0 n 二 Q 工 

项求导 ：; f i /„ Cx ) = i ^- f n ( X ) .其所以如此是因为级数的逐项求导的问题被化成了 

3 工？ 2二0 ?2 = 0 

2 4~ fn ^ 的逐项求积（实际上是求原函数）.但是对幂级数 （3) ,则定理1给了我们十分自然 

^=0 

的 结果： 

定理 3若幂级数 (3) 之收敛半径为 只 >0,其和为/(2)，则 




因此 


n — ( 1 + a n ) n l ^>1 + ~2 (n ~ 1 ) (n - 2) a 2 n • 


0 <o^< (n — l) /(n — l) (n — 2 )— 0 • 


又利用求上极限问题可以化为求某个子序列的极限问题（我们不妨设 {&} 就是这个子序列）又 
知 


Limv a . 


所以级数 (12) 之收敛半径不变. 

再证 （12) 之和为/ (2：). 设 （12) 之和为乃 （2：) ，它也定义在 I 2： I <只上.又记 （3) 之部分和及 
余项分别为 (Z) 与 R N (zh 

N-l ⑺ 

S N ( z ) = a n z n . R n (z) = 工] a n z n . 

u 二 0 n 二 N 

对收敛圆 M < 只 内任一点 q (\ z () \< R 是自然的，而且还可以找到正数 p 使 I q I 〈"〈只）考虑 
/ Ce ) - r f 、 


Z — Z() 


/i ( 之 ( 


( z ) — S N ( z ( 


Z — Zq 


S ; ( z (i ) + ( S' N (2： 0 ) — f \ (之 0 )) 


( 之）一 R[\j ( 
2 ： — Z {} 


于是最后一项可以化为 


而当时有 


a n ( z n 1 + Z n 2之 0 + … + 2：0 1 ). 

n 二 N 


Rn ( 之 )— -Rjv ( 之 o) 


<2 


但是从我们对收敛半径不变的证明中已可看到2 n I oj ，- 1 < +⑺，因此,对任意 e , 必可找到 

n 二 (} 

N (> ， 使当 《> iV (> 时它的余项小于 e /3 .即 是说？ 7> iV ( ，时 Rn (z) — Rn (Zo) < e /3 .这里]\^的 

% — Z() 

选择与 p 有关，但与 z 无关，只要它适合 MCp 即可.再看第二项.因为（12)在 z = 在收 
敛圆中）处收敛，乂 （2^) 是 （12) 之和， （ q ) 是它的部分和，所以如果有必要就把 No 放大一 ■些， 
但仍然与 z 无关而只与 p 有关，使第二项绝对值也小于 e /3 .现在我们把 iV (> 固定，并开始考虑 z 
之趋向一旦固定了 N ， S n Cz ) 就是一个多项式，它的导数问题就化为有限多个/之求导，而 
这是我们已讲过的.因此，还是对上面那个 e ， 一定有谷>0存在，使当 h ^ | <谷时第一项绝对 
值小于 e /3. 综合起来，当 | 2 | <古时 


Z — z () 


( 之 0 ) 


< £ . 
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即是说对适合 | 2： () | < 的任意 ， A = /' (2。），从而在整个收敛圆丨2：| 中 ， /l (2)= 

/ G ). 定理证毕. 

读者可能会问，这里并没有出现一致收敛性.确实如此，许多书上都把一致收敛性的发现归 
功于阿贝尔，其实事实并不如此.阿贝尔知道，如果只使用简单收敛性是会出现毛病的.可是阿贝 
尔说他自己是“够走运的”.因为他“在分析里大抵总跟能表示成幂级数的函数打交道” .一 旦要与 
其他函数项级数打交道，只用简单收敛性就会出毛病了 .在18世纪,拉格朗日以为除幂级数以外 
再也没有其他级数了 .到19世纪,三角级数站了出来逼迫人们研究它.阿贝尔的走运在于他扔下 
了傅里叶开辟的三角级数的研究，而找到了幂级数这个“安全地带”（阿贝尔的原话）.而一致收敛 
概念是赛德尔 （1847) 提出的，又经过魏尔斯特拉斯才为数学界普遍接受.但是我们又可以说，这 
里确实有了一致收敛性，这就是看出了单用一个只还不行，还要有一个 P 使如果没 
有^我们就不得不考虑整个收敛圆，而 （3) 在其上一般说来确非一致收敛的.有了 ^我们实际 
上就是限制 z 在一个紧集 K 上.这一点正是这里的证明的关键，也正是只有一致收敛才能保证 
的. 

注由这个定理立即可知，幂级数 (3) 可以逐项求导任意多次，而不改变收敛半径. 

现在我们要给出一个极重要的概念. 

定义1 设 / G ) 定义于一个开集 D 上，而且在对 D 中每一点都有连续导数，则称 / G ) 在 

D . 

IFi 定理 3 告诉我们，一个幂级数 （3) 在其收敛圆内表示一个解析函数.令人吃惊的是，可 
以证明凡在开集 D 中可求导的函数都可以展开为泰勒级数！但是，要能展开为泰勒级数至少 
要有一切阶导数，否则就不会有泰勒级数.不但如此，还需要有许多别的 结论： 例如 

|/ w ( a ) In ! |< + co ，否则 (1) 不会有非 0 收敛半径.如此等等.看来，复域中的可求导性 

Yi~*~oo 

是一个内涵极为丰富的概念.确实如此，我们在积分学一章中将会证明，只要 / Cz ) 在开集 D 中 
连续可导，则它在任一点 a GD ， 均有收敛的泰勒级数（1)，而且只有通过积分才能把微分学的概 
念与幂级数展开式联系起来.这确实是令人吃惊的事，它告诉我们复变量的解析函数理论是一个 
非常丰富，且在应用上也极重要的理论——我们通常称为“复分析”.由于这个概念的重要性，我 
们多加一些说明. 

在大多数书中，特别是关于复分析的著作中，解析性的定义只要求函数在 D 中有导数而不 
要求有连续导数.然后，在所有这些书中最后也都证明了，只要有导数，则导数必连续，这一点与 
实变量函数大异其趣.但是证明这一点绝非易事，不仅这件事本身难证，而且用到解析性的一些 
根本定理都变得很难证了 .其实，在历史上,讲到解析性先是用我们这个定义的，到20世纪初才 
发现不要导数的连续性也行.这当然包括了相当大的技巧，但最终并无新的收获，所以我们宁可 
用历史上老的定义. 

然而在所有的关于复分析的书中都是说某个复变量函数 / G ) 在一个开区域、一个开集、或 
某点的一个邻域(恒指开邻域）中解析，而没有说到在“某一点解析”、在“某一闭集上解析”，除非 
有专门声明的含意.这与函数的连续性，可导性（即导数存在）完全不同，因为我们完全可以讨论 
函数的某一点的连续性，可导性等等.这样一来,解析于 a 点附近的解析函数就一定是指在某个 
小圆 | z - a |< r 中解析，而可以在 a 点展开为幂级数 （1), 它有一个正的收敛半径只（与 r 没有 
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直接关系），并由此就有许多性质，也有研究它们的方法.反之，即令我们规定了什么是 / G ) 在$ 
&的解析性，也看不出它有什么用.回到我们上面的讨论，可见我们是定义了 / Ce ) 在收敛圆 f 
\ z ~ a\<R 中为解析./( 2 ：)是否在收敛圆的圆周 U - al =R 上也解析呢？当然这里所谓 
在上某点处解析就理解为在该点的一个小邻域中解析,这是不可能的.如果 / G ) 在 aD 之每 
一点上都按这个意义成为解析的，可以证明它一定在一个比 D 更大的圆 | z - alKR , ( R , > R ) 
内解析.这证明需要利用有限覆盖定理（即 H e in e - B « rel 定理）.这个定理将在第六章中详细讨论. 
这就证明了收敛半径不再是只，而会不小于证明见第四章.从这个意义上讲，解析函数 / G ) 
的收敛圆周上至少有一个“奇点”存在.这里的奇点是指不能在这点（设为 a ) 处写出幂级数 （1) 
来，或者有某一个 / a) (a) 不存在，变为％……或者尽管它们都存在， （1) 的收敛半径却为0.可见 
奇点的概念其实与函数解析性密不可分.上面我们说了，幂级数在收敛圆周上的性状极为复杂， 
但归结到底就在于其上有奇点.但是这里的奇点却与临界点是两回事. 

现在再回到幂级数 (3) 的分析运算问题，讨论它是否可以逐项积分.这里就遇到了一个根本 
困难，什么是复变量函数的积分？我们将在第四章中专门讨论它，并且看见其中牵涉了一些在实 
变量函数的情况下没有的问题.现在只好把它放下.但是还可以问另一个问 题:对 (3) 能否逐项求 
原函数？原函数是与导数相逆的概念，既然能对 / G ) 讲它的导函数/ G ) ,当然就可以讨论原 

函数.而且利用前面讲过的知识可知 (3) 之一般项的原函数就是 + 1 + C . 任意常数 C 

7Z + 1 

的出现添了一些麻 烦：各 项分别添上了不同的 C , 级数就会被弄成一团糟了.于是不妨把问题变 

得更清楚 一些： 能否逐项求在2=0处为0的原函数？而且为方便起见就用 r (•Wz 这个记号. 

J 0 

不过这个记号暂时还不代表作为和的极限的积分，而代表原函数.读者不要以为我们在故弄玄 
虚：原 函数与积分不是一回事么？否则又何必叫做不定积分呢？恰好不是一回事.前者是求导数 
的逆运算，后者是和的极限.两个本不相同的概念后来被发现还有联系，这是一件大事，是牛顿一 
莱布尼茨的伟大功绩，因此才被称为微积分的基本定理.但读者绝不要以为那些陈述起来很简 
单，证明起来又很容易的东西都是简单而不足道的.这就是一个例子.问题在于，如果我们限于讨 

论连续函数，则凡连续函数/( X )必为可积，且 f >( r ) dr ， 作为和的极限，只要取可变上限，是它 

v (2. 

的一个原函数.反过来,若函数 F ( x ) 是某连续函数 /( x ) 的原函数，则 / Cx ) 必为可积，且 F ( x ) 
是它的不定积分（即有可变上限的和的极限），即 F Cx ) = \ X f ( t)dt + C . 弄清楚这个在连续函数 

•J d 

范围中有效的关系是柯西的功绩——柯西基本上只研究了连续函数的积分.一旦数学的发展使 
得不连续函数进入视野，使得人们不得不开始讨论不连续函数的积分时(傅里叶级数的研究是主 
要动因之一，而黎曼的贡献起了决定作用），这个问题的复杂性就显露出来了 .我们在第四章中将 
详细地分析这个问题，而且它将导致积分学发展到勒贝格积分理论的阶段.至于在复域中，应该 
说情况更奇怪，只限于连续函数是绝对不行的，而我们不得不研究解析函 数：若 / G ) 是解析的， 
则它必为可积的，而且其(作为和的极限的）积分就是它的原函数.反过来，解析函数 FG ) 必是 
某函数的原函数 Ce ) =/匕），且/匕）必为（作为和的极限的）可积函数，而且 FCe ) 是它们的 
不定积分. / G ) 还是解析的，一旦没有了解析性，以上所说全都没有了.这些讨论也见第四章.现 
在我们把这些很复杂的关系表述为一个很简单的定理. 






定理 4 若幂级数 (3) 之收敛半径为只 >0,其和为 / G ), 则 

oo oo 

f(z)dz= 2 a n z n dz= ^ 

./ ft _ n m) n — f、f L L 


z n "\ 


且其收敛半径不变， （•）(!= 表示在 z =0 时为0的原函数. 


证收敛半径不变很容易证明，因为, 


1,其余证明与定理3几乎完全相 


同.记 （13) 之和为 FG ), 则由定理3 


n = [t n — \) 


cl„z — r \Z / ^ 


而且易见 F (0) =0, 所以 FG ) 是 / G ) 在 2=0 时为 0 的原函数 ， SP F ( z ) = / G ) di 定理证 

J o 


由定理3得到一个重要结论. 

定理5幂级数 （3) 当收敛半径只 >0时必为其和在其中心2 = 0处的泰勒级数. 

证若 (3) 之收敛半径为0则这个定理显然无意义.当只 >0时，反复应用定理3,有 

/(0) = a {) » /'(0)=〜’••.， / ⑴ （0) =々！ a k ，… 

因此定理得证. 

这个定理之重要性在于它说明了，凡一个函数可以用幂级数 （3) 表示，则此级数必定就是其 
泰勒级数.所以为了求 / G ) 在2 = 0处的泰勒展开式，我们不必去计算 / Ce ) 之各阶导数，然后再 

计算泰勒级数的各个系数（0),々=0，1，….只要我们能用某种方法把 / G ) 写成 (3), 则 （3) 

必是 / G ) 以0为中心的泰勒级数.不论用什么方法,只要能判断出 （3) 在某圆内收敛而在其外发 
散，此圆必为其收敛圆，而用不着去动用很难计算的阿达玛公式. 


例如，利用定理4逐项求原函数有 


In (1 + 2 ：, 


， z dz 厂 

0 1 + 2 J 0 


CO oo 

" S ( - i ) v ] a ^= 2 


— r _ f "「▽ 
arctan " = JorT? = Jo 


00 f i v 

! _ 、— U 2n+l 

dz - 2 _j o ~ TTT Z ’ 


\ z \< l . (15) 

它们都恰好是泰勒级数，而收敛半径只=1,事实上，当 M >1时，这两个级数的一般项都不趋于 

0 ,因而都发散.可是怎么知道 ln ( l + Z ) 和 arctan ^恰好是的原函数呢？下一段中我 

1 + z 1+ z 

们会回答这个问题. 

3. 解析延拓从 （14) 和 （15) 看见一个情况.例如 （14) 中的函数：；^，直接用定义易见它有 

丄十2： 

连续的导数 1 、 2 ，所以除了在2= -1 处以夕卜，它是解析的 -1 是它的奇点^则 

^1 + Z ) 1+2： 
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除了 2 = ± i 以外，处处都有连续导数.但是它们的以2 = 0为中心的泰勒展开式却只在 M<i 
内适用.这就是说一个解析函数与这个解析函数的具体的表达式——泰勒 
级数只是表达式的一种——是有区别的.前者有自己的存在区域，后者作 
为它的局部的表达式只适用于一定的区域内.这里说到存在区域，就 （14) 

与 （15) 两个例子中的被积函数来说，因为我们有一个非常简单的代数式子 
来表示它们，一眼就可看出，它们的存在区域分别是整个2平面除去一点 z 
= -1 或除去两点 ± i (还有无穷远点，将来读者也会看到是很容易处 
理的），但是 In (1 + 2 ： ) 与 arctan 2 ，它们的存在区域又是什么呢？其实我们 
已经给出了它们的表达式为两个非常简单的积分（现在还只能说是原函 图 3 - 4-1 

数），可是怎样看出其存在区域是什么呢？读者们至此应该有一个感觉，如积分这样的式子，操作 
运算起来其实比某些“初等的”代数式更容易一些.可是要弄清由积分表示的解析函数的存在区 
域并非易事.“从原则上说”，我们可以应用更简单的泰勒级数. 



设有解析函数 / G )， 它在圆 UI <只中可以表示为幂级数2 a n z n ， \ z \< R 是它的收敛 

n = () 

圆.在收敛圆中取一点 a , 而且按定理3,可以用此幂级数逐项求导来算出 / a) 0 z ), A =0, l ,2 …， 
于是可以作出一个新的幂级数. 


F ( 


)=2 
?! = 0 




(a) 


n ! 


(z — a ) 


它的收敛圆形如 \ z ~ a \< p , p 的大小要使在圆周 - a | 二 p 上，有 fiz ) 的奇点（这一点前面提 
出过，是需要证明的，但我们未证）.此圆在图 3-4-1 上用虚线画出.在这两个圆的公共部分, 


F ( z ') = f ( z ). 但是可能有这样的情况，即 U - a | < p 有一部分位于 I z \< R 之外如图.这时我们 
就说 ， F ( 2 ：) 是 f ( z ) 由圆| 2 ：|<只向 I2 :- a |<； o 的解析延拓.更一'般地说,若有两个圆 : D t : \ z — a t \ 
< R t ，i = h 2, 以及两个各以它们为收敛圆的幂级数 （3) ，分别记其和为 G ) 和/ 2 G ) 若 n 
d 2 ^0, 而且在 A Hd 2 上乃 G ) =/ 2 G ) .令 

I , 1 iz ) ， Z 

F ( z )=< \ , 

1/ 2 (之）， z ^ D 2 

我们称是 / j 与/ 2 向中的解析延拓，或者说乃 （ z ) (/ 2 G )) 是/ 2 G ) (/\ ( a )) 由 
D 2 向！^ (由 A 向 D 2 ) 的解析延拓.我们这里采用了比较特殊的区域（圆盘）和解析函数比较特 
殊的表示(幂级数)来定义解析延拓，这样做的目的是为了避免一些几何上的困难.当然也可以用 
其它形状的区域或者解析函数的其他表示方式，但最后的结果都是一样的.不论怎么做，这里都 
会有两个问题. 


第一个问题是唯一性问题.我们要证明，若 G) 可以解析延拓到 D 2 中成为/ 2 (2) 与 

/ 2 (2), 或者说可以在 Di UD 2 中定义 FCe ), FG) 如上，而且/ 2 G) = f 2 (2)于 A 上，这时必 

有/ 2 =_? 2 于 D 2 上，或者 F= ?于认 UD 2 上.更广泛一点我们有 

定理 6( 唯一性定理） 若 /(z) 在一个连通开集（即区域） D 中解析，而在 D 之一个非空开 
fMD -t f ( z ') 二0,經连 



上 


f(z) = 2 


(z — a) 


在此圆中取一点&，又有 / (?I) ( ay)ln ! =0 , 从而在某圆 & |<凡中又有 / G ) =0 .因为 D 
是连通的，对任一点 qGD 都可以找到一串（有限多个)如上的圆使^落在某一圆中，在所有这 
些圆中， / G ) =0,因此 /( q ) =0,而定理得证. 

把这个定理应用于 F - ,,即知 F-F = 0 于 D 上，从而在认上也有 F-F = 0, 亦即/ 2 G ) 

三 7 2 a 

上面的证明本质地依赖于乃的连通性.如果要把证明的细节都写出来，还相当繁冗，而与前 
面多次用过的连续拓展法是一样的.我们不来重复这个证明，但是给出一个一望即知的“反例”说 
明连通性之不可少：令是两个互相分离的区域，例如 kl <1与 h -3 | <1. 


f(z) 


一3|<1， 


/ G ) 显然在 D 中解析，在它的一个非空开子集 A 上为0,但是并不恒为0.这个例子中的函数 
时 常称为分片常值函数 ，时常 用它来检验连通性的假设是否必不可少. 

唯一性定理是解析函数最重要的性质之一而且十分有用，所以我们给出它的两个推广.不但 
上述 / G ) 不能在乃之非空开子集 D 上为0,否则/=0,而且如果 /( z ) 有一串零点 {&}— 且 
q 是乃之内点，也会得到 / G ) eO . 换言之，若 /( z ) 在区域（即连通开集） D 中解析，且不恒为 
0 ,则其零点在 >0中必是孤立的. 

推论 7若 / G ) 在区域 d 中解析且 / G )_ o ，若 z () en 是 / G ) 之零点，则必有^的一个 
充分小邻域 L /， 使 /(2) 在 L ； 中除 q 以外没有其他零点. 

证因为 D 是开集，必为其内点，不妨设 q =0, 因为/(=)_()，故以 /(=) 的0为心 


的泰勒级数必有第一个非0系数(0)/左 


7 ^0^为某正整数（注意0是/(2)之零点）. 


而 /I ( 1))1 ( k - i ) !=〜_,=()， f = l ，2, …，々.因此，这个泰勒级数可以写为 

f ( z ) = a k z k [l + Z(p ( 2 ：)], 

其中 p (2；) 在0附近是解析的，因而在某个圆 | 2 ： | （含于收敛圆内）中连续而有界 ： | (p (2：) I ^ 

M , 取一个0< ； o < 及，使 Mp < jy 则在 k I 时 


I f(z) I 1 a k z I [1 - I Z(p iz) I I a k z k \ ■> 

所以推论得证. 

推论 8 区域 D 中的不恒等于0的解析函数 / G ) 只有有限阶零点. 

证用反证法.设某一点 aGil 是/(2 ：)之无限阶零点，则 /W ( a)/A ! =0, A =0,1，….所以 
/ G ) 的以 a 为中心的泰勒级数恒为0 ,从而 / Cz ) 三0于 D 中.证毕. 

解析延拓是一个我们时常用到而没有注意的概念.例如在复域中我们用 （1 



与 arctan 2 ：又该如何定义？以 In (1 + z ) 为例，任取一*点 q 在| 2 ： |〈 1中，并且按 （14) 讨 


In (1 + ，然后:一可以解析延拓到 | 2： - | 〈 中，实际上 

丄十2 


1+ Z 1 + z () 


I _ — 1 

+ Z — Z () 1 + Z () 


1 +之 0 


2 (- 1 ) 


其中 


Z — z {} 


1 + 2： 0 . 

此式当 | 〔|<1 即丨2： — 2： 0 |<|1+2： 0 | 时有效.因此在 （2：; | 2： | < Cl ) Pi { I J |<1) 中 


In (1 + z ) 一 In (1 + 


dz _ 

1 ^ = Jo H 7 ] 




所以 


In (1 + z ) = In (1 + 


~ l) n (z z 0 
n 1 + z () 


但是右方的级数在 ^ Z ° < 1 亦即在 I Z - I < I 1 + 2：。 I 中收敛，所以是 I 2： - I < I 1 + 

的解析函数.而左方如果用 （14) 式表示，则只在 M <1中收敛.所以 （16) 式是 ln ( l + Z ) 由 
1向|1+^|中的解析延拓.以上我们用了一些积分记号，但其实都是原函数的- 
我们用到的一些计算规则也都是原函数的计算规则，例如变量的变换等等. （16) 这样的式亏 
告诉了我们 In (1+9 的解析延拓，但是使用起来并不方便，所以最好的办法仍然是看到，若 
= In (1 + 2) 表示解析延拓后的函数，由积分式得 

~ w = In (1 + z () ). 

az 1+ z …。 

就是说，可以用微分方程来定义一个解析函数的解析延拓.在第二章中，我们都是用微分戈 
定义一些函数的，这样做的好处越来越明显了. 





即得），用二项级数，我们可以得到 


TT ^ = 1 + 丄 h 丄丄 
2 21 2 


(去 - 1) 2： 2 + 


它的收敛圆是 M < 1 ,而在收敛圆周上有奇点 z 二一 1 .如果仿照第 
二章的作法，从 : \ z\<l 依次作解析延拓回到 D n _' 时将得到 

V 1 + z = - [士 (士 - 小 2 + …] \ 

(图3 -4-2) .在第二章中我们说，这个函数常被人们说成是多值函\ 
数，其实是黎曼曲面上的单值函数.所以，一个如 （3) 那样的幂级数， 
经过一切可能的解析延拓，将得到一个定义于其黎曼曲面上的单值/ 
函数.我们把这样得到的函数称为整体解析函数. Y 

定义2从某一具有正收敛半径的幂级数 （3) 开始，经一切可能\ 
的解析延拓所得到的定义于其黎曼曲面上的函数称为一个整体的解 
析函数. 



d \= d n 



13 - 4-2 


读者们可能会感到黎曼曲面是一个虽然有趣但是过于玄妙的东西.不过我们要问一问读者， 
我们生活于其中的空间当真是那么简单吗？ 20 世纪下半叶的全部科学的发展都表明，空间是极 
为玄妙的，至今我们都说不清它的构造.所以，如果有朝一日发现黎曼曲面有深刻的物理意义，或 
者有助于说明这个深刻的物理问题，我们不必感到吃惊. 

4. 柯西-黎曼方程、共形映射现在读者已经可以感到了，复变量函数的解析性是一个内 
涵非常丰富的概念.复变量函数 zvifG ) 是从 z 平面的开集（我们只考虑开集）乃到加平面的 


映射，可是 2 ；平面也就是 R 2 平面 z = x + iy ^ 


+ iv 平面也就是另一'个 R 2 平面： （ m ， w ) 平 


面.因此从几何上看 11 ) = /( 2 ：) 也是一 ■个 映射： DCR 2 — R 2 . 而/ ( 2 ) 的解析性的要求就包括了 m 

与 t ； 在 D 中有连续的偏导数~ ( Z ) 的存在说明当 Z + h 以任何方式趋向 2 时，^ 

当 △= = 0 时都有相同极限.现在我们看 h = h ' + ih 2 , h ' ， h 2 为实数，以特定方式趋向 0 的后 

果.一是 I = 0 , 1 — 0 ,这时我们有 


△尸 (u (x ^ y + h 2 ) ^ u ( x ^ y ) 
lim -r — = lim l - - 7 - 

a— o i\z in 2 


v ( x * y + h 2 ) 一 * y Cr ， 3 ;) 
ih 2 


同样，令 A 2 = 0 , 而 0 , 这时我们有 


lim = lim 

h^O l\z h, ^0 


u (x + y ) — u ( x ^ y ) . v (x + h X f y ) — v y ) 


_du . dv 

- G + 1 & 

比较这两个式子 即得: / G ) 存在而且连续意味着 ^^ ec 1 cn ) 而且 

du _9v d U — — dv 
ox o y ay da ： 

(18) 式称为柯西-黎曼 ( Cauchy - Riemann ， 以下简记为 C - R ) 方程组，或称为 C - R 条件.所以上 
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面我们证明了若/(2)是乃中的解析函数，则必有 / GC 1 ⑴）而且其实部虚部适合 C - R 条件. 
读者自己也容易证明其 逆:若 f(z') = u + iv 之实部虚部均为 C 1 CQ ) 函数，而且适合 C - R 方程 

组，则 / G ) 必是 D 中的解析函数，因为容易证明 lmi ^存在且连续，且#(或-+ 

LAZ OX OX oy 

#) 即是这个极限，所以也可以用 C - R 条件来作为解析性定义的基础. 

上面我们把 W = / G ) 看成是 DCR 2 — R 2 的一个映射，但这个映射一般并不是微分同胚.因 
为它的雅可比行列式 

J= X y = u x v y - u y v x = u 2 x + U 2 y = I / ( 2 ：) I 2 (19) 

幻 .z 

可能在某些孤立点为 0 .我们来看当 Jt ^ O 时这个映射的几何本质.在此映射下，线段（ 2 , z + h) 
的像是一曲线，这个线段与实轴的交角是 arg 按微分学的基本思想，其像在忽略了一个与|办| 
比较为高阶的无穷小量之后，仍是直线，即过 w = /(2：) 点的切线（即图3 -4-3 之虚线 ）： 

f (z + h) — f (z) = f' (z) h ^ o (h) * (曲线） 

zv = f (z ) ^ f (z ) h ^ (切线） 


这条直线的倾角是 




arg f / ( z ) h = arg ( 2 :) + arg h . 

所以原线段 + A ) 之像，略去一个高阶无穷小量后，其方向是原直线段的方向再旋转一个角 


度 arg / G ). 在这里我们看到了/ ( 2)^0 这个条件的作用.因为若/ G ) 二0则 arg / Ce ) 没有 
意义.若过 2 ： 点作另一条直线段而与原直线段交角为则它在映射加 =/(2：) 下之像，过 /G) 
点的切线也将旋转一个角度 arg / ( z ) 而与上一直线段之像的交角仍为 a •总之 ，由复变量的解 
析函数 zv = f 





亦即 


E = grad w ， 


(20) 


除了有电位 m (x i y) 以外，还有一 ■个 重要的关系式如下： 

如果在 D 内没有电荷，则由高斯定理知应有， 

3 E 3 E 

div E = ^ + ^=0. (22) 

ox o y 

现在我们要介绍一个重要定理.众所周知，对适当光滑的函数 = # .所以，如果上面 

1 d xd y a yd x 

的与-分别是某一函数的偏导数，则上式自然成立.这里有一个重要定理（庞加莱引 

理)若适合@ = 则它们一定是某个函数中的偏导 数：％ .这个 

结论的证明以及必须加上的条件将在第七章中详细讨论.将它用于 £； 与- E y 即知，一定存在 
一个函数 * yCx ， jO 使 


与 (21) 比较，即知， a + b 适合 C-R 条件.因此，再附上适当的光滑性要求即知解析函数是描述 
平面静电场的适合的数学工具.其实，类似的情况还不只出现在静电学中，例如18世纪的欧拉 
(还有18世纪的达朗贝尔）在流体力学中也遇到过它，所以 C - R 方程也称为欧拉-达朗贝尔方 
程特别是我们容易看到，由 C - R 方程可得 

d 2 u d 2 U n d 2 V d 2 V n 

0 + 矿 0 ， a? + a7 = 0 - 

即解析函数的实部虚部都适合拉普拉斯方程.而这是拉普拉斯在研究重力场的位势时得出的. 

值得注意的是，本章§1讲的几个数学物理中的偏微分方程的导出都比较简单，利用守恒律 
——甚至傅里叶犯了一个错误，把热当成一种流质来看待时，也还是在利用守恒律，然后再略去 
高阶无穷小量即得.现在却不同了.两次利用了位势的存在——后面用庞加莱引理得出 w 时，虽 
然^的物理意义并不清楚，但和电位的存在十分相似，这不是牛顿的微分学所能概括的.比之后 
来的麦克斯韦方程来说,静电场的研究还只是最简单的一步.我们在这本书中，还要追随着整个 
数学的发展，最后看到用数学来刻画电磁现象(包括光学）时,整个数学的发展已经远远地超越了 
牛顿. 

还是回到本章主题，有了微积分，把它推广到复域是最直接也是最重要的一大发展.我们就 
看到了复变量的解析函数的内容多么丰富.等到我们看到了复域中的积分学又给我们带来什么 
惊喜的时候，对这一发展之大就更有体会了. 

5. C °° 函数 现在回到实变量 x = (& ，…， ： r m ) 的 C 00 函数的研究.与复变量的解析函数形 
成鲜明对比的是 :后者 （多个复变量情况也一样）只要知道其在某一点不论多么小的邻域中的值， 
则可通过解析延拓知道其在整个定义域上的值，不可以任加修饰.所以如果有一个复变量解析函 
数在某一点附近恒等于0,则拓展后也只可能是恒为0,此即唯一性定理.而 C ™ 函数，哪怕是毫 
不相干的，也可以通过稍加修饰拼在一起.这里重要的是应用一个在相当大区域中为0但又整体 



上不恒为 0 的 C 00 函数.本节开始时讲过了一个.但是以后用得最多的是 


f ( x )= ' (24) 

k )， |x|>i. 

它在球面 | x | 二1上也是 CT ° 的，这是很容易证明的. 

在往下讲之前，先介绍一个概念和记号. 

定义 3 设 /( X ) 定义于上，我们称使得 /(： c )^0 的点 X 之集合的闭包为其支集, 


并记为 


supp 


lx ; f ix ) 7^0). 


supp f 一定是相对于 lQ 的闭集.要注意，并不是/ Cr ) 在 supp /上不为0,例如定义在 x 7^0 
处的/ (x ) = sin 丄，/ (^- ) = 0 ， 但在的任意小邻域中都有使 sin 丄#0 的： c 点，所以虽然 

x 72 71 nn x nn 

使 /(X )二 0却属于其支集，而且是支集 J 二 {x ; xGR , xt ^0} 的内点.还要注意，这个例子中的 
n ={ x ； xGR ， x 尹 0 }， J 对于 R 并非闭集，而是开集，但是对于 D 却是一个闭集 .一 个集合为开 
为闭需视相对于哪个集合而定.这对我们理解何为开集，何为闭集大有关系，这就是子空间拓扑 
问题.我们在第六章中会解释这个问题.总之， c 00 函数与解析函数是完全不同的对象. 

我们下面用得最多的将是具有紧支集的 C ™ 函数.所谓紧就是有界闭的紧子集 K 当^ 
为开时必与乃之边缘 3 D 有一个正的距离.这个正距离的存在关系极为重大.从§ 3讲阿贝尔定 
理就可以看到这一点.请读者务必十分注意.具紧支集的 C °° CQ ) 函数之集合（或称空间）记为 
C ； T ⑴）.在不发生误会时就记为 C ； T . (24) 的支集是单位球 | x |< l ， 但是我们可以作出支集几乎 
是任意集合的 C ； T 函数，而且涉及数学分析中一个常用的技巧——磨光 （ mollifying ) 技术. 

设紧集 KCR ' 而且其边界比较规则.我们定义其特征函数；^ ( x ) 为 


(x) = 


j : G K ； 

x $ K. 


K 之边界比较规则是为了保 证;^ Or ) 可积分.规则到什么程度才能保证；^ G :) 可积，下一章中 
关于多重积分的介绍中会讲到. 

任取我们定义 




X\x~y\ Id - 1 ] , 


x — y \ 〈 S ， 
x — y \ . 


于是 


这里 


j d (x - Wdy 二 d m e 1 工 12 _ 1 dx 二 Ld m 


e lxl _1 dx > 0. 


现在作积分 


⑤ 5 (工） = 7^ 夂 (工 —( J ) d ， 





利用积分号下求导很容易 看到巧 （ x ) GC 00 . 今证它有紧支集.为此要注意， （27) 式实际上只在 
K 上积分，所以 （27) 中的 j 只在 K 中.注意 x ， 如果 x 离 K 的距离大于 I 即 

x $ 二 { x ; dist ( x ， K )< 谷）， 

则 (27) 中的 | x - 从而々 ( x -^) =0,而积分 (27) 为0,所以 supp 而 0 d G C c 7 . 

K s 是一个比 K 更大的 紧集： 它包含 K , 而且我们记另一个比 K 较小的紧集 K 5 为含于 K 
内，且到 3 K 之距离不小于3的集合为 

K s = ( x ； xGK.dist ( x , dK )> S ). 

设 3 充分小时则对 xGK 5 , 以: c 为心，3为半径之小球 ( x ) CK , 且 

^ , h ( x - y)dy = l . 

1^0 J (.x) 

这个结果告诉我们当 3—0 时巧（ X ) 在某种意义下逼近; ^ ( X )， 因为除了在 aK 附近的一个 
很“窄”的带形区域 （ S 卩到 aK 距离不到谷处）之外 ，巧 G ：) 就是；^ G ：). 这种逼近是很有用的.实 
际上对任意连续函数 /( x ) 都可以用 OT 函数去逼近.如果设 /( x ) 在乃 上连续，令 

L ( ^= J ^ \ h ^ oc - y ) i Xn f ) { y)dy (28) 

即可.这里有一个小小的技术问题.我们用代替/,这样就不必在乃上积分，而可以用全空间 
R m 上的积分了 .更重要的是，即令/是/1上的连续函数，它也不一定在 D 上可积.因为/在趋 
向 3 D 时可以无界.这就是我们在常用的微积分教本中讲的反常积分问题.这时，我们通常说/ 
在区域 D 内局部可积，就是在含于 D 内的任一紧子集（即有界闭集)上可积.但是即令如此， （28) 
与 (27) 仍有 区别： （28) 是在 D 上积分 ，乃 不一定是紧集，其上的连续函数不一定可积，而 （27) 则 
是在 K 上积分， K 是我们假设为紧的.不过我们要注意，这两个积分之被积函数还含有因子 
Js (x - y ) ，它只在球 | x - >1 上不为0,而积分 (28) 实际上是在球 | x - yl 上积分的.对于 
固定的 x ,这确实是一个紧集.于是我们有 

定理9 若/( X )在开集 D 上连续，则对 D 内之任一紧子集 K ， C ； T 函数 / 5 ( x ) 在 K 上一致 

因为 >0 是开集，它的任一个紧子集 K 离 3 D 必有一个正距离仏，以下我们恒设 
以下恒设 xGK . 


因为 Td" h (x _ J )d3； 


，所以 


/(x) 


j $ (x — y ) f ( x ) dy . 


现在 K 离 an 之距离，而此积分中的 3； 又必须适合 I X - 3^1<心否则 h (x - 3 ^) 二 0 . 如果谷 
<#,则这样的 y 必含于某个稍大于 k 之紧集中，&离扣之距离.所以 yen^xu ^ 


(加/) ( J ) =/(>)，而有 


fix ) - f d ( x ) 


h (工 —））[/( 工）— /()) ]办 . 


I 0：-^ I ^：S 
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现在 x 和: y 全在紧集1^中，/在此紧集中必为一致连续的.所以3充分小时 |/( x ) 
e ， e 是任意指定的正数.注意到々立即有 

|/( x ) ~ f $ ( x ) |<-^ J S ( x ~ y ) |/( x ) - f ( y ) | d ^<£. 

\ y \ 《8 

这就是说当 3—0 时， / 5 (X) 在 K 中一致收敛于 /(X) ，证毕. 

(28) 式是一个积分算子 ：它以 ( x -； y ) 为核，作用在上.这个算子称为磨光算子 

( mollifier ),-^;, (: r - 彡)称为磨光核.这个定理告诉我们，一个函数 /( 乘上；^是为了使它处理 

起来更方便）经过磨光就能得到一个 C ： T 函数族{/ 5 }去逼近它.当/是连续函数时，则可以使 
{/ 5 }—致收敛于它.当/是其他函数类之元时，则可以在相应的意义下使 {/,} 收敛于它.这是现 
代数学中为了克服函数不光滑性常用的方法.它告诉我们， C ； T 函数是很多很多的. 

c ( ： 函数另一个重要的用途是利用它来构造单位分解.这是把整体性问题分解为局部性问 
题，或把局部性结果拼接成整体性结果的工具，它的基础是中紧集（即有界闭集）的一个重要 
性质. 

定理 10( 海涅-博雷尔 （ Heine - Borel ) 定理或有限覆盖定理） 设 KCIT 为一紧集， {巧}是 
一族开集且覆盖 K : ，则从 { U A } 中必可找出有限 多个： ，…，仍可覆盖 

A 

N 

k ： y a 

1 这个定理的证明见第六章. { U _ A } 称为 K 的一个开覆盖.这里参数 A 可以是有限多个，可数 
无穷多个，不可数无穷多个，总之是要覆盖 K . 本章中我们已多次讲到紧集的概念，紧性是整个 
数学中最基本的概念之一.在通常的微积分教本中时常用有界闭集的说法来代替紧集，这是不恰 
当的.在第六章我们要详细讨论这个概念，到那时才能明白，在什么情况下才能用有界闭这个概 
念来代替紧性，也才能明白定理10为什么是一个需要证明的结果，它与微积分学中其它的基本 
概念又有什么关系和什么区别.又附带说一句， B « rel 常译为波莱尔. 

在承认了定理10之后，我们要在 IT 中构造所谓单位分解.下面的记号与名词仍与定理10 
相同. 

定理11 (单位分解的存在定理） 对于上述的 K , 开覆盖{认 } 以及有限的子覆盖 LA ，…， 
L4 , 一定存在函数 a ( x ) ec c 7 (1^),」=1，"-,#,适合以下要求 

(1) 每个 的支集必在某一 G 中 (i 与 J 不一定相 同）； 

(2) 0<^ (X)<1 ， K 7 <N; 

H 

(3) 2 9( 工 ）=1， (29) 

J= 1 

{^- (: T )} 称为 K 的从属于覆盖 { R } 的 C ： T 单位分解. 

证 任一点 xGK 必含于某个 U 中，从而也必含于一个开的小球中，这里 KjCl ^ ，所 

以{%}也成了 K 的一个开覆盖而必可以从其中选出有限多个 ： i ^ ，…，使 K(Z 1 J %，而每 
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个 K 』 含于一个 G 中，这里 z 与 ； 不一定相同，而且同一个％可以含于好几个内，因而{%} 
之个数与 { R } 之个数也不一定相同.必要时稍为缩小巧可以设，而 dist ( K r 3 U 1 )= S J 
>0,于是用上面的方法对(: c ) 作磨光，即用 （27) 式作％ . ( x ) GC ； T ， 很明显； Or ) =1于％ 

中，而且必要时稍微缩小当 x ^ K } 时有 


竹 ■. Cr ) 


LSJ 1 


Js . (工 — 


L 8 J 


js . y ^ dy = l 


因为故对任意: rGK ， 必至少有一项仰.（: r ) =1，从而 


2灼 .（ 工） >0. 


令 


(x) = (p $} (x) / 2 cp S} (x) » 

易见 {$ ( X )} 即是所求的单位分解. 

以上我们只对紧集的开覆盖证明了单位分解的存在.实际上即令 K 不是紧集，单位分解也 
是有的，但其概念要稍作微改.详细的讨论见第六章和专门的参考书籍. 


以上我们讲的是 c ； r 单位分解.也可以构造 g 单位分解，但是不可能作出解析的单位分 
解，因为解析函数除非恒为0是不会有紧支集的.这里也表现了解析函数与 C 00 函数的区别. 


§ 5反函数定理和隐函数定理 

1. 重温线性代数 前两节中我们讨论了映射/: IT 所生成的无穷小量 /Cx + / i ) 

- / Gr ) 按 A 之幂分解的问题，并由此引出了解析函数与 C °° 函数的区别的详细讨论.现在再回 
到 /Cx + /0 _/ Cx ) 之线性部分即一阶微分的讨论.我们在前面一再强调线性部分的研究可以 
提供有关这个映射的局部的（即在1点附近，以下我们限于在原点附近）性态的信息.现在再回 
到这个主题并讨论一个极重要的问题即如何求解 


fix) = y. ( 1 ) 

这个问题把我们引导到一个更广泛的问题，即讨论3； = / Cr ) 的逆映 射厂 1 .更准确一些说是讨论 
y eR n 是否在映射/下有原像.因为只有在这个原像是存在而且唯一的条件下，才能说有逆映射 

f _'. 

现在在 x =0 附近把 / Cr ) 线性化，即令 

fix) 二 /(0)+AA + o(/i) 

并用 /(0)+ AA 取代 /( x ) .这里的 A 是由 D 的切空间 TO = IT 到 R n 的切空间（仍为 R n ) 的线 
性映射.如果用坐标表示，则有 


A 


吨 ，…， fJ 
d ( 


( 0 ). 




以下为方便起见，恒设/ (0) = 0 .于是映射 y = / (X) 将被线性映射 


k = Ah »^ G R n » A G R m 


(2) 
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取代.研究 (2) 是线性代数学的主要问题之一.因为我们在前几节中一再强调用一种与坐标无关 
的方式来研究映射 （1) ，所以现在我们也希望用一种与坐标无关的方式来研究 (2) .下面我们限于 
讨论 A 的核空间与像空间. 

研究方程 (2) 对于某一个々是否有解 A 存在，也就是研究々是否在 A 的像空间中，即问是否 
有是 G imA : 

imA = {々 G R ra ，彐焱 G R m 使々 = AA } . (3) 

imA 是一个线性空间，它并不一定就是整个靶空间 IT 而可能只是它的一个真子空间 . zmA 与 
R w 之差别可以用它们的维数来刻画. dimR n = n 是固定的，而 dim imA 称为 A 之秩 ( rank ) ，记为 
rank A . 秩有一个重要作用，即用它来判断 (2) 的可解性最方便.事实上， （2) 对一切均有 
解，即 （2) 为可解 ( solvable ) 之充分必要条件当然就是靶空间与像空间相同，亦即它们有相同维 
数，所以 n = rank A 是 (2) 对一切々可解的充分必要条件.这时 A 把源空间 R m 映到整个靶空间 
上，所以 A 称为满射 ( surjection ) .更简明的说法就说这是 A 是一个 onto . 因为在一般情况下 A 
把源空间映到靶空间 g ， 所以是一个 into . 另一个重要的子空间是源空间中一切被 A 映到靶空 
间中的0的向量所成，它称为 A 之核 ( kernel ) 空间或简单就是核.记作 ker A = {/i G R m ， AA = 
0}. 如果 dim ker A =0 即是说 ker A 中只有一'个零向量0,则方程 (2) 若有解也只能是唯一 ■的 .因 
为若 h x , h 2 都是 (2 ) 的解，当有 - A 2 ) =々-々=0.所以/^ =/ i 2 ，而 （2) 之解是唯一的.反过 
来，若 (2) 之解为唯一的则 ker A = (0). 实际上，若有 G ker A ， 贝 U 对 (2) 之每一个解 h，h + 
Ch () ( C 为任意常数）也是 （2) 之解，这与 （2) 之解的唯一性矛盾.总之， （2) 有唯一解当且仅当 
ker A = {()} .这时我们称 A 为单射 ( injection ) .如果 A 既是单射又是满射，就称为一 * 一 ■映射 
( bijection ) ， 也称双射.一 * 一*映射就是 A 实现了源2间 onto 祀5?间的同构.这时 A _ 1 才存在，而且 
也是同构. 

以上我们是把 rank A 与靶空间 R ™ (以下记为 F ) 的维数联系起来看的.由秩之定义，自然有 
rank A^dim F . 但还有一 ■个重 要公式，把 rank A 与 dim (源 S 间）联系起来.源 S 间现在就是 
R m , 我们也不妨记为£.我们知道，由于 ker A 中可能有非零元，所以 A ： E ^ imA 虽然是 onto , 
但不一定是一对一的，即非单射.但是通常的线性代数教本讲到商空间时，一定会讲到一个 结论： 
A 在商空 间五 /ker A 与 imA 之间诱导出一个同构（仍记为 A ). 所以它们的维数相同.但是 
dim CE/ker A ) = dimE - dim ker A ，所以有 

dimE — dim ker A 二 dim imA . (4) 

由于下面常用这个结果，所以我们把它写成一个 

引理1吳 A : R m — R H 晏二士雙里奥里：卿 

dim ker A + rank A = m . (5) 

证现在源至间 £ = R m ，故 dim E = m •> dim imA 按定义即 A 之秩 rank A ，代入⑷即得. 

由此立即有 rank ，但由定义 rank A ^： n ，所以 

rank A^min im ， n ) • (6) 

当我们对线性映射 A 之核空间与像空间作了如上的讨论以后，就可以再来看方程 （2) 的求解问 
题.最好的情况显然是 A : R m — R " 为同构的情况.这时 A 首先是一个满射，所以 rank A = n .另 
一 ■方 面又是单射，所以 dim ker A =0,而由 （5) 式 rank A = m ，所以 A 为同构必导致 





m — n — rank A . (7) 

反过来由 （7) ，一 ■方面 rank A = dim imA = n ，故 A 为满射，另一 ■方面 dim ker A — m — rank A = 0 
故 A 为单射，总之 A 为同构.这样可以看到 (7) 是 A 为同构的充分必要条件. 

由 （7) 看到，若，则 A 不可能是同构.下面就分 
别来讨论 m 〈 n 与 m > n 的情况.但不论如何， （7) 是一 ' 

种秩已达到最大可能的允许值的情况.所以下面我们在每 

个情况下都只讨论 rank A 达到最大可能的允许值的情- ^ 一 

况.由 （6) 可知，这就是77/ < / z 而 rank A = /??， 以及 m > n 
而 rank A — n . 

先看 m 〈 n ，rank A = m . 这时， A 把源 S 间映为 
革巴 S 间的 m 维子 S 间，而且由 （5) 知 dim ker A = 0，所以 T 0 
A 是一个单射.图 3-5- 1 上 一行画出了这个映射.然而 
我们可以在靶空间中作了一个坐标变换丁使得 ait 成 
为一个“坐标平面”.图3 - 5 - 1右侧一列画出了 T ， 这样 
我们就可以想像到，在这样的坐标系下， A 应该有特别简 
单的表示.下面我们引用坐标表示，并且设在源空间与靶 
空间中都已选好了坐标系——即基底，从而 A 和 々都表 
示为列（竖）向量： 

h = t ( h '， …， hj ， (上角的 Z 表示转置 .） 

k — ^- k 

而 A 表示为 

A = ( a tJ ) ， i = 1，2,…， n，j = 1，2 ,…， m • 

如果在靶空间 R n 中作一个坐标变换，而把 A 变成 Z 

I = t (l x »***•»/„). 

应当有 

l — Tk — ( T ° A ) h * 

T 二（~)是一个非异矩阵阶非异方阵所成的空间在数学中极为重要.这个空间按习惯 
记为 GL ( rifR ). n 表示方阵阶数， R 表示其元为实数）.原来的 R m 二 { (/^，…， } ，而现在的 
( T ^ A ) R m = {%，…， L ;(],•••,())}. 因此经过坐标的选择，映射 A 就成了 

l t = h t y i = i ，2, …， m ， 

L m + j = 0 ， J = l，•••，？! — 771 . (8) 

如果用矩阵来表示 (8) ，它就是 



这是一个 nXm 矩阵，而它的子矩阵 I 则是 m X m 的单位矩阵.从几何上看，这就是把源空间 
“浸入”或“嵌入”在革 E 空间中.但是在数学中，浸入 ( immersion ) 与嵌入 ( embedding ) 这两个名词， 
虽然是描述的这种映射，但都有确切的定义二者又有比较细 i ? 旦十分重要的区别.它们属 
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于微分拓扑学研究的范围，本书只能在第七章中稍为涉及.所以现在不用这些名词，而只说它是 
“单射”线性映射，所以 （8) 就是单射线性映射的标准形式. 

其次看777 > ??，而 rank A — n 的情况.这是由一 * 

个高维空间向低维空间的映射.图 3-5 -2上画的是 
3维空间向2维空间的映射.为了简化它，我们先把 
R m 中的坐标系作一个倾斜成为下面用虚线画出的坐 
标系，使得 R H (现在是图右半部的平面)恰好成为虚线 
坐标系的“坐标平面”.我们把倾斜映射记为7- 1 ,于 
是方程 (2) 现在成为 

k = Ah = ( A 。 T ) 。 （ T _' h ) = ( A 。 T ) I • (10) 

如果记/ = ' ( M ，…，乙_„ + 1 ，…， Z ra ) ，它一共有 
m 个分量而上之向量一共只有 n 个分量.从图上 
看，恰好是 Z 的后; 7个分量.因此， A 。了如果用坐标 
来写就是 

K = i =\，2, …， 71. (11) 

如果用矩阵来表示它，这个矩阵就是 n 乂 m 矩阵 

(O I ) ， 

其中的 J 是一个 77 X n 的单位矩阵.那么要问什么样的向量被 A 映为零向量？即问 ker A = 
A -1 (0) 是什么样的空间？由 （11) 易见一个向量 Z = h ，…， + 1 ，…， Z m )Gker A , 当且 
仅当其后面的 m 个分量为 0. 即是说 ker A 是由形如 

(/"•.. Ur -.’ O ) 

的向量所张成的 m ~ n 维子空间. 

用直观的语言来说，这 就是： 从倾斜的坐标系来看，就好像是把斜着向上的 m - n 坐标被 
“压”掉了 ， ker A 是这 m - n 个坐标向量张成的，而 A 把像空间“罩”起来了.所以它称为“外 
罩” ( submersion ， 或译“浸没”，指靶空间沉没在 A 的像中去了，但“浸没”一词反而用得多一些.第 
七章都是用的浸没）.也和上面一样，由于外罩是一个有特定含意的数学名词.我们就不去使用 
它，而说这是一个^^ ( projection ) 线性映射，准确些说，是“沿”着 ker A 向 imA 投影. 

以上所说的是 m > n 与 m 〈 n 的情况，但我们也可以把 m — n 算起去，它既是单射，又是投 
影.因此它相应的矩阵就是 

总之 , rank A 取可能最大值的线性映射分成 三种： 

1. m = 这时 A 就是同构，而在适当坐标系中其矩阵即是 I . 



图 3 —5 — 2 


2. 这时 A 是单射映射 (8), 而在适当坐标系中，它的矩阵是 


3 . m ，这时 A 是投影映射 （11) ，而在适当坐标系中它的矩阵是 （O I ) . 

本节的主要内容就是 证明： 可微映射在秩取最大可能的值时，局部地正是这三种情况. 

2. 反函数定理 现在我们要证明下面的基本定理 

定理 2( 反函数存在定理） 设 乃 CR ra 是一开集，/: 乃 — IT 是一个光滑映射 ，0 G D 且 
/(0) =0.若 ( d /) (0) 是非退化的，则/必是的某邻域到 /(0 )Gir 的某邻域中的微分同胚. 
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在给出证明之前，先对定理的含意作一些注解.首先要注意，这个定理是局部的，它所给出的 
微分同胚也只是局部微分同胚.微分同胚的概念已见于本章§ 2定义 3. 引理4后的注1就提出 
了一个映射为微分同胚的充分必要条件问题.从那里就已看到，若用局部坐标来表示，则 

( d /) ⑻二 ^ 1 ’:::’ 3 ^ (0)， ( d /) (0) 之非退■化性就表示为雅可比矩阵非退■化.亦即其行列式不 

为0.但那里即已指出，这并非充分条件，而只局部地才是充分必要条件.本定理就给出这个论断 
的证明.如果把本定理中的映射/用局部坐标写为 

兄 =/, (:^ ， … ， x„) ，0 = (0,… ，0 )， Z = 1 ，2 ,… ， 7 z ， （12 ) 

局部微分同胚就表明，&也是 ( m ，…， ： y «) 的光滑函数 

x t = ( p t ( A ，…，又），0 =朽（0,…，0 )， Z = 1’2,…’ n ， (13) 

而以 （13) 代入 （12) 或以 （12) 代入 （13) 均有 

yr=L [^1 ( 3 ^)，"_，％(： y)]，z = l ，2，".， n ， 

或 

x t — cp t Lfi (x ) » * * * » f n (x ) ] ， i = 1 ， 2,… n • 

这就是说， （12) 与 （13) 互为反函数.因此这个定理是反函数存在定理. 

以上我们一再说坐标.现在也应该把坐标的定义说明白.对于线性空间 R K ,所谓坐标是指有 

了 一 ■个 基底 q ，…，以后，任一*点亦即任一'向量 x 均可写为 + …十:^%. ( X :，…， x ra ) 

即此向量 x (或记为此点 x ) 的坐标.现在我们讨论的 D 虽然是 R n 的一个开子集，却不是线性空 
间，这时所谓坐标即指 D 中任一点均有一个邻域与 R n 同胚（即双方一对一且双方连续）.设 P 
对应于 R n 中一'点 x = ，…，:^)，就说 x 或（:^，…， : c „) 是 P 的局部坐标.因为这种同胚有许 
许多多， P 就有许多不同的局部坐标例如 x = ，…， j = ( Ji ，… >*«) 而 ： y = j ( x ) 或= 

: r ( 3 ；). 我们限于考虑 j J (工 ） 或 1 = I ( J ) 为光滑的微分同胚的情况.这样，这些坐标可以说是 
光滑的局部坐标. 

定理中只泛泛地说/是光滑映射，其实是指，如果或 C ™， 则/作为微分同胚 
也具有相同的光滑性，即逆映射也是或 C °° 的. 

定理的证明是利用著名的压缩映像原理.因为0在 R ra 中之任一邻域中必包含一个球尽 （0) 
( B r ( P ) 表示 P 为心， r 为半径的开球体，$ CP ) 则表示这个球的球面）.以下我们恒设所说的邻 
域是一个球体，球体是一个凸集，即对球内任意两点&，: c 2 ，连接它们的线段+ (1 - t ) x 2 *0 ^t 
<1} 也全在球内.这就是说，球不但对于球心是星形区域，而且对其中任意点都是星形区域.因此 
任一可微函数都变成？的函数，而可以应用中值定理. 

由假设 ( d /) (0) 是非退化的.于是在一定坐标系下它是一个非奇异矩阵 A ， 即映射/的雅可比 
矩阵.现用 A _1 左乘/,而 A — 1 / 在 x =0 的微分为求解 / Cx ) =： y 与求解 (A — 1 。/) Cx ) = A _1 ： y 是 
等价的，而 d ( A _ 1 /) (0) 二 J ,因此不失一般性，以下我们都设映射/适合条件 ( d /) ( Q )^ I . 

我们下面不考虑映射/，而考虑映射 

g ： DCR ™— R ra ， x Cx ) - x 卿 g ( x ) = f ( x ) — x ) . (14) 

它仍然适合 g (0)=0, 而且 

( dg ) (0) = ( d /) (0) -1 = 0. (15) 
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因此，当: cGB / O ) 且 p 充分小时，必有 || ( dgOCx ) || < 7 ?, 77 是任意小的正数. 

现在我们用迭代法去解方程 

x 二汐 一 g ( x ) • ( 16 ) 

但是这个方程的解就是映射 y — g ( x ) 的不动点 : y — g (*) ： x . 因为这个 x 必适合 

— g ( x ) = 汐 + 1 — / (工）或 /( 工 ）二 y • 

求解 （ 16 ) 可以使用古典的逐次逼近法.即对 0 附近的 ，任取 A GB / 0 ) 作为零次近似.以：^代 
入 （ 16 ) 右方，并记所得为: c 1: 

x \ = y ~ § ( 工 o) ~ y ^ x i) ~ f ( 工 0) ’ 

然后逐次地做下去，即令 

工 / + 1 g (工/)，… （17) 

这样得到一个序列 U . 我们希望 U 有极限 i ,而且 i 即是 （ 16 ) 的不动点. 

这样做要解决两个问 题:一 是要保证每次得到的 a 都在 g ( x ) 之定义域(亦即/之定义域) 
中.例如适合:^ G A ( 0 ). 然后再证 ( A } 收敛.为了做到这两点，首先是取 ( 0 ) ， P 待定，然 

后证明映射 g ■在 4 ( 0 ) 中适合 

|| g - (x *) - g - ( x * * ) II II x * — x * * II . ( 18 ) 

这个式子的证明见后. 

于是对于固定的 j .如果已作出了 ：^，则对于 X ， + i j g ( X ， ） ，因为 g ( 0 ) = 0 ,故有 

II X…II < II y II + II g- (x；) - g- (0) || <| + 士 || X， — 0 || 

即是说，只要 || || < ； o , 必有 || x / + 1 || < ( 0 .但是取在 ( 0 ) 中的，所以一 ■切： C / 都在此球中， 

从而也在 f (X) 与 gCx ) 之定义域中. 

其次由 （ 18 ) 式 

1 

II 工 / + 1 -工 / II = II g ( 工 /) - g (工 / —1) II II -工 / — 1 II . 

即是说每经一次映射 g ■，:^ + 1 与 A 之距离比 X ,与:^^之距离至少减半——所谓压缩映像即指 
此.而反复应用它，有 

I O 0 l + k - x t I ( y ) II X k - x () II . 

所以{_^}是中的柯西序列，而必有极限 i Gp ( 0 ) .在 （ 17 ) 中求极限，即得 

x = y — g (x ) = y + x — /'(•X )， 

亦即 

y=f(x). 

从而三是方程 j = /(： c ) 对固定于瓦 ( 0 ) 中的 j 的解. 





142 


第三章微分学 


再证这个解是唯一 ■的. 设有: r 也是 y = f ( x ) 之解，则/ ( x ) = / (x ) ，于是 g ( x ) — g (x )= 
•r -： c . 但由此有 

= — = — 1 = — 

\\ X - X \\ = \\ g ix) - g ix ) II \\ X - X II . 


所以 X = X . 

余下的只是证明 （18) 式了.在凡 （0) 中作直线段{杜 # + ( I - t ) x ^ 连接/与 

r 

f 两点.在这个直线段上 g 獻为 t 的光滑函数，从而 

g ix * ) — g itx * + (1 — /) x * * ) d ? 

J o d ? 

= (x * — x* ^ (dg) (tx * + (1 - t) x* * )dt. 

J o 

由于在 B p (0) 中 || dg || <7；， 7； 是任意小数，故当0充分小时 

|| g* (x ” g Cr * ” II 《士 || x * - x * . 

这就是 （18) 式. 

现在证明/ 〃也是可微的.事实上，由/为连续可微，可设 • xia + A 应有 

/ Cx ) = / Cx !) + ( d /) ( x { ) h + o ( h ) . (19) 

这里 ( d /) ) 当： ^ 在 0 附近时，由假设是非退化的.用 A ) 表不 ( d /) ix x ) ，则 A" 1 ( xj ) 是存 
在的.用 A _1 C ^) 作用于上式两侧有 

A 1 [/'( x ) ~ f — x ~ x x ^ A 1 Cx x ) o (x ~ x x ). 

若记 ； y = /( x ) ，力 =/ CxJ ，贝 U x x = f~ l (力）， （19) 式可以写为 

f ~ 1 (3;) = f ~ 1 (3；! ) + A " 1 (xj ) (jy - jVi ) - A _ 1 Cr!) 0 Cr - 而 ） . (20) 

不过由前面的假设（即已用 A — 1 ( 0 ) 遍“乘”方程 j = / Cr ) 双方），可以设 A ( 0 ) = J .所以当 
x ^ x x ^ B p ( 0 ) 从而 ( 0 ) ( p 已设为充分小），有两个正常数 A 与 A 存在使 

Q < A < i X ~ Xl j , 1 < A . 

II 汐 一 ： Vi II 

这样知道。（: r - %)即 0 ( 3 ;- 乂）.代入(20)，注意到 II A — 1 (%) II < M ( M 是一个适当正数），我 
们有（记 j — 力=左） 

f ~ ] ( y ) = f ~ ] ( yi )+ A~ l (^^k + oik ). (21) 

这就是说 / 1 ( 3 ;) 在 M 处连续可微.但是 y\—f ^ oc x ) 可以选为 ( 0 ) 中任一'点，所以 1 在 ； y = 

0 附近连续可微. 

定理中是说逆映射/〃与/有相同的光滑程度.但这只要利用泰勒公式即可得证.证明的大 
意如下.如果 / Cx ) 在 : r = 0 附近属于，则在 A ( 0 ) 充分小）中任取一点 工 i ，并记 工 + 
hi 这里 /i = ( h ，…， h n ) 是一个 n 维向量，我们应有 

I 

/( x ) = f ix x ) + A (x — x Y ) + ^ A ff h a + o ( h l + l ). 







坐标变换 g ■把 /⑴） 拉平.总之，顺着图 3 - 5 - 3 的斜线看，我们有一个由扩大的源空间 R n 到作 
为靶空间的 R ra 的映射，它是由 g - F 实现的.如果“，则 g 必适合所求.所以 g 是 F 的逆 
映射.这样一来，我们会得到一个什么样的定理，又如何去证明它也就十分清楚了 .定理 3 的记号 
与前面讲的一样. 





(源空间) 



X 7 


拉平的 

m) 


13 - 5-3 


(粑空间) 


定理 3 ( 单射定理）设 m <： n . f ： n ( ZR m ^ R n 是一个光滑映射，且/ ( 0 ) = 0 .若（( 1 /) (: r ) 在 
: r = 0 附近恒取最大可能秩，则必有由 0 GR H 的某个充分小邻域（即设为乃）到 0 的另一个邻域 
的微分同胚 g ■，使得 g ( 0 ) = 0 ,而且 


(gof) ( X] ,… ， x m ) 


个元为 0 ) 


证不妨设/的雅可比矩阵的左上角子矩阵 



丄 J Ki，Xm 

在 x = 0 附近是非退化的.“扩大”源空间，即引入新的 R n i , 令其中之点的坐标是 Cx m + 1 ，…， 
A )，并定义新的 映射： 

F (h ，…， x n ) 二 ’ ( x x ，…， x m ) ，…， f n ，…， x m )) + ’（0,…，0; x m + 1 ，…， x„) : R H —R ra . 

(24) 

显然 F ( 0 ) = 0 ,而且它在 : c = 0 处的雅可比矩阵是 

" |^( 0 ) o ] (^( 0 ) 0 ] 

J ( 0 )= d ^j = . 




兴 
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由于已设 det 人 （0) 尹0,所以 det J (0) 尹0,而由反函数定理 . F 必有局部逆 F _1 =&茗(0) =0,而 
g ^ F = td ： R n ^ R n R n 既是扩大的源空间，又是靶空间.把 g 用局部坐标写成& (&，•••， 
y n ) »^<?7，则 g ° F = id . §P 

g x iF ix x ^' m ' ^ x n Y ) = x x ^ (25) 


g n (F (xj i ••• ， x H ))= 工 „ . 

再由扩大的源空间回到原来的源空间，即令 x m + 1 =… =x„ =0.由 （24) 知这时 G 变成/；，而 (25) 
即成为 （23) .定理证毕. 

注我们不说 ( d/) (X )在= 0处之秩为777，却说 (d/) (X)在X = 0附近的秩均为？77,这是 

因为秩是一个可以突然变化的量.例如二阶矩阵 P 1在处的秩是2,而在 ： r = 0时却突 

v 0 V 

然变为1.这个情况正是我们想要避免的.本来，假设了 /光滑，至少 /G C 1 , 则 rank A = 
rank (d/) Gc) 是： c 的连续函数.若 rank (d/) (0) = 77? ，则在 x = 0 附近均有 rank (d/) (x) = /n ，而 
上面的情况不会发生.（但若 rank A 在某点小于最大可能值 m ,在其附近则不一定不发生突变 
了.这种情况我们的说法是 :非退 化性是稳定的，而退化性则是不稳定的）.我们对定理的陈述在 
“_x=0” 后面画蛇添足地加了 “附近”二字，无非是提醒读者注意这件事. 

下面我们再来看 m > n 的情况.我们仍从几何说明开始，现在情况就简单多了.在映射/ 
下，靶空间中的原点0之原像/< (0) 是源空间中过 x = 0的一个“曲面”.其维数是 m - n. 图 
3 -5-4 中画的是一条曲线，这是因为更高维数的几何图形画不出来.问题在于它会不会有奇点？ 
在讲单射定理时,我们以 m = 1的特例（这时映射/成了一条曲线），比照着曲线上有没有临界点 
的情况，说 /C0) 是 R ra 中的曲面.现在不妨也看一个特例，设 n =2,于是映射/成为 

= fi 

力=/ 2 ( 工 1，工2， •_ •，工 m ) . (26) 

而 (0) 就是将上式左方的换成0,并求其全部解而得.例如设可从中解出 
1 x 2 ： 

x x — (p x Cx 3 ， :c 4 ， ...x rn ) ， 

X 2 — (p2 (工3，工 4 , ••• , OC m ) (27) 

(下面我们会看到，当“最大秩”假设 rank df ( Q )= n 成立时这总是可以作到的），由此可见厂 1 (0) 
是一个 m 维“曲面”，它是没有“奇点”的，而 （27) 是它的参数表示.到了这一步，下面就应考 
虑如何把/<“拉平”.办法仍是作坐标变换.不过现在要在源空间中作变换了，这就是图 3- 5-4 
左侧，由下到上是 /i，/i 当然不会是线性的，否则它不会把弯曲的/〃 （0) 拉直.但是再加上一个 
向右的非线性的/，却成为由直的源空间 IT 到直的靶空间 R n 的 /4. 我们想到是否可以通过 
“扩大”靶空间，把两个非线性映射复合成一个线性的投影映射 7T：R"^R ? 办法和上面是一样 
的： “扩大”靶空间为 R ' 同时“扩大”映射为使 F 成为一个微分同胚，再作其逆 A ,然后再限 
制 F 为/即可. 

定理 4( 投影定理） 设 R% 是一光滑映射， D 是0的一个充分小邻域,/(0)= 
0 . m '^ n ，若 idf ) Cx) 在 x 附近恒取最大可能秩 w ，则必有由到0在 R m 中的另一 ■邻域 的微分 
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第三章微分学 


两个定理告诉我们 ：就是 局部地可以“拉平”，也就是微分同胚于一个线性空间的开集.前一个情 
况下是同胚于源空间中0的 邻域乃 .后一个情况我们没有说.实际上是同胚于 R m i 中0的 
某个邻域我们前面多次说这个曲面是无奇点的.那么，什么是无奇点呢？现在可以明确了， 
无奇点就是微分同胚于某个或 R m i 中的开集,最大秩条件才能保证无奇点. 

定理2,3,4都把几何问题化成了代数问题.试以定理3为例，那里的证明是通过构造 /( 其 
实是 F ) 之左逆 g 来实现的.不过要注意，这里不能写为/。^■，因为 g ： R n ^ R n 是扩大了的源空 
间中的微分同胚的像在 R n 中，而/只定义在 R m 中，所以 f 。 g 是没有意义的.因此，定理3 
是通过作/的左逆来证明的.同样，定理4是用的/的右逆因此定理3是说/有左逆 g ■: g 。/ 
= td . (不过这个记号不准确.因为 R % 而恒等算子 W 不会作用于不同空间中 .） 用链 
式法则有 



这里 d/ 是? 7 X 777 矩阵.其左逆 dg 是 W X 77 矩阵，这样上式才有意义.类似地，定理 4 是说/有右 
逆 h •• f ° h = id ，银 

d/°dA 二 （0 J ). 

Ah 是 mX m 矩阵.现在我们再回到线性代数的问题，设有 nXm 矩阵 A ， 问 

Ax = b (32) 

何时有解？何时解为唯一的？现在很清楚，若 A 有左逆 Ar 1 , 则 (32) 若有解必是唯 一的： 

x = AJ'b • 


这时 A 必为单射.类似地，若 A 有右逆 Ar 1 , 则 （32) 必可解，因为 x = A； l b 就是 （32) 的解.这时 
A 必为满射，也就是投影线性变换.总之我们可以列表 如下： 



n 

m — n 

m > n 

最大秩条件 

rank ( d /) ix ) — m 

rank ( d /) ix ) — m — n 

rank ( d /) = n 

逆算子情况 

( d /) Cr ) 有左逆 

( d /) Cr ) 可逆 

( d /) Cr ) 有右逆 

映射的特点 

( d /) Cr ) 为单射 

Cd /) Cx ) 为一一映射 

( d /) Cr ) 为满射 

几何特性 

/ 为“浸入，， 

f 为微分同胚 

/ 为“外罩” 

子流形 

/ CO ) 为 m 维子流形 

/ CO ) 为 m = n 维子流形， 

即0之另一个邻域 

/ _ 1 (0) 为 m — n 
维子流形 

结论 

定理3 

定理2 

定理 4 


我们前面已说过 d / 即相应于/的切映射.它是线性空间之间的映射，而这些线性空间是相 
应流形 （777 < 72时的/ ( D ) : 77? = 72时的 乃； /// > 77时的/_ 1 (0)) 的切 S 间.所以，如果用一 ■句 话来 
概括以上所说，那就 是:在 最大秩条件下，切空间之间的切映射，很好地局部表现了原空间之间的 

映射的几何特性. 

_ _ __ > > • • 

我们不 妨再从~ ■本 名著 L . H ormander . The Analysis of Linear Partial Differential Operators ， 
I 中抄录一段（文字稍有修改)看一下该书中这套定理总结成 什么： 

定理 设 n (^ R m , f ： n ^ R n 为 c 1 映射，06 仏且 /( o ) = o .存在由 o = /( o ) 在 it 中的一个 
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邻域到 R m 的 C 1 映射 g : oj — 使得 s ) f ° g = id 千 f ( Q ) 附近，即 g 为 / 之局部右逆， b ) g ° f 
= W 于 0 附近，即 g 为 / 之局部左逆; c ) g ° f = id ^ 0 附近，且/。尽 = W 于 /( 0 ) 附近，即 g ■为/ 
之局部逆.其充要条件是存在一个线性映射 A:ir — IT 使得 〆 ） ( d /) (0) A = id R n ； bO 
A ( d /) (0) = ( id u m ； c ) ( d /) (0) A = id R n 同时 A ( d /) (0) = id R m . aO 等价于 ( d /) (0) 为满射 ; bO 
等价于 ( d /) (0) 为单射; c /) 等价于 ( d /) (0) 为一 * 一'映射，且 g * 在/(0) = 0附近是唯一 ■的. 

证 . a 0, b 0 与 〆 ）之必要性均可由链式法则直接得出.所以下面只证明它们的充分性. c ) 中 
^的唯一性可以从以下事实看 到：若 &与&是存在的./。& = ^,&。/=^已经得证.则& = 
g 2 0 f ° gl = g 2° (/。&) = g 2 。w = .故所有左逆 g 2 均等于某一指定的右逆 gv 从而左逆唯一. 
同理右逆也唯一.因此，定理归结为由 aO 、!^) 证明 gl 、 g 2 存在.这可由逐步逼近法完成.今设 〆 ） 
或 V )成立，若必要时用 ( d /) (0) 去左乘或右乘 A ，可以假设 （ d /) (0) = J .取^>0充分小可以设 

当 || 工 || 〈古时 || d / Gc ) — J || 〈 ^■.因此，若 x x » x 2 均在 (0) 内，由/之可微性 ， ♦ h =工' - 

x 2 ，有 

II f lx ' ) — f 0 c 2 ) — l ix x — x 2 ) II II x x — J：2 II - 03) 


故若 / (x ： ) — f (X 2 ) ， 则上式成为 II A - X 2 II II x x - X 2 II ，而当 Xy ^X 2 时这就是矛盾.因 

此，若 a')，b') 成立，则 a) ,b) 中的 g* 若存在必为唯一的.现在只需证明对任一个 y ^ zB ^ (0) » 一定 

在 (0) 中能找到一个 x 使 / Cx ) = 这样一来， (0) 中任一点 j 必对应于 (0) 中唯一一 

点 x 使 / Cx) = ：y . 令 x ~g 即知局部的左逆或右逆 g" 是存在的.从而 a)，b) 中的结论，除 g"6 

C 1 以外均得证明.所以现证适合 /Cx) 的X 在 (0) 中存在.作一串 {&} 使 

x k = J ^ k -1 + y - f (x k _ x ) y k = Illy y (34) 

其中 a = 0 .于是 

II - II = II II = II ) II <y - 

如果已证得 || '. || <3，j=0，l，"_，々-UJ 

\\ X k - X k _ x II = II X k _ x - / ) - ^k-2 + f (工 k-2) II 




- 1 - 2 




k - 1 


X 



8 

¥■ 


因此一方面有 

II 0C k II ^ II ^ - X k _ x II + II X k _ x - X k _2 II + … + II - X 0 II <Sr 

一'方面又有 {& } 是一'个柯西序列，所以有极限： c G B|_ (0) (0) .在 （34) 中求极限即知 /( j :) 


~ ^ - 

余下只需证明 gGC 1 . 现在 W 已定义于 (0) 中，令 

g ( y ) = g (y + k ) = x + h ^ 


k = f (x + h ) —/( x ) = (d/) ( x ) * h + o (\\ h || ). 


则 





但由 （33), \\ k ~ h \\<\\ h \2 || .所以 U || /2< || k || <2 || h || .而由上式可得，当々=0时必有 

A 二0， 

|| ( d /) ( x)h || = || 々 - o ( || || ) || > (音 -?；）II /i II ， 

这里 7； 是任意小正数，因此 ( d /) ( X ) 可逆.其逆适合不等式 II [( d /) ( x)]' 1 II <3.所以 

h = L ( d /) ( x )] 1 •焱 + o ( 是） 

而知 g ■是 C 1 的： 

(dgO ( jy ) = [ ( d /) ( x ) ] _ 1 ， 3 ; = / Gr ). 

以上的证明录自原书第二版 ,9 页，定理 1.1.7. 

至此我们看到微分学的基本思想——略去高阶无穷小量而只留下 △/ 的线性部分 d /, 亦即 
线性化，经过很长时间的发展，吸收了许多新的数学思想和新方法、新概念，例如逐步逼近法、切 
空间、切映射等许多线性代数的知识凝成几个定理，其内容何等丰富.然后经大手笔，短短一两页 
又都写清楚了 .这个总结性的定理我们花了十几页篇幅才讲清楚，原来只是如此.再仔细一看这 
个证明没有哪一部分不是我们已经讲过的.整个数学科学就是这样发展的，我们学好一门数学分 
支也得这样反复消化.读者可能会感到难，把多少年的数学发展结晶为这样简洁的证明自非易 
事.但是从另一方面看，在1是不是无穷小量?”这类云遮雾掩的问题里转，到一两百年才换来今 
日的满目清明，岂非更难？ 

4. 隐函数定理 隐函数问题在整个数学中具有特殊的重要性.在非线性分析中它起特别重 
要的作用.我们现在要利用反函数定理解决在有限维线性空间中的隐函数问题，它将为更一般的 
情况提供一 ■个 最简单的模型.这就是设有 R m 和 ， x = (:^ » *** » ) G » y — »*"■> 3 ^^) G 

R ' 设在 LTX , VGR ") 中给出 n 个方程 

(x' ， … ， x m ' 力， … =0“ = 1 ， 2’…， /z (35) 

而且设 0 G L /,0 e V 使得 /； (0,0) =0. 问能否从 （35) 中决定 3 V "，％ 为： c 的函数(:^， 
…， xj , 而且适合 0 = i (0)? 如果简单地看，这 n 个决定了一个映射 

f = ( J \， …， f ) (工，夕)， 

它映 Ux V—IT . 如果用 w = ( ztv ^记靶空间 R " 中的点.则求解 （35) 就变成了研究原像 
f _' (0) .但是简单地应用反函数定理是不行的，因为我们要解决的问题 是把: c 与 j 分开，它要求 
在 /— KO ) 上给定了一个: r 恰好有一个 j = 即 / _1 (0) 是某个函数的图，而且要求此函数有 

一定的光滑性.所以我们要把反函数存在定理的应用稍加修改，而有 

定理 5 ( 隐函数存在定理） 设 UCR ' V ( ZR n 是两个开集，其中之点的坐标分别是 
2 = ( A ，…， ： r m )， y = ( 3V … ，又） ，而且 0 G t /，0 G V . 若/: ux V ( ZR m XR n ^ R n 是一个光滑 
映射./(0,0)=0,而且(4/) (0,0) 是『的线性同构（即有逆映射存在，这里视: C 为参数 
值），则必存在06 L 7 的一个连通邻域乃.以及唯一的光滑映射 g ■: D — V ,使 g (0) =0,而且 

f (xy g ( x )) = Q . O . (36) 

证 考虑一个新映射 

cp ： UX V ^ R m XR n 
Cx ， ;y) — Cx ， /" Cx ， 3;)). 







为压缩映射，所以我们实际上证明了压缩映射有不动点存在.但是不动点问题是数学中的一个重 
大问题.压缩映射有不动点存在只是其最简单的一例.一个比较著名而且十分有用的是布 劳威尔 
不动点定 理：若 /是映中的一个球到其自身的连续映射(不需要压缩性），则/必有至少一个 
但是由于它的本质与压缩映射定理完全不同，后者涉及度量空间的完备性，而前者则与 
射的拓扑度有关，所以我们只把它作为第六章的一个附录来讲. 

除此以外，压缩映射定理讲的是一个迭代程序 （37), 而迭代程序有许多种，相应于求某一方 
程 F ( x ) = 0的近似解的不同迭代方法.现在以一个自变量 x 的一个函数 F Cx ) = 0之解为例.设 
^匕）是定义在[^6]上的连续函数，^02 )_^(幻<0 .微积分教科书中常讲到用割线法去求解 
F ( x )=0. 我们可以取 二 a (若恰好 F ( x „) 二0 ,则是一件很偶然的事），然后连接 U ， FU ))， 
(6, F (6 )), 它必与 j = 0 有一个交点.设它是 y = Q 上之&点.然后作 ( x^F ( x T )) 又与 



然后我们来证明 {xa } 有极限： c 存在，而： c 就是 F (x ) = 0的 

解.我们这里不来证明 i 的存在性，只是指出这个迭代程序的 
收敛速度是很慢的.注意，这个迭代与证明反函数存在时所用 
的迭代 (37) 是不一样的，而且也没有利用微分学的基本思想 
((37) 中也没有利用微分，而只是在证明这个映射是压缩映射 
时才用到了它），所以我们会问如何把微分学的基本思想用上 

去？注意到 F( = — F ( X J (•) (略去高阶无穷小量），可 

U - x k 

否把这个式子代入 (38) 以得到一种新的迭代？问题是 (•) 


(b,F(b)) 



( a ， 尸⑷） 

图 3 —5 — 5 


中的“•”是什么？ 一个方法是假设 f(o = r (6), 另一种是假设它为 r (^).这样就得到两种 
迭代程序 .一 种是最简单的.即 


j 从工(> = b 开始. 

\令 x k , rl —x k J r [.F" (x () ) ~ 1 (y ~ F (x k )) ] () = 0 )， 

另一 ■种 即是著名的牛顿方法 ( Newton’s mothod ) : 


J )A x () = b 开始. 

I 、令 x k + x = x k + [ i 7 ' ix k ) ] — 1 (y — F ( x k )) Qy = 0). 


(40) 
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(39) 则称为简化的牛顿方法.图3 -5-6 上说明了这两种迭代的几何意义.所以牛顿方法称为切 
线法.图上画的是函数 F ( x ') = -1) 的图形 . FCr ) =0的解是 : c = l ， 如果用这两种迭代程 

序，而且都从^ =2开始，我们会得到 

简化牛顿方法 牛顿方法 



• T 0 = 2 


x 0 = 2 

工 1 = 

= 1.416 666 7 

工 1 : 

= 1.416 666 67 

X 2 - 

= 1.263 069 1 

x 2 : 

= 1.110 534 41 

工 3 Z 

= 1.178 483 4 

工 3 - 

= 1.010 636 768 

X4 = 

= 1.042 091 4 

X4 = 

= 1.000 111 557 

工 5 " 

= 1.018 702 9 

x 5 ~ 

= 1.000 000 012 



显然两种方法都收敛于1.但是很明显，牛顿方法收敛得快多了.我们不来证明这里的结果，只指 
出： 对于简化的牛顿方法我们有 


| x k — x | ^ CX k ， 0 < A < 1 . 

而对于牛顿方法则有 

\ x k + l ~ x k | ^ " 1 — x () \ 2k ^ 0< 谷’ 

各是一个适当的常数.因此，若 | A - x „| 相当小，则 {&} 的收敛要快得多. 

牛顿方法不但是一个数值计算方法，而且在讨论许多重要的自然界现象——例如太阳系的 
稳定性——时会给我们提供极重要的信息.整个说来，迭代方法引向了数学中一些广阔的领 
域——混沌、分形等等,这些当然都出了本书范围. 

6 . 拉格朗日乘子法 极值问题一直是微分学的重要问题，我们在前面即已讲过局部极值 
与最大最小值是有区别的 :后者 实际上是一个整体性的概念.但即令是局部概念，在最简单的光 
滑函数情况下，我们实际上是研究函数的临界点的问题.如果是 /Cr) 的临界点， /Cr) 在：^ 
并不一定达到极值.所以有时我们称/ (x ) 在临界点处的值为平稳值 (stationary value ) 而与极值 







( extremum ) 丰目区别. 

现在我们要考虑这样一个极值问题.设在 x (> 的某邻域 D (= R m 中定义一个函数 /( x )， 可是 
我们并不是在的邻域中求 /( x ) 之极值或平稳值,而是在一些补充条件 

( p t ( x ) = Q，i = 1，2 ,…， k (41) 

下求 /( x ) 之极值或平稳值.当然我们设适合条件 (41) .这在物理上是很自然的，条件 (41) 称 
为约束条件 ( constraints ) .如果々=1，则条件 (41) 下求 /( x ) 之极值就是求/ Cx ) 在曲面％ ( x ) = 
0上的极值.这种极值问题称为条件极值问题 . R m 中的 （m - 1) 维曲面称为一个超曲面.如果 
k >1则 (41) 定义一个 - 々）维曲面（或者准确一些说是的一个 D 维子流形）. 当然， 
(41) 中的々个条件应该是独立的.曲面、子流形等概念是以放在光滑函数的框架下处理最为方 
便，因为我们有完整的微分学的理论作为工具.因此，以下我们的目标函数 / Cx ) 以及约束中的 
函数均设为光滑函数甚至 C °°, 这一点前面已经说过，但是现在不能讨论复值函数问题，因为 
复数不能比较大小，也就无所谓极值）.上面说的“独立性”也是不清楚的.模仿前面关于单射定理 

与投影定理的讨论,我们把它定义为雅可比矩阵 啊〈 在 x 0 附近有最大可能的秩々.这 
时自然会有 k〈m . 不可能 k > m ， 一 ■方 面是因 % P ’ ，屮 k \ 矩阵之 $<min ( m ，々） . 同时，一 ' 

o » *** 1 x m ) 

个点只有77?个坐标.所以不可能满足多于777个独立的方程 .A = 77?也是没有意义的，因为在 
^0附近满足 (41) 中的 m 个方程的点只有一个: r a , 这是反函数存在定理的简单推论.有了这样的 
约定后，我们就可以把 (41) 中的々 个函数看成一个映射 

，（而，…， ( xp ' ，…， ( p k ) ， (42) 

于是适合 (41) 之点的集合就是中 (0) .在最大可能秩的条件下，它是 IT 的一个维子流 
形且:而所谓条件极值问题就是在维子流形上之&附近求 
/ Cr ) 之极值或平稳值. 

一个自然的想法是，既然映射 (42) 在:^附近有最大可能秩々，我们可以假设雅可比矩阵的 
k 阶子矩阵 

d ?\ ... d _9 x 

dx x dx k 

d ?k ... d ?k 

dx k 

在处非退化，从而由隐函数定理，由 （41) 可以解出 

x t = ^ ( x k + l ^ •" t x m ) i = …， k (43) 

适合 

工(! = % (工(]+ 1，…，工 (1). 

(: c ? ，…，: ) 是: c 。 的/?7个坐标.以 （43) 代入目标函数，并记: c ' = ( x k + j ，…，: c m ) G R m " ^ >我们会 
得到定 义于/ = < GIT 〃附近 的新目标函数 

Fix ) =/[^! ix ，），" •，少 k 



(44) 







写成 
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Qi {Ax^ x) = 1 ， A = (a y ). 

m 

现在在 O 上求一点使 II x II 2 = koc . oc ) = 2 取平稳值例如极大.这就是一个条件极值问题, 

1 = 1 

目标函数是 /0 r )= II 工 II 2 , （48) 就是约束条件，所以6 = 1.如果直接应用拉格朗日乘子方法，就 
应考虑 

F (x) = || x || 2 — A {Ax 1 x ). 

为了说明拉格朗日乘子的意义我们可以把它化为一个对偶问题.为此令 

r 、（ 、 _ (Ax ， x ) 

Gix) ~ || x || 2 ’ 

而原来的问题：在 （ Ar ， x ) —1 上求一 ‘点 X ，使 || :c || 2 —极大，现在变成设法去找 a 使 

G Cr 0 )—min. 

如果记 y = xj \\ x \\ -> 则必有 || || 2 = 1，而 G Cr ) 变成 

H (y) = iA.y » y). 

易见只( 1 >0 = 6(_2：).求 G ( x ) 之极小值，就化为在约束条件 || y II 2 = 1下，求 H ( j ;) 的极小值.关 
于 H 的极值问题称为原问题的对偶问题，于是我们对 

F (y^ = {Ay ，）〉 - " II >* II 2 

应用拉格朗日乘子法，而有 


^—= 0 艮 P ^ ⑼ =0, i = …， m • 

j = 1 

用矩阵表示，即 

(A-/A)y = 0. ( 49 ) 

然后再求777 + 1个未知数 . 由线性代数知识可见，上式之解中是 A 的特征根 ， j 

是相应的范数为 1 的特征向量.回到 F ， 贝 U 拉格朗日乘子； I 相当于 1 . 而 x 仍表示同一个特征向 

!上 

量，不过 || x || 2 不再是 1 .现在 A 是对称矩阵，它一定有 m 个实特征根，依大小排列为 

我们用以上方法求出的拉格朗日乘子就是这些 p 和相应的 A . 如果已求出拉格朗日乘子= 
丄,相应的 x 和 3 ;记为 x ⑴和 3 ； ( 1 ) ,约束条件成为 （ Ar ⑴， x (1) > 二 1 和 || 义⑴ || 2 二 1 . z ⑴和 义⑴是 

!上\ 

相应于相同特征根的特征向量 ._ r ( 1 ) 适合 〈 Ar ( 1 ) ， x (1) > =1就是说向量: r (1) 的两个端点一个在是 
0,另一端在二次曲面 ( Ax , =1上.这样一来，原来的条件极值问题就成为在此二次曲面上求 
一点.使由原点（即二次曲面的中心）到此点之距离为极大.以上所得的结果就 是：所 求的： r 是一 
个特征向量，而利用 GG ^)— mm 知这个距离的平方即特征根的倒数，这样求出的特征向量称为 
二次曲面的主半轴.但是有一些特征根为负，就表示有一些主半轴之长的平方为负，这种主半轴 
就称为虚轴. 

以上我们只求出了一个主轴，但实际上有 m 个主轴.其它主轴可化为再附加另一些约束条 
件的条件极值问题，我们就不在这里讨论了. 


1._2： (1) 和 ~ (1) 是 
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i . 变分原理 本章一开始就举了两个古典的例子，它们不但是微分学历史上两个重大例 
子，确切地体现了微分学的基本思想——舍去高阶无穷小，而且还有更深刻的含意 ：它们 表现了 
两种不同的方法论.第一个例子是牛顿对面积速度不变原理（即角动量守恒）的证明.牛顿把时间 
分成一小段一小段.第一个小段结束瞬间的运动状况（即质点的位置和速度），即下一小段时间起 
始时的初始状况.如此推演下去即可穷尽这个质点运动的历史.我们一向认为这是机械论的决定 
论的典型表现.当时，科学的发展也只能使人们得到这样的结论.但是实际情况并不如此简单.例 
如我们在§1中讨论开普勒三定律时，只讨论了 一个太阳对一个行星的作用.实际上其它行星、 
卫星的影响都忽略不计了.开普勒主要是从对火星的观测中得到的他的三个定律，如果他观测的 
是金星和水星，则比较容易发现天体的实际运动与他所主张的椭圆有不可忽略的差距.拉普拉斯 
与拉格朗日都知道，理论上的捕圆轨道会受到“微扰” ( perturbation ). 到了 19世纪末，庞加莱开始 
研究: 微扰的长期积累的后果会是什么？他的研究汇集成他的名著《天体力学的新方法》，开辟了 
数学的新篇章.其实后来人们研究得很多的“混沌”现象等等在这里都已出现.在此以前，牛顿力 
学意味着宇宙的一 ■切 从初始时间，即上帝的手作了“第一 ■次 推动 ” （the first blow ) 以后，就一 ■切都 
决定了，再无任何变化.所以说“阳光之下没有新事物”（这句话源出圣经）.用数学的语言表述，这 
种“机械论的决定论”其实就是微分方程的柯西问题 


\ i = o = j：o 

的解的存在性与唯一性.到了 19世纪末，就提出了新问 题：这 些解确实可以一直到 r —+ O 0 时都 
存在，还是在某一时刻 /— T 就会发现“爆破 ” （blow up )? 解当⑺时的渐近状况如何？全 
局状况如何？ “机械论的决定论”一定意味着可以精确地计算解吗？随机性是否以某种方式存在 
于决定性之中，或者二者以某种方式相联系？总之，现时人们对“机械的决定论”的习惯的理解 
中，这些问题都没有提出来.但是自牛顿以来的这种方法论今天的内涵自非当年之可比.可惜的 
是，本书不可能再对此稍作介绍了. 

第二个例子却是另一种方法论的典型问题.当费马研究光由 A 到 B 的折射时，他遵循了另 
一种方法论.当光才离开 A 点后，下一个时刻/光的位置在哪里？我们现在知道，光的“位置”一 
说很不清楚，只能说光的波前是以 A 为心， ct 为半径 （ c 是光速）的球面.再往后，则光的波前上 
的每一点都成了次级光源，于是再经过时间 r 这些次级光源又各产生自己的 波前： 以次级光源 
为心， cr 为半径的球面，把这些新波前的;找出来，得到一个以 A 为心 ， c G + t ) 为半径的球 
面，是为光在时刻 f + r 的波前.大家都知¥7这就是惠更斯原理.它的出发点是 ：光是 一种波，用 
这个方法也可以讨论光的直线行进，光的折射反射，但完全是用几何方法，主要是用包络.但是， 
关于光的本性还有另一种学说即粒子说，它认为光的本性是粒子.牛顿虽然是粒子说的拥护者， 
但是没有见到谁把牛顿的运动定律用于光的粒子的解说.代替它，费马提出了关于光的传播的 | 
短时间原理（即费马原理 ）：“ 光在一切可能的路径中必取耗时最短的路线”.所谓可能的路径 ip 
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不违背所设问题中的给定约束的路径.在折射问题中即由 A 到折射面上一点 L ， 这一段路径是 
在某种介质(例如空气）中，而在其中光走直线，然后再由 L 在另一种介质(例如水）中走到因 
此又走另一段直线.现在的问题是怎样从可能的路径中找到实际发生的路径？用费马原理.本章 
§1 中详细解释了这是怎样做到的，介绍了微分学的基本思想是怎样在起作用. 

现在回想一下，费马原理实在是一个聪明的 办法: 我们不必去问，光究竟是不是粒子，质量是 
多少，受什么力的作用，初始位置与初速(包括方向）是多少？如果要这样做该有多少困难？讲反 
射还比较好说，不妨把光的反射解释为完全弹性的球在刚性边界上的反弹.折射又如何呢？这必 
定会涉及介质的界面的作用.现在好了，我们完全不必去管这些 事：只 要能节省时间就行！作为 
波动的光有此性质,作为粒子的例如天体是否也适合类似的原理呢？至少牛顿第一定律可作如 
是观 :如果 粒子在一均匀介质中运动而不受外力影响，它也一定走耗时最短的路径！因此人们想 
到，大自然的根本规律是否也是一个变分原理？而且把这归之于例如上帝最节约时间等等.但是 
17 — 18世纪终究是科学已开始摆脱玄学和宗教束缚的时代，人们再也不会满足于用抽象的思辨 
来代替对具体冋题的研究了 .于是出现了法国人莫 i 昔督 (Pierre — Louis Moreau de Maupertuis ， 
1698 — 1759) .他在1746年的一篇论文“由形而上学原理导出的若干运动和静止的法则”中提出 
了一个他认为放诸整个宇宙而皆准的“一般原理”如下 ：“如 果在自然界发生了某一变化，则此变 
化所需的作用量 ( actKm ) 必为尽可能的小他并且认为这个原理正是上帝存在的证据.但是，莫 
培督生活的年代已是牛顿力学风靡一时的年代，再只用宗教与玄学来回避问题已经不可能了.何 
况莫培督本人也是科学圈中人.他曾经率队进入北极圈，以实际数据来证实牛顿关于地球在两极 
比较扁平的论断.他曾任普鲁士科学院主席，是欧拉的顶头上司，而且把欧拉关于变分学的研究 
成果说是应用了他的最小作用原理.后来又陷入了一场大争论，终于1759年心力交痒而病逝于 
约翰二世伯努利家中.（这里附带发一点议论，许多“知识产权”之争现在回想起来确实没有意义. 
牛顿和莱布尼茨之争是如此，但是又有谁想到，今天我们称为牛顿运动方程的那一组方程其实是 
欧拉而不是牛顿本人写出来的？这是特鲁斯德尔研究的结论，见《天遇》一书（迪亚库等著、王兰 
宇译,上海科技教育出版社,2001,230 页）； 哈密顿系统归之于拉格朗日更恰当.诸如此类的事在 
数学历史上比比皆是.我们只能得出这样的 结论: 重要的是科学，科学家的名声只是第二位的）. 

莫培督的最小作用原理真正的缺点是它不能解决很多问题.他定义“作用”是这样的物理 量:作 
用=质量 X 速度 X 距离.试想如果扛着重物——很大的 M ， 很快地——很大的 仏走了 很长的 

路——很大的 L , 其作用自然很大.从量纲来说，其量纲是 [ M ][ L ][ T ] _1 [ L ]= [ M ][ y ] 2 [ T ] 因此 

本质上是动能 x 时间.如果再考虑作用了多长时间，则作用量 A = f 但是无论是按费 

马原理还是最小作用原理时都会得到错误结论.例如达西 （ChevaUer d ’ Arty ) 就指出，莫培督的 
例子中有错.例如有一个球面镜，球心为 A . 若在球心处置一光源，而让光从球的凹面反射.费马 
原理或最小作用原理得出的规律应是入射角=反射角.如此，则由 A 到 B 的反射点应是联 
线与球面的交点 Q . 这样 QAB 三点共线，成一半径的延长线，而光走过的路径是 

AQ + QA + AB = 2 R + AB 

(图 3-6-1 上）.但是若在球面上取任一点 P ， 则 + 因此现在光走的路径是 PA + PB 
<2只 + AB . 所以，费马原理给出的不但不是耗时最少，反而是耗时最多.但是若 A 在镜外（图 
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3-6-1下），则由入射角=反射角确实给出耗时最短的路径.于是 
达西就问道，为什么上帝遇到凹的镜面就浪费时间，而在凸的镜面 
上就节约时间.这个问题我们今天看来就很清楚，实际上的答案并 / \ : <\、、\ 

非极小值而是平稳值.但在当时，这个批驳确实是很有力的.因此 ， q L \ : :、、 石 
最小作用原理确实需要认真地修改.它的基本思想是如此有力与 r ~ 

新奇,所以许多第一流的数学家特别是拉格朗日做了许多工作.在\ 

他的名著〈(》析力学》一书中对最小作用原理有系统的论述.至此， \ A 

我们看到一个变分原理（即某个量——作用量达到极大或极小）成 / / 

了一个科学分支——现在是牛顿力学——的基础.这是有重大意 
义的. 

2 .欧 拉-拉格朗日方程古典的变分法（或称变分学）讨论的 ) 

是一类可以写成积分形式的泛函之极值（平稳值）问题.下面说的 J 

捷线问题 ( brachistochrone ) 是其中著名的一 ■个 .它有很长的历史， 

伽利略研究过它，但是答案是错误的.下面讲的是约翰 • 伯努利一 ^ 

世(上面说到的莫培督病逝于其家中的是约翰二世.是约翰一世的儿子）对这个问题的解决，其方 
法与费马解决光的折射定律的方法多有相似而对后世很有影响.所谓捷线问题是这样的.设在一 
铅直平面上有 A , B 两点，但 B 不在 A 之正下方，求一曲线 L 使一质点 P 在重力作用下沿 L 从 
A 下降到 B 所需时间最少（这里空气阻力与摩擦力均忽略不计）.伽利略研究这个问题时指出， 
人们可能以为 L 应该是联结两点的弦.他说这是不对的， L 不是弦而是圆弧.伽利略前一 
句话是对的，后一句却错了 .为什么不是弦呢？因为下降过程中在 j 方向有加速度（见图3-6- 
2 )，越降越快，如果我们用水平的直线 y = l ， z =0, 1，…， N ， 划分平面，则在 A 附近，因为下降速 
度慢，曲线应该陡一些，以便在较短时间内下降更多的高度.在 B 点附近，质点速度已经很快 ， L 
平一些也可以很快到达终点.总之 ， L 不是 直线为 什么后一句 错了？ 我们应该具体计算来看结 
果是什么.设所求曲线之方程为3； = / Cx ), 质点 P 之速度为&质量为则当 P 到达 L 上一点 

( x ，/ ( X )) 时，动能由 A 点处 P 静止时的0 增到 2 ，位 
Vfi 能则由 A 处的0减少到 - mgf ( x ) .所以 



mv = m 


g/Cx) 


(工） - 


_ 伯努利把 L 分成许多小段所成的折线，而折线之顶点为 
- ( x t 1 ， f ))，f=0，l，-"，N.Z=C^DN 相当于 

A ， B 两点.第 i 小段之长为 \j - Xj _!) 2 + — y t - i ) 2 

=\J ( x , — X , _ r ) 2 + [/ ( x , ) - f - i ) ] 2 ■ 不妨设在这 ~ '小 
段中速度不变而为 2 g / ( x ,) ，于是这一小段耗时 


\] (工 4 — : ) 2 + [/ (:^ ) — / (x 4 _ 丄 ） ] 2 1\/ 2 gf ) ，而由 A 

到 B 所需的时间是 


图 3 —6 — 2 


T = 2 \! 


(x 4 — IV 2gy t 
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因为义=/ (&) ，所以丁是(:^，，…， x N _ J ) 的函数，而问题就是求/，使丁 — min . 本来是求未 
知函数 /( x )， 现在化成了求 R N _1 空间中的一个点，: c 2 ，…，.令] V — ⑺，就知道，我们的 
问题是求维空间的一“点”（即一个函数），使丁 — min . 但当 N — 时 

\! (兄 - 艽 — 1 ) 2 + i ) 2 ^\/ 1 + [/' (' ) 7 dx 

所以 T 趋向一个“泛函” 

J = P V 7 1 + [/ ( x ) 2 ] dx / v / 2^/( x ) . (1) 

J 0 

伯努利解决了这个问题，指出 L 应该是旋轮线而不是圆弧，所以伽利略的后一句话错了. 

伯努利的解法下面再说.现在把它与§ 1中费马的折射定律比较 一下： 费马说的是一切可能 
的曲线即由 A 经过折射面到达 B 的折线，现在则是通过 A , B 两点的曲线 L . 费马说的是光耗时 
最短的路径，现在则是使 J — min 的曲线.总之，这里有两个要 素：一 是一个可容许函数集 M , 二 
是一个“目标”，现在是一个泛函.而我们的问题应表述 为：在 M 中求一个元，使平稳值（不一 
定是极值）.所谓变分学的古典问题是 J 可以表示成一个积分 

J = F (t * u it ) * u ( t ) ) dt . (2) 

v a 

这里有一个重要的说明：^的光滑性与 F 的光滑性极为重要，而且带来了数学分析中极细致的 
问题.下面我们只讨论这个影响整个数学发展的问题的基本思想，关于其技术细节方面则把条件 
放得很宽.请注意，读者可能需要从其它文献中找到所需的细微的处理，而这些处理时常是很难 
的.现在则应把注意力放在基本思想上. 

于是设有 R " 中曲线 m ( Z ) = (h it ) ，…， u d (/)). 设 w G C 3 ([ a ，6 ]) » i 7 (?» w ，/>) G 

0 2 ([«，6]><；^\；^).如果夕二“ ( t ) 二 （ u ' ( t ) ，…， u d ( Z )) 则 F (t * u ( t) ， u ( r )) 对 r 为二阶连 
续可微.记 M = {u ( t ) = (u x ( t ) ，…， u d (?)) G C 1 ([ a ， 6 ]) ， m ( a ) = A，u ( b ) = ，即 M 是经过 
( a , A ), (6, B ) 两点的 C 1 曲线之集合，这里 a « b 是这些曲线的参数的变化域 . M 称为可容 
许函数集.在 M 上积分 (2) 是有意义的，所以 （2) 是 M 上的一个泛函.现在的问题是求 M 中一 
个元 Wf > , 使 =mm (或平稳值），准确些说是要求 J (^)在附近”（粗略地说，即适合 

l ( t)~u ( t (} )\ R\u ( t ) - u I 都对/ 一致地很小的函数 zy ⑴之集合）是的极小值，即 
局部极小值.这就是古典的一维变分问题.一维，这里说一维是指 M 中之元是一维曲线，与上面 
所说变分问题是无穷维空间中的极值问题并不矛盾.所以也可以考虑；7维变分问题.这时 (2) 中 
F = (xi u * p ) * n (^ R n ^ 而是一个 d 维向量的各分量之一阶偏导数所成的向量，所 

以/ > GRW . 而 F 在 DXR " XRW 中具有二阶连续偏导数. 

M 中的附加条件 

u ( a ) 二 A 1 u ( b ) 二 B (3) 

是一组边值条件.在 w 维变分问题中，这个条件要代以 M 在 3 D 上适合的某种条件，例如 

以 U = ■是定义在上的已知函数. （4) 

(3) 和⑷都是所谓的狄利克雷条件 . M 中的边值条件可以是多种多样的.甚至有时对 M 中的元 
在边界 it 二 a ， t 二 b 或3乃）上可以不加任何条件.这就是所谓“自由边值条件”.要注意 M —般地 
说并不是线性空间.因为边值条件 （3) 或 (4) 一般都是非齐次的，因此 M 中任意二元之和一般不 
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再适合边值条件.但是 M —定是某线性空间的子集.例如按我们上面的陈述方法，应该取 M (= 
C b ( [ a ，6 ]) ，而对 w G C 1 ( [ a ， 6 ]) ，我们通常定义其“大小”为 


II m II c 1 = max || u (?) || + max || u (?) || . 

右方的 II w g ) II 是指一个 d 维向量的 i 数.这个线性 i 间的选择对变分问题的处理是十分重要 

的. 

当然 F 中也可以含有 M 之高阶偏导数.这对下面的讨论影响不大，所以我们以下只限于讨 
论最简单的情况.现在 J 是由 M 到 R 的映射（我们限于 r 及 F 取实值的情况，因为复数不能比较 
大小，所以谈不上极值等均设为实向量，不然的话就分开它们的实虚都来处理好 了）： 

正如在微分学中讨论函数的极值时，我们取一阶微分而舍去高阶无穷小量，现在我们也考虑 

I (U + 8u) — J iu). 

这里的如就是以前说过的/!,把它写成知使人想起 dr 以及随之而来的种种争论.现在很明白 
了，它就是适合 || 如 || d 可以任意小的函数，也就是上文所谓…的“附近”（还有边值条件的考 
虑见下文）.在老的书上有不少关于如的论述，例如 d 如 = 等等，现在看来都毫无必要了. 

但我们仍然使用这个记号，而且称之为变分 ( vamth ). 其实就是在另一个空间例如 C 1 中的 b 
Su 虽然是历史的“遗迹”，但它提醒我们，将来会考虑它趋于0时的情况，而一切有用的结果尽在 
极限中.实际上，以后我们总是令 


Su = Xcp <> (5) 

这里 pG C 1 而且适合“齐次”边值条件(现在的情况即 <p = < p ( O ，< p ( a ) = < p ( b )=0 ). 以后只需令 

A —0 即可. 

在作了限制 (5) 以后 , JG + 就变成了 A 的函数 


^(A) = J (u + X<p) = F (t ^ u + u + Xcp) dt. 

J a 

所以 J G )— min ， 就变成简单的微分学问 题：少 / (0) =0.但 


^ ( A ) 


• • • 

_ F U (.t ， u ， u ) <p + F p it ， u ， u ) < p 」 d ? 


对后一项作分部积分法，注意到 p G C 1 且 p ( a ) = p (6) = 0,有 


^ ( 0 ) 


* 

_ F U it ， u ， u ) (p 


d 

d/ J 


(? ， U 1 u ) cp ] d ? + F p ( t ， u ， u ) <p 


d 


( F u -^- F p )< pdt=Q 


( 6 ) 


⑺ 


现在要解释一下为什么对之光滑性作如上的假设.首先是 F 对其一切变元属于 C 2 , 


这样保证了例 如去巧 有意义.但是基 


的二阶导数，而我们只假设了 M 中之元 


C 1 . 为什么不在一开始就规定 M 中的元 mGC 2 呢？因为这样 M 就太小，而在 M 中找我们需要 
的解就难多了.所以数学中为了解决存在性问题，考虑的范围以大一点为宜，而不能搞“武大郎开 
店”的办法.反过来,要解决唯一性问题时，武大郎的办法就起作用了 .症结在于适当选 M . 这就 
是为什么本节中的 M 中之元 w 6 C 1 . 但这样一来就有矛盾，这个矛盾的解决即所谓正则性问题， 




下面还要说，这些情况在讲到狄利克雷原理时会看得更清楚. 

再往下我们证明一个重要的引理(前面我们说过，数学中似乎有一个“规矩”，大凡重要的结 
果总是称为“引理”的，这里又是一例）. 

引理 1( 变分学的基本引理 . 杜•波瓦 •雷蒙 Du Bois-Reymond) 设 H Cx ) 是定义于 [ a , 6 ] 上 
的连续 d 维向量值函数: [ a ，6]—. 若对一切适合 (p (a) = (p (b) = 0 的连续 d 维向量函数 
(D (X ) 均有 

、b 

H (x ) <p (x ) dx = 0» 

%) a 

则必有 H ( x ) =0 于 [ a ， 6 ] 上. 

证 用反证法.设 HCr ) 有一个分量 Hjx ) 在: r (> G ( a ,6) 处为正，则必可选谷 >0 充分小， 
使 （ x rt —占， x 0 十 3) G [ a ， 6]，而且 Cr ) 在 （ x 0 —占， x 0 十 3) 中仍为正.今取 ( x ) = (% Cr ) ，…， 
< p d (x )) 如下： 

[ 0 ， \ x — x () \^-d ^ 

<Pi Cr ) =^. , , 

〔正， I x — Xo I 〈占， 

( p t d ) ~ 0 » z ~ 2 » ... ， d . 


于是一方面由假设 


另一方面 


H (x) (d (x) dx — 0 » 


H (x) cp (x) dx = H x ix") <p x (x)dx^>0. 

*J {Z *J 

这个矛盾证明了引理. 

把这个引理用于 (7) 式即有 

定理 2( 极值函数的必要条件） 设 F ( t ， u，pmM 已如上述.若 w ⑴使 JG )— mm . 则必 

有 


F u ， u ， u ) — -^-^Fp ， u ， u ) — 0. (8) 

(8) 式是一个二阶常微分方程组，称为上述变分问题的欧拉一拉格朗日方程组 (Euler 
Lagrange , 以下简记为 E - L 方程组）. 

上面已经提出了一个问题，即 M 中的元 hGC 1 , 则它怎么可能满足二阶的 E — L 方程组呢？ 
这里有以下的有关正则性的结果：如果 F 关于其各个变元是 C 2 的，而且适合以下的勒让德 
( Legendre ) 条件 det [ Hess ^ i 7 ， u ， p ) ] t ^0» 则若 u € M 使 J ( w )— min . ， w 必属于 C 2 ，而且在古典 
意义下（即按通常微积分教本的意义）满足 E — L 方程组 （8) .这个结果并不困难.有的书上把它 
归功于希尔伯特，而希尔伯特本人与柯朗特合写的名著〈傲学物理方法， I 》第四章中又将它归功 
于杜•波瓦•雷蒙，且证法完全相同 （ R . Courant and D . Hilbert，Methods ()f Mathematical Physics ， 
Vol . l . p .200), 但是只限于一个自变量 r . 多个自变量时正则性问题是一个十分严重的问题，下 
面讲到狄利克雷原理时会稍加介绍.但无论如何，我们不把注意力放在这类问题上，而来看一下 
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捷线问题是怎样解的. 

前面已说过，对于捷线问题，由 （1) 

p (1 + [/ (x)] 2 \^ 

7 "Jo ^ 2 gf ( x ) > dx - 

于是相应的 F 是 

F(t ， u ， L) W1+ [/ ix)Ji^2gfix) ■ (9) 

不过 （?，w，w) 换成了 G： ，/ (x) ， /'(x)). 

一般说来,求解一个 E - L 方程并非易事，不过在 （9) 这个特例下 F 不显含自变量/ (即现在 
的 x ) .这样，我们可以得出 


因此 


去 iuF p ~ F ) = uF p + u ^ F p - F u u 
= u (-^ F p - F u ) =0. 


~ F p u 


F ( u ， u ) — uFp (u f u ) = C . (10) 

有一些解常微方程经验的读者都会知道，我们得出了方程 （8) 的一个初积分或称首次积分. 
每一个初积分就是一个守恒律.有了一个初积分就可以把方程降低一阶.例如 （10) 就表明其左方 
的函数(这是一个物理量)在 E — L 方程的积分曲线（这是一个轨道 t—u G )) 上守恒.因此，找出 
一个初积分在物理上与数学上有重大的意义.在§1中我们就指出，开普勒的三定律就是关于太 
阳和一个行星的牛顿运动方程的解及其性质.其实，求解这组运动方程的方法也是去找它的初积 
分.其中之一是面积速度（开普勒第二定律），它就是角动量守恒定律 （ § 1.定理 2) ，然后再利用 
定理 4 所表述的能量守恒.那么怎样看出有守恒律呢？关键在于 F 在某些变换下有不变性，即 
对称性.这个例子中 F 中不显含 t 就是一种对称性.发现一个力学系统的守恒律与对称性的联 
系是德国女数学家爱米•诺特 ( E . NHther ， 1882— 1935) 的卓越贡献. 

再回到 （10) .把 F 的表达式代入其中，把并入常数 C ， 并且改一下记号，我们有（用 y 表 
/ Cx )) 


1 +汐 


^2 


: y 


^2 


v^vT" 






C x 


化简后有 


: y 




C x ~y 

y 


c . 


c , 


作一 ■个 变换； y = j (1 - cos u ) ， y ’ = sin u » 代入上式得 


2 


(1 — cos w ) dw = 土 d : c ， 


对 W 积分后有 


x — (m 




sin u ) + C 2 ^y = (1 — CC)S u 
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第三章微分学 


我们要求捷线过 A (原点）与为使它过原点，应有 C 2 = 0, 故 






x = 了 （w - sin u ) ， y = 丁 （1 - 


2 


COS 


(11) 


由 B 之坐标决定，但是 （11) 正是以 w 为参数的旋轮线 （ cycloid ) 方程. 

旋轮线是一个非常重要的曲线.在大约与伯努利研究捷线问题差不多的时间，惠更斯也研究 
过所谓等时曲线 ( tautochrone ) 问题，所谓等时曲线 L 是这样一'条曲 
线 :任一 质点在重力作用下沿 L 下滑，不论起点 A 位置何在，滑到 
最低点 B 所需的时间总是相同的（图3 - 6 - 3) .惠更斯证明了，等 
时曲线也一定是旋轮线，正是因为这个原因，旋轮线又称摆线.旋轮 
线还有许多其它的有趣性质. 

3. 最小作用原理 变分学中有许多很细致的问题，需要作相 
当艰难的数学处理.下面我们将不涉及这类问题，而介绍它在数学 
其它分支与数学物理中的一些应用.对每一个应用我们又都只能开 
一个头，因为深入下去一步就会进入柳暗花明又一村的境地，只有 H 3- 6 - 3 

求助于专门著作了. 

首先是力学系统的基本规律可以用变分原理来表述.力学系统在我们这里就指一个质点组， 
这个质点组可以是有限的，例如有 N 个质点，第〗个质点的质量为???,，位置为 ( t ) ， y t it ) ， 



z t ( t ) ) ，速度为（: G ) ， 3 ^ G ) ，％ G )). 在每一时刻，这 N 个质点的位置可以用中的一个点 
(工 1 ’3 W …；工 n ，3 V ， ％ ) 来表不.它们的集合称为构 形空间 (configuration space ). 它们的速度 
也是另一个 iC 空间中的一个点 （ Wl ，％，％ ;… : u N , v N , zv N ). 我们称 X Rf 为这个质点组 
的 相空间 (phase space ). 注意，时间总被认为是一'个独立的参数，而不进 入相空 间中.但是这个质 
点组可能受一定的约束.力学中的约束是多种多样的.例如考虑一个骰子在碗里的运动，如果把 
骰子看成一个质点，则其三个坐标不会是独立的而要适合这个碗的曲面方程.所以，一般情况下， 
一个力学系统的构形空间不一定是 Rf , 而可以是一个维数较低的“曲面”(准确些说是一个微分 


流形） M . 它的各点的局部坐标我们写成 （ gi ，…，伽 ） ，称为广义坐标，而 G ) ， …， * q N G )) 称为 
广义速度.广义速度之空间（相应于 Rf ) 就是 M 的切空间，这些概念我们将在第七章中详细讨 
论.但不论如何，时间 Z 总是在相空间以外的独立参数.需要提醒的只有一件事，在 Rf 的情况 
下，例如都是同一个质点的三个坐标，因而相应于同一个.现在就不一定了 .因 
此，我们就直接写7?^，…，(如果有必要的话），而 与 m ) 可能代表同一 ■个 质点的质量，也可 
能代表不同质点的质量. 

牛顿把整个力学建筑在他的三个定律上.而且，正如他在《原理》一书中所说的，他要尽可能 
完全地仿照欧几里得的方法论，所以专门在全书之首写了两节，一是“定义”了何谓物质 
的量（即质量）、运动（其实是动量）、惯性、外力……然后第二节是把三大定 
律分别记为定律 I , n , H 1 ,即全部公理只有这三条.其它一切，甚至定律都是 “g 
牛顿 说：“ 迄今为止我叙述的原理已为数学家所接受，也得到大量实验的验证”.因此，其 
性”应是无可置疑的（其实牛顿并不那么简单从事，他本人对这个体系中的许多问题，如绝对空 




间、引力的超距作用有很深的怀疑），所以接下来的工作也就如欧几里得一样，用逻辑方法推论出 
一 ■个又 一 ■个 定理.从这个意义上说，牛顿的方法论是“先验的 (a priori ). 

莫培督的方法是另外一回事.他的出发点之一是光的传播服从某个变分原理（费马原 
理），则粒子的运动也可能有一个相应的变分原理，即最小作用原理.欧洲大陆上的数学与物理学 
家对于牛顿的体系是激烈反对的，他们追随的是笛卡儿，而牛顿反对笛卡儿也是十分明确的.尽 
管牛顿承认自己只不过是站在巨人的肩上，而笛卡儿则是巨人之一.这些争论有深刻的哲学含 
意，而远非优先权之争.当“知识产权”之争是把“知识”放在“产权”之前时，是会给我们带来丰硕 
成果的.而放错了地位，甚至只有“产权”而并无“知识”，那就是另一回事了.莫培督说自己的最小 
作用原理是“由一个形而上学的原理得出的关于运动和静止的法则”.可是这个原理的真理性绝 
不是用哲学的思辨所能解决的，而需要看它能否解决具体问题.从这个意义上说，变分原理的应 
用是“后验 ” （a posteriori ) 的. 

现 S 合出这个原理一个明确的说法.以下表述引自朗道和栗弗席兹的名著《力学》（中文译本 

高等教育出版社1959年版，第2 页）： “每一力学体系由一定的函数 

• • 

L (h ， … ， h ，…，; /) (12) 

(或简写为来描述，而体系的运动满足下面的 条件： 

假定在？ = q 和 r = 的时刻，体系占有两个确定的位置，这两个位置分别由两组坐标值 

g (1) 和 g Q ) 决定.这时，体系在两个位置之间按照使积分 

f 2 L (q (13) 

有最小可能值的方式运动.函数 L 叫做该体系的拉格朗日函数 ( Lagrangian ) ， 而积分 （13) 则叫做 
作用量 ( action ) ” . 

这里要提醒一下，上文说运动轨道使 S 取最小值,实际上则只使 S 取平稳值.若是 | ^ - ? 2 1 充 
分小，则变分学的一般理论可以证明，平稳值一定是局部的极小. 

由此可见，求解一个力学系统的运动问题，归结为 S 在边值条件 = = g W ，z = l ，2 下的 

i 

极值问题.由定理2有 

t —士 = Q，j =1，2，".， N ， (14) 

{ dqj } d Qj 

q) 〔 U ) 二 i = 1 ’2 ■ 

(14) 称为拉格朗日方程.从数学上说，问题已经完全清楚了，但是从物理上说，拉格朗日函数究竟 
是什么还完全不清楚，甚至什么是质量，什么是能量也完全没有谈.在拉格朗日改进莫培督的工 
作时，他从一些特例发现， 

L = T- V ， (15) 

了与 V 分别是动能与位能.而在朗道的著作中则从时间与空间的均匀性以及运动方程在任何惯 

性系中应该有相同形式出发，首先指出，对于一个自由粒子 

• • • • 

L = av 2 = a (x 2 + 汐 2 + 之 2 ) . 

于是记 , 并称 m 为质量，+为动能.如果是考虑质点组，若一个力学系统由 A 和 B 




组成，则 L 不但只是 1 ^ + 1 ^，还要加一项表示二者之间的相互作用，这个相互作用显然只应与 
A.B 之位置相关,这样就会得到 

L = 2 ~7 y - + 3 ^ j + zf ) — V ( x ) . (16) 

i=i 丄 

而且称 VGr ) 为位能.同时也证实了 ％作为第 z 个质点的质量的合理性.但是不论怎么说，这些 
论据都不如牛顿的三个“公理”那么有说服力.所以到最后还是要看是否与我们已知的结果一致. 
以 （16) 代入（14)，并注意现在％变成了（:等等，即得拉格朗日方程 


m t y t = 


3 V 


(17) 


••— 3 V 

m, z , = 一 — . 

a & 

这恰好是牛顿的运动方程.到现在，我们前面称之为质量、动能、位能的物理量与牛顿的经典方法 
给出的是一致的.不过现在的附加条件不是初始条件，而是边值条件.这就后验地证明了最小作 
用原理的重要性. 

读者会问，为什么现在出现的不是总能量 t + y 而是动能位能差 t - y ? 实际上，若转到 
对偶的表述，将得到另一个极重要的物理量 哈密顿函数 ( Hamiltonian ) 


H 二 T + V . 

那么，由能量守恒岂非 HE Cons t . 吗？这是一个误解.所谓能量守恒是指这个力学系在某一轨道 
上总能量不变，而在不同的轨道上， H 之值并不相同.哈密顿函数并不满足拉格朗日方程，而是 
满足一组与它对偶的哈密顿方程,这就构成了哈密顿力学.其基础仍是最小作用原理. 

由此可见，变分原理把力学从牛顿的经典的研究方法扩展为拉格朗日力学和哈密顿力学.这 
是现代数学伟大力量的一个范例.我们在这里当然不可能作进一步介绍，但是建议读者去读阿诺 
尔德的名著〈經典力学的数学方法》 （ V . I . Arnold，Mathematical Methods of Classical Mechanics ， 
1978, 中译本高教出版社， 1992 年出版）. 

可是更重要的是，这个框架适用于许多物理学分支，例如电动力学、量子场论、规范场论等 
等.这时这种脱离具体感性经验然后再后验地加以论证的方法更加重要.但是我们现在不去讨论 
这些问题了 .用拉格朗日方程代替牛顿的运动方程至少有一个好处，即很容易得到其它坐标系下 
的运动方程.例如设有一个质点，质量为777,在位能为 V ( X )的力场中运动.这时用极坐标去处 
理，有 ( r , 60,而笛卡儿坐标 x — r cos d ， y 二 rsin 6. 现在 


T = ^ - ( x 2 + y 2 ) = ^- [(rcos 6 - r^sin 6) 2 + (rsin 6 + rdcos 沒 ) 2 ] 


= f ( r 2 + r 2 d 2 '). 

因此，由 （15) 式 ， L = ：T - V , 所以 E — L 方程为 


ddL ^dL 

- + — 

c 1 / dr 

a r 


m r ~ 


mrQ 1 + = 0 , 

or 
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3L 


㈣ 




0 . 


特别重要的是位能 V 不依赖于〜这时我们得到有心力场，而上面第二个方程成为 ( r 2 》) 

at 

= 0亦即 


r 1 Q — const . 

但是这就是面积速度(亦即角动量）守恒，所以我们十分简洁地得到了开普勒第二定律. 

f 3L 3L } 

我们要介绍一个重要的概念.即定义一个力学系统的广义动量是 — = 

grad ^ L . 这与牛顿力学中动量 = 质量 x 速度不同，广义动量乒质量 x 广义速度.如果拉格朗日函 

数 L = T - V ， 而动能了是 g 的二次型：丁 = 2 (<?) H ，V = V (<?) 与 g 无关（我们 

只看 L 不显含 r 的情况），则广义动量/>= (/^，…， /> N ) 现在成为 

^ = 2 SyQj - ⑽ 

考虑到质量已含于&中，则若记 （#) = (&) 我们会有 

qj = 2 - ⑽ 


由此可见，仅当 （ A ) 是对角矩阵，即 （ A ) = **. 时，我们才能得到与 

1. m N J 

动量=质量 x 速度，速度 = x 动量 

“一样”的关系式 

* • 1 

Pi = m t q t » q t = -—p t ^ (20) 

否则只能得到矩阵关系式 （18)、（19) .实际上，广义动量/>与广义速度 ( J 、 广义坐标 g 是性质不同 
的向量，二者之间有一个对偶关系.我们将在第七章中详细讨论这个区别.这样，要描述一个力学 

系统应该给出^与 i > 用（/>,0的表达式.这正是哈密顿力学需要解决的问题.现在我们只看到一 

个 事实： 上面的例子中 L 中不含 仏于是 相应于0 的广义动量分量&守恒，从而得到角 

96 

动量守恒.一般说来，若拉格朗日函数 L 中不含某一个广义坐标例如％，则拉格朗日方程将给出 

^■■^^ = 0,从而相应于％的广义动量 必守恒 .这种 L 中不显含的坐标称为循环坐标 (cyclic coor - 
d( h 

dilutes ) ，只要找到了一个循环坐标就会得到一个守恒律& = const .前面已经说过，找到一个力 
学系统的守恒律对研究这个力学系统有重大的意义.这样一些在牛顿力学中不易得到的关系，在 
以最小作用原理为基础的拉格朗日力学与哈密顿力学中却是显而易见的结论.尤其重要的 是:这 
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第三章微分学 


些结果在物理学其它分支中同样很重要. 

4. 测地线 现在提出另一个 问题： 在曲面 S 上有两点 A ， B 怎样找出连接 A ， B 两点的最短 
的曲线？首先的问题是，曲面 S 上如何定义长度？仿照上一节，我们把曲面规定为由源空间 IT 
中的开集 D 到靶空间 R ra 中的一个光滑的映射，如果用局部坐标来表示，就是 

(p • y a — (p a Cjc 1， • . . ， = C21) 

以下我们规 定：若 用拉丁字母如等作下标，总是由1变到 m 而与源空间中的坐标维数 一致; 
若用希腊字母如等作下标，则由1变到；7而与靶空间的坐标维数一致. （21) 适合最大秩条 
件.我们还规定这些函数属于 C 2 CQ ), 而不去设法减少其光滑性的要求.在靶空间中，弧长 

心 2 = 自以 ’ 

如果限制在 S = 上,就给出了其上的弧长 k 

d / = s S = 2 2 ( 菩 諉 ) kdx , 

«=1 t,J = l ax J 2=1 t,J = l ox ^ ox J 

m 

二 Yj 1 (22) 

= 1 

这里 


( 工） = 


+ d _% d _9^ 

7^i 3x j ' 


(23) 


于是 gy . ( x ) = g fi Cr ), 而且矩阵 （ gy . ( x )) 对任一点： rGD 都是正定的.这件事并不需要“硬算”. 
因为 d / X )， 而且 ds 2 =0当且仅当一'切 dx =0,但由最大秩假设 di =0当且仅当一 ■切 d :^ = 0. 
所以 (22) 当且仅当一 ■切 d ：^ = 0时为 0. 即是说，作为 d ：^ 的二次型 ds 2 是恒 正的，亦即 ( x )) 
是正定矩阵.这样它就有逆矩阵存在.我们规定把逆矩阵记为 （A ( x ))- 1 ^ ( x )). 

这样我们看到，在 S 上现在有了一个度量 (22) .它是由靶空间 （ g 卩 S 的包含空间）中的欧几 


里得度量 d /= & d/ fl 诱导而来的.但是从现在起我们可以完全“忘记”诱导它的根源（映射 

( p ) »而只需要记住两点：1 . 它是对称的 ： gy = ; 2 . ( g y GC )) 是正定的.换句话说，设 S 是一'个“曲 

面”（微分流形），其上用 （22) 式定义一个“度量”，而且 （ gy ) 适合以上的要求.因为 S 并不一定嵌 
入或浸入在某一个包含空间 R H 内，所以也就没有一个映射 (21) 使得 (23) 式成立.具有适合这两 
个条件的度量的微分流形称为一个黎曼流形，我们要在 S 上确定如上所述的连接 A , B 两点的 
弧.关于微分流形的准确意义详见第七章，我们现在就只讨论如何用变分学来解决以上问题. 

现在再换一个角度来讨论它.从几何上看，连接 A , B 两点的曲线 C : G ) 的弧长是一个 

泛函 


r B fb / 171 「 It. rl T-. 

、 （ C) = tk = J ^ g v (x) df7 - (24) 

JA J a \ t ，j 二 ' 山 WJ 

这里 7 是曲线 C 的参数.如果选 5 为时间 r , 并设有一个单位质量的自由质点沿 C 运动，则 

1 / \ * * j _ 1 1 \ 2 _ 1 2 

~2 Zj Sy ^X) =-^ mV 

^ J = 1 


是动能，而 



1 rb m • • • H T 

Jer ( C )= 万 2 (25) 

Z Ja t7j = ] ai 

就是动能对时间的积分 pTdr ， 也就是莫培督的作用量.上一个例子中说过，所谓位能是一个质 

点组中各质点相互位置产生的能量，现在既然是讨论一个自由质点的运动，自然就没有位能 V 
了，或者说 V = 0 .所以现在拉格朗日函数 L = T - V = 7\而 （25) 就是拉格朗日的作用量.现在 
要问， （24) 的极值曲线即使 ( C )— min 的曲线 C 与 （25) 的极值曲线有何关系？若记沿 C 的 
弧长与能量分别为 L ( C ) 与 E ( C ) ，我们有 
引理 3 若 C 是一条 C 1 曲线.则 

L ( CXV 2( b - a ) V ^ JC ) . (26) 

证 由施瓦茨不等式 

rh j • ~ / rb \ -j rb • • 、士 

L (C) = 1*V Sgy (x) x t Xj dt^ [2 Id/ j Sg'y (x) x t x j 

J d J a ^ J ci 

= V2ib- a .)々 E(C). 

于是等号成立时，参数 r 恰好就是弧长.这时 L ( C ) = 6 - a ，于是 (26) 给出 


L ( C ) 二 72 L ( C ) E ( C ) 即 L ( C )=2£ ( C ). (27) 

引理3中我们限制了只讨论 C 1 曲线.前面在讲到可容许函数集时，总是作这样的假设的. 

引理3告诉我们，为了求 L ( C ) 的极值曲线，最好是求 £( C ) 的极值曲线，因为在以弧长为 
参数时，能量的极值即弧长之极值.这样，我们就可以对 £( C ) 求其 E - L 方程 如下： 

g rn • • m • 

— T ~ (2 gy ^ l ^ J ) =2 2 gtk^ i (注意 心 二 g k ) ， 
dx k t ! J =1 1 = 1 



则 E - L 方程成为 



(28) 




(29) 
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2 厂 k 


0, / = 1，2, …， 


特别是，若取参数 / 为弧长^上式成为 


2 n 


dx t dxj 
cb ds 


0 , / = 1 ’ 2 , 


它还是 L ( C ) 的 E - L 方程.我们给出 

定义 1 (30) 的解称为 S 关于度量 (&) 的测地线. （29) 则称为关于能量的测地线. 

当 Z 即5时，这两种测地线是一致的. 

5. 狄利克雷原理 (Dirichlet principle ) § 4中讲到解析函数时曾提到黎曼的解析函数理论 
是一个几何理论，而它是与黎曼关于静电场理论的研究密切相关的.如果我们把牛顿关于力学的 
理论看成人类对自然规律的认识，特别是物理学的第一次伟大的综合，则麦克斯韦的电磁理论毫 
无愧色的是物理学的第二次大综合.也正如牛顿力学是一个时代的产物一样，在麦克斯韦之前， 
许多数学家和物理学家都极为关注电磁现象，其中就包括黎曼.黎曼甚至考虑过电与引力的统一 
问题.当时，黎曼关心的是静电场问题，这与法拉第一麦克斯韦的电磁理论(其中涉及电场和磁场 
的动力学问题）是不同的.关于静电场，黎曼时常引述狄利克雷的如下论 述：平 面区域 D 中的拉 

普拉斯方程^= 0的适合边值条件 m = g 的解，必使 (^；) + ( g ) 1 士 ccijy — 

mm (准确些说是平稳值）.这个积分(现在称为表示静电场的位能，而从物理的观 
点看来，如果在9乃上放置一些电荷而使电场的■，则这些电荷的分布必然是 
使位能达到极小时才能稳定下来，而一旦电场稳定了以后，它必然适合 Am =0.其实在19世纪中 
叶就已经有许多数学家和物理学家理解到这一点了，狄利克雷并非第一人.狄利克雷原理的称号 
是黎曼给的. 

现在我们来证明狄利克雷积分 


]dx djy ' 



dxd;y 


在可容许函数类 


M = { u ， u 在5内适当光滑， 
L 方程正是拉普拉斯方程.和前面一样，考虑 


D (u + X<p) = [ (u x + Xcp x ) 2 + iu y + X(p y ) 2 ]d^:djy» 

这里 扣 =0, 从而 w + ApGM . 把此式按; I 展开，并且只考虑； I 的线性项，而且令它为 0( 也和 
前面一样，这就是略去高阶无穷小），有 


应用格林公式，有 


^ u x ( p x + u y ( p y )dxdy 


^ u x ( p x + u y cp y ) dxdjy = 0 . 


cos ini x ) + u y cos ( n ， y ) ~\cpdx — Aw • cpdxdy . 


但是 d 扣 liman 上的积分为 o , 所以对一切适合此条件的^均有 



Aw * cpdxdy = 0. 

用变分法的基本引理（它对高维情况也是成立的）即得 

Aw =0. (32) 

所以上述变分问题的解也就给出了 （32) 的狄利克雷问题（就是再附加边值条件 M I ^ = g ) 的解. 

以上我们对 M 中的函数所应有的光滑性以及 3 D 的光滑性都有意地模糊了，而其实这正是 
关键所在. 

那么如何去找& G M 使 D ( m d )— min 呢？从 (31) 看到 D ( u ) X )，所以 infD ( w ) 必存在.可 
以找到一个使 D ( w (> )= mfD ( w ), 则即合于所求.这个证明在物理上极为令人信服， 

M 

而且它使我们不必去求偏微分方程 （32) 的狄利克雷问题的解，而采用以下的所谓“直接方法” 
(direct method ). 在 M 中找这样一 ■个 序列 ) ，使 D ( u k )^iniD ( u ). 这样的 } 称为极小化序 

然后考虑这个序列的极限.这样一个程序不但有理论上的意义而且在实际计算上十分有用. 
€有许多变化，以保证计算简单、收敛迅速等等.许多实用的数值方法例如伽辽金方法 （Galerkin 
method ) ，特别是有限兀法 (finite element method ) 都属于变分法这个大范畴. 

但是狄利克雷原理很快就遭到了魏尔斯特拉斯的批评.上面说可以找到 
= i n fDG )， 即 DG ) 在 M 中的下确界是可以达到的，因此下确界就成了最小值.魏尔斯特拉斯 

M 

就此给出了反例，大体如 下：令 

D/I = iu = u ( t ) •> u (?) 在 [-1，1 ]上 连续可微而且 w (-1) = - l，w (1) = l }. 当然 I ( w ) >0. 今证 

inf I iu ) = 0 .任取 e >0 并令 w (/) = ( Z ) = arctan — / arctan 丄.很明显 it ) G M » = 

m s I s dt 



— ' 一~ r * — T 7\ I= — ~ 一 it 2 + £ 2 ,所以当 e — o 时， 

£ arctan — 1+( — arctan — 




= 2 £ /arctan 一 一 0. 

£ 

这就表明 inf /( W )=0 .但这个下确界是不能达到的.因为若1(&)=0,应有 I * 1 r 2 .因 

m J -i \ dz 7 

此三 0 而 A ^ const . 但是常值函数不可能适合边值条件 w (± 1) = ± 1. 

所谓直接方法还有另一个困难，下面是阿达玛举出的例 子：设 D 是单位圆 x 2 + /< l . M 中 
的边值条件是 

CO 

u\ da — u (1» —cos (n I 6) . (33) 

n=l n 

上式右方的级数是一致收敛的，因此代表一个连续函数. 




这个狄利克雷问题很容易求解.因为 (33) 右方是 


-y [cos (n ! 6) + zsin (n ! 沒） ] = — 芝 〆“ 


之实部，而这个级数又是 


L n * — 

T - 2 一 


L n ! ini d 

~r e 


在 r = l , 即 3 D 上之边值.这是一个幂级数，它有“许多”系数为 0. (这类级数称为缺项级数 （ lacu - 
nary series ) ，它们所代表的解析函数有许多有趣的性质），它的收敛圆是 \ z \ K 1. 

记其和为 / Q ). 其实部 

CO 

w ( 厂，沒 ）= 2 —r n 'cos(n- 6) 

n=\ 71 

就在 D 内调和，在6上连续且适合边值条件 (33), 即为阿达玛例子之解.现在我们来计算它的狄 
利克雷积分.注意到，由 C 一 R 方程 u 2 x u 2 y = u 2 x v 2 x = \ u x + iv x \ 2 = f ' (. z ^) /''( z ). 所以 


D ( u ) 


^ ( z ) I 2 d2 ： = lim 

P 一 1 J 1^1^ 1 


( z ) * f '( z)dz 


lim 2 ;r r 

I 3 I < jO 


(m — 1 ) 






dr A 6 


lim 27 i f S [ (m — p ^ ~ 1} ^ p 2ml 


m p— i Zm i m 

OO t 

=2 兀 L + co - 

这里在对 0 积分时要利用之正交性而发现只余下 m = n 的各项.要把移到求和号下要 

一些特别的技巧，我们略去了而只写出结果. ' 

这就是告诉我们，这个解没有有限的 D G ). 所以不可能从 mf D G ) 中找到它. 

尽管这个方法有许多缺点，但是它是如此有说服力，所以人们一直努力“挽救”它.到1901年 
才由希尔伯特完全地证明了狄利克雷原理.为此，他附加了一个 条件: M 中一定能找到一个函数 
u 适合其边值条件，而且使 DG )< + %.这显然是针对阿达玛的例子而来的.这里的过程大体 
如 下：先 看极小化序列 {&}. 至少要找到一个收敛的子序列，不妨假设就是{&}，不但使 lim & = 

/i—oo 

u 0 ， 而且使得 lim ^^ — ^ — ' 还使得 limD ( u k ) — D ( u 0 ). 这就要求在积分号下和 

k 一 ① ox dx k 一 oo dy ay k-^ 

微分号下求极限，我们的经验告诉我们这已经是很困难的事.但这还没有完, D (^) 中只出现 w 
的一阶导数，狄利克雷问题则涉及^的二阶导数，那么极限函数^是否有这样高的正则性呢？ 
在最简单的一维变分问题中，我们指出了有希尔伯特的正则性定理.在高维情况下也有这样的结 
果.但是为了要完满地回答这些问题，我们就要推广导数的理论，推广积分的理论,推广收敛性的 
理论.可以说是风云际会，在20世纪二三十年代一大批数学家，其中突出的有前苏联的索波列夫 
( S . L . Sobolev )， 完成了这个任务.可以说这是现代分析数学突出的一章.附带说一下，索波列夫 
又把自己最重要的结果称为“引理”，不过一般人却称之为嵌入定理.这里涉及的问题，我们将在 
以下几章中部分地讨论.正因为如此，我们现在就对 M 中函数的光滑性与3 乃 的光滑性略去不 
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讲，而有意地模糊了. 

以上我们举了三个例子，看见了变分学所开辟的三个广阔的新天地.可惜，每一个例子的参 
考文献都是篇幅巨大的大著. 

§7不可求导的函数 

这一节只是一个简单的介绍和一些可以争论的议论. 

我们首先讨论两件似乎无关的事 ：第一 件是回顾一下19世纪中分析数学发展的困难是怎样 
解决的.第二件是19世纪末,20世纪初物理学中的一件大事. 

我们时常说19世纪是分析数学中注入了严密性的时代.这个时代的一位有重大贡献的代表 
性人物阿贝尔在1826年说过，“人们在分析中确实发现了惊人的含糊不清之处.这样一个完全没 
有计划和体系的分析，竟有那么多人能研究过它，真是奇怪.最坏的是，从来没有严格地对待过分 
析.非常奇怪的是这种方法只导致极少几个所谓悖论”（引文转引自克莱因《古今数学思想》中译 
本,第四卷，40章.上海科技出版社，1981年出版）.阿贝尔这样说是很自然的，即以函数概念为 
例，我们认识函数确实是由我们的感觉经验而非严格的公理化定义开始的.但是，这种感觉经验 
与大自然的规律符合到何种程度？它归根结蒂是不是也只是某种观测仪器给我们的经验曲线？ 
人们总是不自主地想对“函数”加上种种限制.人们最容易接受的首先是连续性，连续性局部地看 

起来就是不间断和连通.由此自然想到，连续曲线下面的曲边梯形应该有面积 \ b f ( x ) dx , 所以 

V CL 

人们以为只有可积的函数才是自然的，才是合理的，否则都是病态的.经验告诉我们曲线在每一 

点都有方向，例如质点运动的轨道总有方向.人们确实“感觉”到 了#. 同样人们也可以“感觉”到 

dx 

^4,因为一块石头或者一片树叶掉到头上造成的“感觉”确实是不一样的.于是人们又认为只有 
dx 

光滑函数才不是病态的.所以雅可比把这些光滑的函数称为“合理的函数”.但是人究竟能不能 
“感觉”到一个函数是 C 4 而不是 C 5 函数？人能不能依据“感觉”来区别 C 00 函数与解析函数？实 
际上，人是越来越多地依靠逻辑，看由此形成的概念会得出什么样合逻辑的结论，看是否能更深 
刻地揭示自然的规律.“不识庐山真面目，只缘身在此山中”，所以到19世纪的阿贝尔和今天的我 
们才会在慨叹含糊不清之处多得令人吃惊的同时，也感到奇怪，这么多的含糊不清之处，竟然只 
形成“极少几个悖论”，竟然没有形成完全错误需要抛弃的理论.但是这种情况终于到了不能不解 
决的程度.我们下面连续三章都可以说是为了说明这一点.有些定理的叙述和证明将比前几章更 
细致，以避免出现漏洞.然而，为什么数学科学中“错误”一直较少呢？这不能不归功于在数学中 
有逻辑推理这样的工具，有严格性这样一种标准.回想一下，二千多年前的欧多克萨斯用不等式 
绕过了芝诺关于运动的悖论.现在人们发现，根本没有什么必要讨论无穷小，不必用玄学的语言 
来添乱，只要有极限理论一切都解决了.于是柯西说 di ^/ Cr ) = A 就是“当 x 越来越接近 a 时， 

/ Cr ) 越来越接近 A ”， 而魏尔斯特拉斯还认为“越来^接^近”的说法不清楚，仍然留下了一些来自 
运动学的概念的痕迹，而应该用的语言，把问题归结为不等式.从这一点说，魏尔斯特拉斯 
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是回到了欧多克萨斯，而把来自运动学的概念和语言诸如时间、运动等等，都“请”出了数学.从这 
一点讲，“变”量的数学变成了静态的数学.其实这是很自然的，因为例如时间更多的是物理学的 
研究对象.把时间引入数学就不可避免地带来了与此相关的物理学中的困难.所以到了 19世纪 
末，人们就在这样一种十分讲究严格性的气氛中来讨论数学.其中自然也包括微积分.从表面上 
看，人们总在作“反面文章”.你说什么东西可以求导，数学家就找一个“反例”说这不一定行.人 
们想求极限,他又找一个“反例”，说求了极限就会出问题.所以许多定理甚至其陈述也变得几乎 
看不懂.微积分变得更不近人情了， e - 3如噩梦似的压在学生们的心头.许多人作了种种努力使 
数学更“人性化”一些,但是没有一个人主张读牛顿、欧拉的“原汁原味”的微积分，而仍然要读被 
魏尔斯特拉斯等人“消了毒”的微积分. 

终于出现了康托尔 （ G . Canton 1845— 1918) 的集合论.本书有一个界限，即不来讨论集合论 
的问题.我们只想指出，康托尔一生生活在争论之中.由集合论产生的“脖论”可不能说只有“极少 
几个”了，而且其影响深远.对于集合论，20世纪的两位数学巨人有截然不同的看法.一位是希尔 
伯特.他说康托尔的集合论为我们建立了数学的天国乐园，现在谁也不能把我们从这个乐园中赶 
走.另一位同样伟大的数学家是庞加莱.他在〈斜学与方法》 （1913) —书第二编“数学推理”中说了 
好长一 段话： “逻辑有时造成奇异的东西.半个世纪以来，我们看到了出现一大堆异乎寻常的函 
数,它们似乎力图尽可能不类似于具有某些效用的普通函数.它们不再有连续性，或者也许有连 
续性，但却没有导数等等.不仅如此，从逻辑的观点来看，正是这些奇异函数才是最普逓的.…… 
从前，当一个新函数被发明时，正是为了实用的目的，今天为了指出我们祖先推理的错误,才特意 
发明新函数，人们从来也不能从中得到比这更多的东西说白了，这就是说现在人们研究数学为 
的只是证实他们的爷爷无能而且不严格.总之，数学是否过度强调严格化，公理化……妄想“清 
洗”直观的直觉，以至于远离对大自然的深刻的探索呢？这样，我们来看第二件事. 

如果今天还有人不承认分子和原子的存在，那就是很可笑的事.但是当1897年元旦奥地利 
物理学家和哲学家马赫 ( E . Mach , 1838— 1916) (此人在中国名声不佳)在维也纳科学院一次会议 
上宣布“我不相信原子存在”时，得到的却不是嘲笑，而是有人反对，有人深思.这是物理学一次大 
辩论中的一幕.这场大争论终于导致物理学的大发展.问题在于，尽管当时从原子“假说”中已得 
出了许多正确的，与实验相符的结论，原子终究还是不可捉摸的东西.对于原子是什么，有什么性 
质，还一直没有“直接”的证据.马赫从他的实证哲学的观点看来，原子的存在还只是一种形而上 
学的假说，所以应该抛弄.“直接”的证据出现在布朗运动的研究.布朗 (Robert Brown ) 是英国植 
物学家，他注意到花粉在水面上的无规则运动 （1827) .对此，只能用分子的碰撞来解释.爱因斯坦 
(1905) 做了许多工作，并且计算出诸如阿伏伽德罗常数和分子的平均自由程，后来又经著名的法 
国实验物理学家佩韩 (Jean Baptiste Perrin ) 系统的实验证实，原子是否存在的争论，才算尘埃落 
定.正是这位佩韩在他的名著〈源子》一书中 说：“ 利用显微镜观察布朗运动，看到浮在溶液中的每 
个小颗粒来回运动时，我们被实验的真实完全吸引住了 .为了对它的轨迹作切线，需要作连接轨 
迹上非常接近的两点（即该小颗粒在两邻近时刻的位置）的直线，并找出它的极限位置.可是在我 
们研究过程中，两次观察的时间间隔无论多小，这直线的方向总是持续地变化着.由这项研究，一 
个不带成见的观察者只能得到函数没有导数的感觉，而终究得不到有切线的曲线的感觉这段 
话转引自克莱因的名著《高观点下的初等数学》第三卷，湖北教育出版社，1993年，中译本46页. 
译者是已故的著名数学家吴大任教授和夫人陈□教授.同页上还引述了博雷尔 ( E . Borel ——测 
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度理论的首创者之一）的一篇 评论： “分子理论及其数学”，可惜无法找到原文.布朗运动的重要性 
早就不限于研究花粉的随机活动，而在随机现象的数学与物理理论乃至金融理论中都极为重要， 
而几乎所有布朗运动的轨道又都是处处不可求导的函数.当然这不是说不可求导函数的研究都 
正是这些“实际需要”的“期货”.这样说，不仅不真实，而是不严肃.到了 20世纪70年代末、80年 
代初，数学中出现了所谓分形几何学的研究，指出处处没有切线的曲线等等，在大自然中是十分 
普遍而且重要的.分形几何学在数学中也有长久的源流，与许多数学分支有关，所以我们没有力 
量去涉及有关的问题，而只想指出，正是由庞加莱开创的天体力学的研究中，在研究天体运动轨 
道的渐近状况时，就会出现构造极为奇特的集合.分形理论与它有密切关系.可见，数学走到了这 
一步，这种严格化、公理化的倾向其实标志了对大自然探索的深化.正是庞加莱自己的研究不但 
不是“为了指出我们祖先推理的错误”，反而证明了这种批判性的态度的远见.更令人吃惊的是布 
朗运动的轨道确与魏尔斯特拉斯的构造的不可求导的连续函数颇为相近！ 

魏尔斯特拉斯构造的函数是 


f (x) = b n cos (a n nx) 1 — 00 < 00 ， 0< 6 < 1. (1) 

?2二 0 

这里 a >0, 其值待定.级数 （1) 显然在 - oo <_ r < + oo 中一致收敛，所以 /( x ) 在 - + 

上连续.它是无穷多个正弦曲线（余弦函数也是正弦曲线）叠加而成的，记其第72 + 1条曲线为 

y = T n (x) = b n cos (a n 7ix) * 其周期为振幅为我们知道，正弦曲线之斜率（按绝对值计）之 

a 

最大值出现在它的零点处.我们将用这个最大值刻画它陡峭的程度，故不妨称之为 Cx ) 的陡 
度，于是(: c ) 的陡度就是 


现在令 


max 


dT n Cx) 
dx 


( ab ) 


7Z. 


a>l 为一'整数，且 a 6> l ， （2) 

所以 T n + ] Cr ) 之陡度又比7； G :) 的陡 度大以 倍,所以构成函数 （1) 的这些正弦波（即正弦曲线) 


就越来越窄，越来越陡，其振幅也越来越小.图 3-7- 1就 b =^-^ a =5 画出了级数 （1) 的三个部 
分和.短划线是部分和\ 0c) = 7^ Cx) = cos 虚线是部分和 5^ Cx) = L Gc) + (:c) = cos 

Tvx + cos 5 ttx ; 实线贝 J 是部分和 vS 2 (：c ) = (:c ) + Cr ) + 了 2 ( 工） = cos 兀工 + 士 cos 5 kx + 


去 cos 25 tix . 图 3-7-1 给我们的启发是： T ra ( x ) 的零点与 T n + l (: c ) 的零点纠合在一 ■起； 这就是 

为什么我们要求 a 为整数的原因.我们还要求7； Cr ) 的极值点（即的零点）又与 T n+1 

( x ) 的极值点纠合在一'起.因为 ( x ) 的每个周期内必有 T n + l ( x ) 的 a 个周期，前者的每个半 
周中自然含有 T n + l Cx ) 的 a 个半周.但是 Cx ) 的最大与最小值交替出现，两个相邻最大与最 
小值又只相距半周.所以若7； Cr ) 与 T n + l Cr ) 有一个共同的最大值，则当 从 T n Cx ) 的这个 

最大值走到下一个极值为最小值时，则7\ + 1 也由最大变为最小，再变为最大 . 一共变了 a 次. 

如果 a 是奇数，则: r 对于7； + 1 Cr ) 而言仍然是由极大变成了极小.正是这样才能保证(: r ) 叠 





加 T „ + 1 ( x ) 时是极大叠加到极大上，极小叠加到极小上而不至于互相抵消.我们可以想像 ：叠加 
的结果会成为一条“毛茸茸”的曲线，而有可能是一个不可求导的函数的图像.所以我们除 （1) 以 
外还假设 a > l 为一奇数. (3) 



下面把这些讨论“数学地”讲明白. 

首先看 ( x ) 的零点4二其中々是整数.这时也是一个奇数的 

la Z 

-半，所以 G ：) 的零点-定是 

T n + 1 ( x )， T n + 2 Cx ), …的零点，但不一定是 T n ( x ), …， T n _! ( x ) 的零点.在函数 （1) 的图像中 
T n ( x ) 的零点总是把 T n+l Cx )，7； + 2 ( x ), …的零点纠合在一起，所以我们称为 / Cx ) 之结点. 
并以 
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N = { 2 f 1 1 = 0, ±1，±2, …， tz = 0，1，2，---'} 

、 2 a } 

记结点之集合，我们看到 

引理1 N 是 R 的一个可数的稠密子集. 

再看了 ra Cr ) 之极值点 : cf = \， k 是整数，这时 a n + l = ak 故 T ra ( Z ) = b n cc ^ kiz = (— 1) k b n 

a 

是 ( x ) 之极大（小）值，而 T ^ +1 ( x :) — b n + l cosak k — (- 1) k b n+l ，故 也使 +1 ( x ) 达到极大 
(小）.而且与 7； Gf ) 有相同符号，所以极值点也是纠结在一起的，不会互相 抵消； 又因为各有不 
同因子纩，0<6<1,求和以后也不会变为正负无穷.我们称2为 /(X) 的峰点，并以 

M = {^，々= 0, ±1，±2,…，？2=0，1，2, 

记峰点之集合，也很容易看到 

引理2 M 是 R 的一个可数稠密子集. 

现在来证明函数 （1) 处处没有导数.为此任取一点： r (> 并记 （1) 在:^之值为％ 二 /( x 。）， 并 

且考虑7； ( x ). 必在7； Cr ) 的两个峰点 之间； 即有一个整数《使.在这两个峰 

a a 


1 a u 

'J — 

( 若： c 0 

a 


i 

r\ n 

la 

-<x 0 - 

〜 - 

1 " 


n ~ ，工 


~或— 可〈 <2"工 0 — a n ^^~ . 


n -■ r\ n 

: la 


2 a n ° a n 'la n … - 2 • - 

与也有两个相邻峰点 / = . 令函数在这两点上之值为 fix) =/，/(，）=/， 

a a a 

于是得到两个差商 

:/二 /( 工 0) ， /: /(工 0) ⑸ 

为了证明 /Cx) 在 ^ 没有导数，只需证明当 A 时，上述两个差商没有相同极限，也不趋 
向同号的无穷大 . 具体说来,我们要证明 

引理3若0 < 6 < 1， a 为大于1的奇数且 

ab^>l + ^ Kr ⑹ 

则 ( 5 ) 中的两个差商不可能有相同的极限，也不趋向同号的无穷大 . 


>1 + 了兀 , 


ItiE OC n + i = Xq f2^ - (X n ^ 由⑷有 lx … |< 士，而且 


dO/ CJO/ q 


^0/ ^JO/ 


a n ~ 1 ~ X( } a n _ 1 

n ? 

a a 

+ 1 — x () a n 


一 1 一 (x 


)] = —(-! 


(>a —以」 — 丄—〜 V , 


[l — (x ( 


)]= 丄 （1 

’ —I n VJ - 


因为 a > 1 ，故当？ 7 充分大时 ， I :c' - x ( , I 与 I x 〃 - x (> I 皆可任意小 . 
再注意到 
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fix) = 2 


m ( m 

i cos kx 




m ( m 

)COS TTX- 


所以 


/(X ，） 


S ra _ ! ( x ) + R n ( x ). 


m ( m 

)cos kx 




_ ( Qf „ — 1) 


m ~ n 

a 7i. 


m / m 

)cos 


kx') — ( — 1) a »b n 2 b v 


/( 工 ") 


m ( m 

)cos \a 


I \ 1 i m r f il 、 m - n 

Tij ： J 十 2_j b cos L \a n 十 JJ a x 


m { m 

)cos 


tix'O - ( - 1) an b n E 


注意我们这里利用了 为奇数 2 Z + 1， 故 cos [( a ra ± 1) a m ra Ti ] = cos [( a ra ± 1) ti ] = (— 1) ± 1 

—(一 1) 〜是整数）.同样/ ( x 0 ) 也可以分成两项：利用 x n + i = x {) a 1 — ，而 x 。 — a~ n ( x ra + 1 
a „), 故 


/Cx 0 ) = ^ b m cos (a m 7ix 0 ) + b m cos [a m ra ti 1 )] 

m — i) m — n 


X ^ t m / m 

/ j b cos kx { 


于是 (5) 中的两个差商可以写成 

y - / ( x () . 




:/ ( 工 0 
7 ? 


2 b m 


D a in X 1 r v / v 

n b 2_j b cos \a izx r 


/ m / \ / ra 

cos kx ) — cos ya 7ix 0 


^0/ 


+ b n Yj bV (一 


x 1 + cos (a Kx n + r 


Ol — JCq 


/ m \ { ra 

cos \a kx ) — cos kx { 




b n Yj bV (— 1：) 


cos kx y 




现在分别估计各个差商的两项.对每一个差商的第一个和式利用和差化积公式有 

n~l f m / \ ( m \ 

^ cos tzx ) — cos 7zx (} J 

Zj 0 - ^ - 

m = () X 

U _ 1 r Tfi ’ I _ ’ 

_ ^ o 0 . m 工卞工 0 . m X {) - X 

= > ,—^ - zsiria jt - - - sina tz - ^ - 

- x 0 2 2 

/ 

. m 工 0 工 


sina 71 


〔j 


n-\ sina 7i - 7 > - ，+ 

\ 1 m j m Z - rn ^ ^ 0 

> ,—a o tz - ^sina tt -- 

“ ^ Xa — x Z 

CL TT 2 


- — <1 ， sina^Ti 三一 0 X() <1 ，考虑 111 

x a — x I 
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a ra 6 ra 7 t >0, 所以这一和式的绝对值 


1-1 


<7 i 2 a m b m =iz a b ~}< Ka b 


ab — 1 ab ~ 1 


因此存在一个常数 _ l < e < l , 使 


第一个和式 


n j n 

£ 7za b 
ab — 1 ' 


⑺ 


第一个差商的第二个和式是一个收敛的无穷级数.因为/ - 


(1 + + ， ） ，所以 


a 


h n Yj bV (_ l)Sn 

oo 

= i-l)^ab n 2 i 

v = 0 

现在新级数第一项即 v = 0 的一项是 

1 + cos (ttx 


+ cos \a 7zx 


n + 


OC — JCq 


+ cos \a 7ix y 


i + 


2 




+ X 


- 


n + 


2 


这是因为 | x … |<音，从而分子 l + cosGrx … &1, 而分母 <皆.总之新级数第一项■，其余各 


项则为非负，所以其和■.记其和为 


，应有.合并以上的结果， 


如果把 e 写成 e = (- 1) 


第一个差商 
、 ' ，贝 J e =— 


n 1 ? 

eiza b 


2 


ab — 1 

一1)〜 


D a 二 ^ n j n 

n -^- 7j a h . 


第一个差商 = 


€ ， I s ' I — I £ I A /<1， 而 
1 2 , £ V \ / 


ab — 1 


\ Y - a n b n p 


( 8 ) 


这里 // 


71 


f + af^l 


> 


71 


2 . __ 

3 ab — 1 


>0 .这里我们应用了 （6) 式. 


第二个差商可以类似地处理，注意到 这时工 


^0 


4(1 — 


X y 


，我们将得到 


a 


第二个差商= (- V ^ + l a n b } 


2 , £ / 


71 


ab — 1 


\ Y ^ x a n b n p 


(9) 


这里// 


2 , ‘ 


71 


3 ab~l 


> 


71 


2 


3 ab — 1 


>0. 


总结以上 即知： 

若 （-1)' =1，有 


y' -/(a) 

r 

y - 

7 ? 

OC — OC q 


n j n \ ^ 

b \-^- 


7 Z 


ab - 1 ) ’ 


< 


a 


i b n 


71 


ab — 1 


当 （一1) 


1 时 
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: y 


/( 工 r 


X 


x 0 


< 


a 


l b n 


2 


71 


ab ~ 1 


y " —/—W >aV 


2 71 \ 

J~^b rr ll 


由于 属于 R 上的一个可数稠密集 M , 故知函数 （1) 的差商不可能有极限，也不可能趋向于 
同符号的无穷大.魏尔斯特拉斯的函数 （1) 在任一点:^都没有导数得证. 



第四章积分学 


§ 1这样评论黎曼公正吗？ 


1. 不连续函数进入了人们的视野 迪厄多内 （Jean Dieudonn ^) 在 〈规代 分析基础 》 (Elements 
d ’ Analyse ) 第一卷（中译本由科学出版社1982年出版 ）159 页说了这样一段话，以解释为什么这 
部大书（全书共九卷）中完全不讲黎曼积分 ：“如 果不是它的有权威的名字，它老早就该没落下去 
了 .因为对任何一位从事研究工作的数学家来说（带着对黎曼的天才应有的尊敬），十分清楚，现 
今这一“理论”的重要性在测度与积分的一般理论中，最多不过是一普通的有趣的练习（参看 13. 9 
问题 7), 只有那种学究传统的顽固的保守主义才会把它冻结成课程的正规部分，长时间以后必 
将失去它的历史重要性现在我们要追溯一下历史，看一看黎曼是在什么样的历史背景下提出 
他的积分理论，以及他的理论的不足之处究竟在什么地方. 

这就需要从傅里叶讲起.傅里叶从研究大量物理问题（主要是热传导问题）出发，指出“任何 
函数 ”/( x) ，: r 6 [- 71， ；!] 都可以写成一个无穷级数 


这里 


/( 工） 


a 0 


( a n cos nx + b n sin nx . 


( 1 ) 


a 


n 



f (6) cos ri 爸 d 爸， b n 


— f (6) sin n 安 d $. 

^ J -71 


(2) 


在傅里叶 (1768—1830) 的时代 （19 世纪初），什么是“任何函 
数”是一个没有说清的问题，本书第二章讲到了这件事.当 
时，一种说法是：函数就是一个解析表达式.因此，不同的解 
析表达式就表示不同的 函数； 另一种说法则是 ：顺手 一笔画 
出来的曲线就是一个函数.这是同一个人欧拉，在不同场合 
下讲的话.傅里叶在他的名著《热的解析理论 》 (Jean Baptiste 
Joseph Fourier » Theorie Analytique de la Chaleur ， 中译本武汉 
出版社 1993 年出版）中讨论三角函数的一般理论时（中译 
本 132-133 页），就给出了一个例子(见图 4-1-1) 


% 

T 


1 | 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

—n\ n \ 

O jiL - 

j "T| 

|2 

! ! n 

1 

1 

1 

4 



图 4 — 1 — 1 


COS 一 -7TCOS 3 x + -^cos 5 x — = { 


71 

T 


X 


< 


71 

T 


71 

~4 


< I 工 I < 


7T. 


(3) 


同一个级数怎么能表示不同的函数呢？看来并不是所有的函数都如雅可比说的是“合理的”函 
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数，而可以是不连续的，而且研究这种有不连续点的函数，在物理上也是“合理的”.这一个例子以 
及后来越来越多的例子才引导到关于一般函数的“狄利克雷定义”，即本书第二章所介绍的定义. 
越来越多的例子表明，函数的不连续点的集合构造可以是十分复杂的.例如“狄利克雷函数” 

il . x 为有理数， 

x x 为无理数 4 

是处处不连续的，而形状十分相近的“黎曼函数” 

= 2 为既约有理数， 

R ( x ) =< q (5) 

U ， 工为无 理数. 

却只在有理点不连续.其实傅里叶所说的“任何函数”是指的连续函数.但是如 （3) 那样的函数在 
傅里叶看来也是连续的，因为它的图像如图 4-1-1 所示是一条连续曲线，所以表示连续函数. 
傅里叶把图1中的虚线也包括到 (3) 的图像中去了，而按狄利克雷的定义这样做是不许可的，因 

为这样一来在例如 x = f 处，函数的值就不确定了 .再用柯西关于连续函数的定义才看出这个点 

是不连续点.不过傅里叶的书实际上成于1810左右，狄利克雷的函数定义和柯西关于连续性的定 
义乃是 1820—1830 左右的事，何况他们二人自己有时也会“糊涂”的.不论如何，当函数的不连续性 
逼迫人们予以正视时，从定义傅里叶系数&与匕的 (2) 式看，有必要研究不连续函数的积分. 
把定积分定义为积分和的极限 

f / ( x)dx = lim 2/( 芑 ）(A - X !- 1 ) (6) 

J a 

的是柯西.但是他假设了 / Cx ) 在 [ a ，6 ] 上连续.如果 / Cx ) 在 : c = c 时有间断，则定义 

rc rb 

f (x) d X — f (x)d X + f (x)d X , 

V d d c 

现在用的反常积分的定义也是柯西给出的.但是比较一般的函数 /(X) 的积分如何定义，则是黎 
曼1854年在研究三角级数（即形如 （1) 之右方的级数，但是并不确定是否有一个 / Cx ) 存在使 (2) 
成立）时提出来的，当时黎曼已意识到，这一项研究虽然不一定有直接的物理学上的应用，在数学 
上却是重要的. 

上面我们看见了两个特例 (4) 与 (5), 这使人产生一个疑问 ：为什 么要研究这些人为的特例？ 
上一章§7中我们引用了庞加莱的话，然后又引用了佩韩关于布朗运动的议论.那么，研究这些 
古怪的函数是为了证明自己前辈的无能吗？难道黎曼（还有魏尔斯特拉斯)还需要靠“揭发”自己 
前辈的无能才能巩固自己的地位吗？或者是不是这些函数与某些物理现象有关？都不是，上一 
章讲到佩韩关于处处不可微函数与布朗运动的关系的话，当时只是一种设想而已.有一种偏见， 
以为数学的发展是一帆风顺 的：从 几个不辩自明的真理（公理、公设），以及任意设定的某些对象 
的性质(定义）出发，按照一些确定的推理规则，就可以得出一个又一个确定无疑的真理.从这个 
意义上说，数学的方法论是“先验”的.上一章§6中我们也说过这个意思.但是数学之为“先验” 
只是相对于其它科学之“后验”而言，上一章我们正是相对于力学中最小作用的原理的演变讲数 
学方法论的先验性质的.其实，数学的发展同样充满了争论和矛盾.本书各章都说明这个问题.前 
辈数学家发现了一些真理，以为它是正确 的：后 来的数学家发现了其中有不少毛病、漏洞，而且这 
些毛病和漏洞常以反例形式出现.这样，人们去清理前辈的工作，补足他们的缺失,发展他们的成 




§ 1 这样评论黎曼公正吗？ 


1 


就.甚至许多定义也不是确定于证明之前，而是产生了证明过程之中.举一个例，早在莱布尼茨就 

GO 

认为如果连续函数的级数 I ； ^ Or ) 收敛，则其和也一定连续.柯西也是这样想的，而且（怀着对 

莱布尼茨天才应有的尊敬: T 力图去证明它，甚至傅里叶的例子 (3) 开始也不被认为是反例，因为傅 
里叶对和函数的图形补上了一些虚线，使之成为“连续曲线”.直到柯西给出了连续函数的定义 
后，才知道这个连续曲线并非连续函数的图像.但是柯西仍然力图去证明那个可以追溯到莱布尼 
茨的“定理”，他的这种努力甚至见于他为数学分析严格性奠基的力作《代数分析教程》 ( Q)urs 
d ’ Analyse Algebrique ，1821). 直到 1876 年，阿贝尔指出，柯西的“定理”有例外.（定理怎么能有例 
外？)最终打破这个哑谜的是塞德尔 （ P . L . Seidel ). 他在1847年分析柯西用 e — N 语言来表达的 
证明时指出， 这个 N 不仅依赖于 e ， 还依赖于: r:N = N ( e ，： r ). 如果 x 只能取有限多个值，从这 
些 N ( e ，： c ) 中自然可以找出最大的一个作 N ( e ). 但若 z 可以取无穷多个值（例如某一区间 
[^幻中的一切值允则以匕^:^就不一定有有限的最大值^/匕）以适合一切 x 点了，因此柯西 
的证明失效.赛德尔在自己的论文中说了一 段话： “方才已经确认，定理不是普遍有效的，因为它 
的证明必定依赖某个额外的隐蔽假定（即 N ( e ,_ x ) 对一切: c 有有限的最大值——本书作者）.有 
鉴于此，我们要给证明作一次更细微的分析.发现那个隐蔽的假设倒不很难.于是可以反推这个 
假设所表达的条件确是表示不连续函数的级数满足不了的.因为，只有这样，那串别无他错的证 
明才跟另一头的确凿事实才能重新归于一致.”这就是说，从分析柯西的证明入手,人们找出了漏 
洞，发现了收敛的级数应分为两类，一类是 N ( e ，： r ) 有最大值的，另一类则是没有的.至此，一致 
收敛性的定义呼之欲出 ：并不 是人们先验地有了一致收敛性定义，并由之证明了相应定理，而是 
从证明过程中这个定义自己跑到我们面前.我们只好承认它，应用它.当时看到了这一点的不只 
有赛德尔，还有斯托克斯.魏尔斯特拉斯稍早一些也在幂级数研究中独立地得到了 一致收敛性概 
念.到底是谁首先明确宣布这个定义，现在人们一般地归功于魏尔斯特拉斯.不过斯托克斯，赛德 
尔还有傅里叶本人都指出它与收敛速度有关.（以上材料引自拉卡托斯《证明与反驳》，附录一，中 
译本152 〜 170页）.一致收敛的案例说明了数学的发展并不是先验的，反例的重要性在于它揭露 
了无法回避的矛盾.数学的发展并不是为了说明种种反例，相反，研究反例是为了发展数学 .19 
世纪最后二三十年出现了大量“反例”，正表明数学的深入发展，在数学对世界的认识的过程中起 
了极大作用.这可以说是现代数学的一大特点.黎曼积分正是这种历史背景下出现的第一个系统 
的积分理论.回忆到上一章讲的处处不可微函数的例子是魏尔斯特拉斯1861年发现的，可以看 
到，不连续函数进入人们的视野是时代的产物. 

2. 函数的可积性 黎曼第一个提出可积性问题，即要求刻画出使 （6) 之极限存在的函数 
类.（这里说明一下，本节中讲到的 / Cr ) 都是实值函数.若 /( x ) 是复值的，则划分开实虚部处 
理）.人们通常都说“积分是积分和的极限”，这个说法并不准确，我们学过了序列的极限与函数的 
极限，但 (6) 式右方的积分和 


n 

S /( 色 ）( m ) ⑺ 

既不构成序列，也不是某连续变量的函4.为了明确地了解它，我们首先要求 / Cx ) 定义在有限 
区间 [ a ， 6] 上，而且 / Cr ) 不可以无界.对 [ a ，6] 作一'个分划 P : a = 
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上（下）确界 M t ( m t ). - c «< < + co . 反之，若 / ( x ) 无界 中 必有 ± co , 这会使下 

式没有意义.我们不考虑 /Cr) 在，& ]中是否可以达到％与紙，而定义 /(x) 相应于分划 
P 的上和与下和 V : 


Sp= Y] M t (x t - 
! 二 1 
n 

s P = Yj ^ _ A-i). ⑻ 

很清楚 

5 F < S F . (9) 

但对不同的分划^与尸^^与^/可否比较？首先我们注意到，若在分划 P 中加一个分点 /( 称 
为 P 的“加细”，加细后的新分划为 PO 例如，则&和$变成 


s P ' = 2 m } (Xj 


X ： 


m 


(x 


X,. 


m. 


( x , 


X 


S 


rru 


( x ： 


X ： _ 


2-1 


S P ^ = 2 M J - A-i) +M; Cr 


x ： 


M ： ( x . 


x 


2 m j Cx j ~ x j-i 


这里 


m 


inf / Cr ) ， = inf / Cr ) ， M ; ， M 『 意义自明•于是 m t = min ( m ; ， m ’;） ， M t = max 


Drr〆 ] 




( M ；, Ml ), 而可见 s P < v , S / < S P , 就是说，分划加细后下和不减而上和不增.把尸 / 与 P 〃合并 
成一新分划 P (不妨写作 P ' + P ^ P^Wl P 同时是 PlP 〃的 加细.因此 



( 10 ) 


就是 说:不 论哪一个分划的下和一定不大于任一分划的上和.于是若固定一分划 P (> ，可见对一切 
分划 P ，^< S P (] .从而 G P } 有界而有上确界，记之为 


I = sup {〜} ， 

一 P 


同理， { s p } 有下界而有下确界 


I = miiS P }. 

P 

而且 




/和7分别称为 / Cx ) 在 [ a , 6] 上的下积分与上积分.它们是某集合的上、下确界，而不是序 
列的极限.看下面的定义即知，说积分是积分和的极限是不准确的. 

定义1 若 I =〗，则称 /( x ) 在 [ a ，6] 上黎曼可积 CR - 可积，在不产生误解时就说可积）， 
其公共值 J = J j 称为 /( x ) 在 [ a ,6] 上的定积分，记作 

I = / ( j :) dx (11) 

v Cl 

以上是达布 ( G . Darboux ) 对黎曼的讲法作的一个修正.黎曼本人仍是使用的积分和 （7). (7) 
与 J 的关系以后再讲，目前我们先用达布上下和来讨论 / Cx ) 可积的充分必要条件. 
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定理 1 [ a ,6] 上的有界函数/( X )为可积的充分必要条 件是: 对任一 £ >0均可找到一个 

紗 J Pit 

0< S P -5 F <£. 

证必要性 .设 /(X) 可积，则 J = .由上、下确界的定义，必可找到分划 f 和 P 〃使 

V 〉：[-音-音 ， 

S ^< 1 + 音=1 +音. 

令 P 二 K + P 〃，则 

0< S F - 5 F < S K - s P '<I + y ~ I + Y = £ - 

充分性. 由上下确界的定义 7< S P , 但所以 

0<J - J<S P - 5p<£. 

由 S 之任意性有7 即 /(X) 可积，定理证毕. 

注意到 

n 

Sp ~ Sp = ( A-fj — m t ) ( j：j ~ x t - y "). 

i = i 

为使 Sp - s P 充分小，就应该要求在相当多的小区间 0 ^ 4 ，：^]上 M , - %充分小，而使 M , - ％ 
不太小的小区间[4^，& ] 之总长很小.但相当小就很接近于函数的连续性.所以为使 
S P - h 可以任意小，就要求在相当多的小区间上 / Cx ) 连续，而 / Cx ) 不连续的点不太多.这样就 
把 / Cx ) 之连续性与可积性联系起来了.这一段话很不明确，读者完全可以认为是说错了.为了 
把这一点弄明确，我们引进函数振幅的概念.现在我们有意地设 / Cr ) 是 n 元函数.设 /: A(=IT 
— R，a G A ，/ ( x ) 在 a 点不连续的程度可以度量如下：令 

M (/， a * S ) = sup {/ ( x ) :: cGA 且 | x — a | <C » 
m (/， a ，3 ) = inf {/( x):xGA 且 |x — 

我们称 O (/， a ) = lim [M if ， a ，8 )-m (/， a ，幻]为 / 在 a 点的振幅.由于 M ( f ， a ， S )- 

mif ， a ，8) 是非负的随3不增的函数，所以 O (/, a ) 存在.显然/在 a 点相对于 A 连续(不连续) 
即 O (/, a )=0(#0), 这里我们特意加上“相对于 A ” 几个字，因为定义 M 与 m 时并没有说: r 在 
球 I x - a |〈谷内 ，而是在 Afl {| x - a |<3) 内（注意，我们的讨论不只对一 ■兀 函数/ Cx ) 适用，而 
对工二 （& ，…， x „) 时的多元函数 / Cr ) 也适用.这时 Ix - alCS 确实是球体而不是区间 .） 即只 
用到此球含于 A 内的部分，因为 / Cr ) 只定义于 A 上，而不是定义在整个球 | x - a | < 3上（当然 
也不会对此球内一切: r 点 /( x ) 均无 定义： 至少对中心 : c = a ，/( x ) 是有定义的），这样得到的连 
续性是相对于 A 的连续性.在一元函数情况下，若 / Cr ) 定义在 A = [ a ，6] 上，则在定义域的左 
右两端只讨论 / Cx ) 的单侧连续性，这就是相对于 [ a ，6] 的连续性.但在多元函数情况，由于定义 
域 A 的构造可以十分复杂，相对于 A 的连续性也复杂多了 .例如，若 a G A 是一个孤立点，则 
{ xGA , | x - a |<^} 当3充分小时就只有一个 a 点，这时自然有 O if ， a ) =0,即/在 a 点相对 
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于 A 连续.由于这个原因，在研究多元函数时，我们常限于 /( x ) 定义于一开集上.由于开集中的 
点都是内点，就不会出现上面的麻烦.总之，多元函数在边界点上的情况是要特别细心处理的.这 
一类问题在第六章讲到子空间拓扑时还会详细说. 

引理 2设有界函数 / Cx ) 定义在 [ a ，6] 上，若对一 ■切 xG [&6]均有0(/， > x ) < e ，则必存 
在一个分划 P ， 使 

0<： S P ~ s P <2 e ( b - a ). 

证对一'切 : cG [ a ，6] 均存在一'个开区间 \_x — 8 - > x + 3] 使 M ( f ，工，3 ) - m if ，工，8、 〈2 e • 

_ m 

开区间族 {( x - lx +幻）覆盖 [ a ， 6]，故可由其中选出有限多个 U ，..， U m 使 [adjcy G ， 
适当选分划 P 可使 P 之每一个小区间 [ x ^ , & ]均含于一个 R 中，于是紙 - ％ <2 e ， 而 

n 

0< S P - 2 (紙 ~ m t ) ( x t - : r t _' )〈2 s ： (b - a ) • 

下面我们就可以联系着 fix ) 的 4 续性来讨论 / Cx ) 可积的充分必要条件了.我们的结论是 
/(X) 可积的充分必要条件为其不连续点构成一个0测度集(准确些说是0勒贝格 （ Lebesgue ) 测 
度或 0 L 测度 集）： 似乎有必要先讲什么是测度（勒贝格测度、 L 测度），但是事实上不需要.介绍 
这个概念我们又是对《维情况来讲. 

定义 2设 AOT ,我们说 A 具有0测度即指对任一 e >0均可找到可数多个平行于坐标 

oo 

轴的闭长方体，…，，…}使 A 匚 Cl 而且 X vol ( U k Xe ， vo \ ( G ) 即指 a 之体积. 

注 1 定义 中的认 也可取为开长方体，只要把每个闭的 R 代以同心、平行而稍大的开长 
方体即可. 

注2任意可数点集 {&} 必有0测度，因为我们可以把 A 放在一个体积为的闭长方体 
的中心，而这样得到的可数多个闭长方体之总体积是 e D ^x = e 是任意小数.特别是 [0,1] 中 

k=i 2 

的有理数构成一个零测度集. 

注3有限多个 { L ^ ，…， L / m } 也可以算作可数多个{〜，••_， L / m ，…}，只要假设 U m + k =0, 
々 = 1,2,…即可，但此定义中必须说可数多个若只用有限多个 K 将得到另一概念. 

定义 3设 ACR n ，我们说 A 具有0容度 (0 若尔当 ( Jordan ) 测度， 0 J 测度）即是对任一 e > 


0 
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反 C [ a ,6], 所以在这个开覆盖中能取有限多个 {1^ ，…，覆盖战，且 voKUjCe . 把每 

一个 U k 换成氐仍可覆盖玖且总长度不变，所以不妨设这些 L 4 均为闭区间. 

对于任一个分划 P ， 有 

m 

S P ~ s P = 2 (M, - m,) (x, - . 

正如前面已指出的，为使 S F -5 F 充分小，我们或者要求 M t ~m t 对大多数子区间充分小，或者 
要求使鸠 - ％不太小的区间总长度很小，所以我们把 P 中的小区间分成 两组： 

S 1: 与坎不相交的小区间. 

S 2: 完全含于某个 R 内的小区间. 

若一个小区间既不全含于任一 G 内又与相交，则可将它细分为两部分，一部 分与玟 不相 
交，另一部分含于某个 K 内.所以将 P 的小区间分为两组是可能的. 

对$中的小区间，因 0(/, x )< e , 故由引理2,必要时对 P 加细为 f 即可知，对 f 中 Si 类 
小区间有 

S (M t - m t ) (x t - x 4 _ t )<2 e ib ~ a). 

对 S 2 中的小区间，因为/ Gc ) 在 [ a ，6 ] 上有界，故 （ M t — m t ) sup I / (： c ) I = 2 M ， 而对这些小 

[a ， 6 ] 

区间 

m 

S (M t - m t ) ix t ~ x t . x X2M 2 veil U k <2Ms . 

把这两个式子加起来即有 

(XS P - - v <2 e (b-a) + 2Me. 

因此， / (x) 在 [a » b ]上可积. 

反过来设 /( x ) 可积，今证 B 有0测度.但是丑=氏 U … U …，所以今证每个 
B 丄 均有0测度即可.任给 e >0,因已设/ ( x ) 可积，故必有一个分划 P 使 S P - & < e/m ,用上面 

m 

同样的方法将 P 中的小区间分成两类，我们只看与相交的那些小区间 [&< ，: rj . 若 P 相当 

m 

细，则在其上紙- m t > — »把这些小区间合并起来，有 

m 

— 2 vol (UXE j ) = S P — Sp<C — . 

mm 

所以■.由 e 之任意性可知 B 丄为 0 容度的.把可数多个 0 容度集并起来自然可得0 

测度集.所以 B 为0 测度集而 / Cx ) 几乎处处连续，定理证毕. 

至此为止我们都是应用达布的上、下和.怎样转到黎曼所用的积分和 （7) 呢？ 

定理 4 设 /(x) 在 [a, 6] 上有界，对任一 e >0, 均存在3>0,使对任何分划 P , 只要 S P <8, 

就有 s P > I — e ， S P 〈 I + e . 

证 不失一般性可设 / Cx )>0( 必要时用 / Cx ) + C 代替 / Cx ), c 是充分大的正数），由 7 
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之定义，必有分划： a = x 。 < a <… < > 2 ^ = 6，使 S P < 7" +备，设 M = sup / ( x ) ，今证3 = 

u 1 n 尸。 2 [ a ,ir 

e /4 (n + 1) M 即合于所求. 

设 P 是任一分划，和证明定理3 —样，把 P 的小区间分为两 组：一 组是完全含于 Lx , -心 
& +幻的，其余列入第二组.于是 S P 也分成了两项和 Sf , Sf 中最多有 h + 1项，每一项都 
含了 的一个分点—共有77 + 1个分点），所以这些项相应于 P 中的77 +1个小区间，总长 

为 2 G + 1)3 = 第二组的小区间由于规定其中不能含有任一个分点，而且其长均不大于心 

所以必全位于某个小区间 [Xi _ n ] 内，因此 

n 

S P = S^ + S^<M*2T7 + 2 M, (x, ~I+-j=~I+e. 

同理 5p > J - e , 引理证毕. 

定理 5 设 / Cr ) 在 [ a ,6] 上有界并可积，则对任一 e >0, 必可找到^>0使若某一分划 P 
的化 <1 不论如何选 (7) 式中的仏都有 

n p b 

U/ ( 芑） ( X t — X x-i^ ~ f^x)dx < £ . 

1 = 1 J a 

其逆亦真. 

证 因为％ </(色）<1^，所以 

n 

s P < 2 /( 在） ^-^^XSp. 

t = l 

另一方面，由于已设 / Cx ) 可积，故 I = 7 = /,而定理4又推出，只要知<1必有 s p > I -4 r ， S P 

一 一 Z 


〈I + e 所以当各 P < 占时 

n 

I - £ = I — e< S P ^ 2 / ( 芑 ） （A — A - 1 ) < I + £ = I + £ * 

— 1 = 1 

而定理得证(逆定理是明显的）. 

这样我们看到，不论是用黎曼的积分和或达布的上下和来定义定积分，结果都是一样的.我 
们也由此看到了所谓定积分是积分和的极限这句话的确切含意. 

由定理5我们就自然会提出，究竟哪一些定义于 [ a ，6] 上的函数是可积的？当然连续函数， 
只有有限多个不连续点的函数，乃至有可数多个不连续点的函数都是可积的.最后这种情况是由 
于可数点集均为0 —测度集，证 如下： 令不连续点为&<&<… <&<••• ，作闭 区间/ ^ = [& - 

CO ㈤ 

X k — 4 ]， 显然 {>2^ ， : C 2 ， … » •» ***}(^ U U k (注意 L/ A n 可以是非 S 的），而 X vol ) 二 

2 2 ㈣ fr x 

oo 

2 2 e /2 A =2 e . 证毕.具有可数多不连续点的函数的一个重要情况是单调函数 / Or ). 这是因为 

左=1 

inf / (x) = / (a) ， sup / (x) = / ⑹（设 / (x) 为不减的）.记 M = / (6) — / (a) ， B = {x : / 在 x 点 

\_a^ b~\ Va^b~\ 

不连续 } ，因为单调不减函数的每个不连续点： c 都是第一类间断点，而 O (/, x ) =/Cx + 0) - 
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f ( x ~0) ，仿照前面的记号 B = U B m y B m = {x ： 0 (/» X ) ，则必为有限集.因若不然， 

??7二 1 771 

OO OO -H JT 

B m 中至少有可数多个点 A 〈: c 2 〈…而 fib )~ fia )^ 2 t /(^ +0) - fix t -0)]> 2 ^ = 

+ co . B 作为可数多个有限集之并当然最多是可数的. 1 1 

推论 6 [ a ， 6] 上的单调函数必为可积的. 

3. 微积分的基 讨论了函数可积性问题，下面转向另一个问 题：积 
分和微分的关系问题.人们心目中都以为二者关系很简单，即二者互为逆运算.认识到二者互为 
逆运算十分重要，因为微分表反过来看就是积分表.自此以后，人们就知道积分是怎样计算的.如 
果没有这样一个表，遇到任何一个问题都得利用第一章里介绍的希腊人的穷竭法去处理，微积分 
就决不可能成为研究种种实际问题的工具，不可能为物理学家与工程师所掌握.所以牛顿和莱布 
尼茨把他们“发现”的这个公式 

V ( x)dx = F ( b ) - F ( a ) (12) 

称为微积分的基本定理.但是在牛顿和莱布尼茨的时代,对数学分析的基本概念还很不清楚，所 
以他们的论证也很不清楚.直到柯西、黎曼的时代，这个定理才有明确的证明.柯西对连续的 
F / ( x ) 证明了 （12), 达布则对一般可积的矿 （ x ) 证明了它. 

我们首先直观地分析一下 （12) 的含意.因为微分和积分是如此不同的概念，而有如 （12) 这样 
的公式将它们联结起来当然是很有意思的.为此，我们先把“极限”的成分排除掉，而把“连续”的 
东西代以相应的“离散”的东西 如下： 


代以 

v a 

s 

t 二 1 

f ( x ) 代以 

/ A /\ _ / ( x ,) ~ 


八 x ,~ x t - x 

dx 代以 

( Ax ) , = x t — x t -i 


这样一来， （12) 就化为一个几乎自明的公式 

2 飪 Ah = 2 (△/)， S 

1=1 匕丄 ^ 1=1 i=l 

二 /( XJ-/W 二/⑹- /( a ). 

可见， （12) 原来是一个很简单的组合学公式.组合学成分是积分的重要因素，在本书最后一章我 
们还要讨论这一件事.但现在我们把极限成分放进去，这时就会发现 （12) 中其实包含了两个不同 
的问题. 

(1) 若 /( x ) 可积，则它的不定积分 |"/( e ) de 是否 /( x ) 的原函数？ /( x ) 的原函数这里就 

v cz 

是指处处（而不仅是“几乎处处”）适合关系式圹 Cx )=/ Gr ) 的函数 FCx ). 

(2) 若 /( x ) 有原函数 F ( x ),/( x ) 是否可积？ 

可惜，两个问题的答案均是否定的，为此，我们看两个 反例： 

(1) / Cx ) 可积但其不定积分不是其原函数的例子.在区间[0，1]中考虑一个可数的处处稠 
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密的点集例如有理点的集合即是一个可数的而且处处稠密的点集.再看一个收敛的正项 

oo 

级数2 A = P < + 我们定义一个函数 / Cx ) 如下： 

左二1 

/(^)= S P h . (13) 

即是说，看: c 之左方(包括 X ): [0, x ] 包含了哪些&，若 a t G [0, :c ]，则将级数中有相同标号的 

k k 


项&列入 （13) 右方，因为 y 是正项级数，故其部分项（尽管是无穷多项）所成的级 

数 （13) 仍收敛，从而 （13) 定义的函数 / Cx ) 是有意义的.不但如此，当： c 增加时，适合不 等式+ 

k 

的 a , 更多，因此 （13) 中还要多加几 个项： 

k 


f ix + h) - f (X) = 2 P、— 2 

h^a. x^a. 

l k % 

= Yj • (14) 

h^a. > x 
l h 

因此, /Cx) 不减而为单调函数.从而 /Cx) 可积. 

但是 f / G：) d：C 不可能是原函数，因为若它是原函数7 7 (_2：)，当有1 ?/ (_2：) = /(：C). 但单调函 
Jo 

数可能有第一类间断点，对于 （13) 中的 /Cx)， 这些间断点就是{^}，而可以证明 FGr ) 在&处 
没有广 （x ) .这与 FG：) 是/匕）的原函数矛盾 .FG：) 不但不是几乎处处可求导，而且在一个稠密 
集上不可导. 


(2) /( x ) 有原函数但本身不可积的例子.令 

[ X 2 sin^y » 

F(x')=< x 2 

1。， x =0. 


(15) 


令 f ( x ) = F ’ （工) ，可见 / ( x ) 有原函数，但/'(: c ) 在 ： c = 0处是无界的，因此不是可积的. 

联系着这两个例子来看微积分的基本定理则应该表述 如下： 

定理7 ^故积分的基本定理，达布）！ 

(1) /( x ) 在 （ A , B ) 上 可积； 

(2) / Cx ) 在 （ A , B ) 上有原函数 FCx ), 

则对任一闭区间 [ a ，6 ]C ( A ， B ) 有 

Fib ) ~ F ( a )= \ b fix ) Ax . (16) 

J a 

证作任一分划 P : a = : c a < = 6 ，有 


Fib ) ~ Fia ) = [F (x, ) - F (x, _!) ] = ^ F " ) ( x t - 

t=i t=i 
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注1这个证明是达布给出的，而通常教本上的证明是柯西给出的，他假设了 / Cr ) 连续，这 

样/ (X) 自然可积.为了证明 f / (?) dr 是/ (X ) 的原函数，他应用了积分中值定理，而这就用到 

/ Cr ) 的连续性.柯西既然限于讨论连续函数，定理7中两个条件自然都成立，所以柯西可以说当 
/(X) 为连续时，微积分的基本定理成立.达布因为要考虑可积的 / Cx ), 所以要规定它适合这两 
个条件.此外，达布则用了微分中值定理即拉格朗日公式，而这只需要圹 Cx ) 在 ( A , B ) 上存在. 

注2这个证明虽然很简洁，却未解决很多问题.因为既已假设 / Cr ) 只是可积，则它可能有 

不连续点.如果我们在一个零测度集上把/ Cr ) 改变为/ Cr ) ,则/ Cr ) 之积分值不变（证明见下 
一 * 节）： f ( x)dt = f ( r ) dr 因此如果 f ( t)dt = F ( x ) 是 /( x ) 的原函数，则也应有 F ( x ) 

%) Cl %) CL %) Cl 

=f ( z ) df 而为 / 的原函数.但是因为 /(： c )#7( x ) 于一'个零测度集上，而在这个集上 F Cr ) 同 

%) (2 


时为 / G ) 与 T ^ Cx ) 的原函数.显然这是不可能的.这样看来在可积函数类中，只能考虑几乎处处 
意义下原函数.即是说 ：所谓 FCr ) 是 /(X) 的原函数.即指几乎处处有 r (X) 存在，只是几乎处 
H 〆 Cx )=/( o :). 现在要问，在这样的理解下，定理 7 是否仍成立.肯定不对，因为有一个著名 
Si 例（我们在第二章就讲过了），这就是著名的赫维赛德函数（只看区间 [- i ， i ]). 


H(x) 

很明显 fT (工）=0几乎处处成立(只差： 2 ：= 


|1 ， （ Xx<l ， 

V )， -1<X<0. 

0—点）.但是当 _ x >0 时 


l = H ( x ) - H (- 1) t ^ H ' ( t ) dt = 0 dt = 0. 

J -l J -l 

当然，读者都会看到，现在的原函数 HCr ) 在 ： r = 0 处不连续.那么要问即令设几乎处处意义下 
的原函数 F ( x ) 是连续的，定理7对不对？下一节会看到仍然不对. 


还有一点要注意，如果 / Cr ) 仅只是可积， FCr )= f(Odt 当然是: c 的连续函数.我们很容 


易证明（请读者自己证一下） ：若 x 是/的连续点，则 ( x ) =/ Cr ). 证法与通常教本相近，但是 
不能用积分中值定理.定理5告诉我们， / G :) 可积的充分必要条件是它几乎处处连续.于是 
F / Cr )=/ G :) 很可能仅仅是几乎处处成立.这样，就可积函数类讨论原函数问题应该只能讨论 
几乎处处意义下的原函数，而定理7却是在处处有二 / Cx ) 的意义下理解原函数的.因此 
解决不了问题. 

实际上问题很深 刻：若 /( x ) 可积，它的连续的原函数是否是 \ X f ( t ) dt + C ^ 这一点大体上 

v a 

是对的，下一节将就 / Cr ) 为勒贝格可积（黎曼可积只是它的特例）的情况证明这一点.于是要 
问，怎样刻画 / Cx ) 的连续的原函数 f 
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b t ， ^ = 1，2,…， ??} 来划分 il . 以下，我们也称 I 为一区间. 

一维区间 [ a ，6] 可以分划为有限多个小区间之并，一般 n 维区域则不能分成有限多个闭长 
方体之并,所以我们先限制考虑 D 为一区间的情况，对于区间/= {^, a t Kx t Kb t ， 1 = 1,2, 

n m 

…，； 7 }，我们自然知道 v « l ( J )= 1丄 a t ) ，而若7分划为有限个子区间之并 ， U (.，而 

t = i 尸 1 

且 IjHh =0(1 j 指（之内域，即集合{七<工<乂，/=1，2，"-，77})，这个条件指（ 与 I k 只沿长 
方体的边界相接触.对于每个定义于 J 上的有界函数/ Gc ) ，令//^ = inf / Gc ) ，= sup / Gc ) ，我 

们也可以定义 / Cx ) 在此分划 P 下的上和与下和 

mm 

S P = 2 Mjjn (Ij )» s P = Z m } * m (Ij ) . 

J 二 1 J 二 1 

这里 m ( a .) ivoiap .易见若分划加细，下和必不减而上和必不增，且对任两个分划 p / 与 p 〃必有 

5 F < S r . 


于是可得/之下积分与上积分:^ = sup 5 P ， A = inf S P ，且，若 ^ = A = A ，则称 / 在 J 上黎 
曼可积，这个公共值 A 称为/在 I 上 S 黎曼积分1记作 


A = f(x)dx . 

关于/可积的充分必要条件，本节之引理及^理1 〜定理 5均成立（但推论6则不然，因为多元 
函数之单调性难于定义，定理7在；7维情况下也没有简单的类比），此外我们还需要 


引理8 若/与 g ■均为可积，则 /•§ ■也可积. 

证证 B f = trG J ，/( x ) 在: r 点不连续} ，私 与召^之意义相似.容易看到 


B fg (ZB f [jB g . 

由假设 B^B g 均为0测度集，可见其并也是0测度集，召^也是这样，所以 / g ■在 Z 上可积. 
利用这个引理就可以在任一有界集合 C 上定义/之积分，为此先定义 C 之特征函数 


%c = 



x G C ， 
x $ C . 


(17) 


现在设 C 含于某区间 A 内： CCA ，若/ Cx ) 在 A 上有界，而且 （/ f ； •/") Cx ) 在 A 上可积，我们就 
说 / Cx ) 在 C 上可积，而且定义 


/ (x) dx = (%c./) ( 工 ） dx ■ 

(: J A 


这里有两点值得注意，首先若是选不同的 与 A 2 均包含 C 则因 h 


\ 一 Zc 


(18) 
= 0.易见 


(^ c • /) Cr ) dr = (^ c • /) ( x ) d _ r ，所以定义 （18) 是与 A 的选择无关的.其次，若/ Cr ) 本来 

\ A 2 

就定义在 A 上且在 A 上可积，则由引理8,只要；^ ( x ) 在 A 上可积，则 ( Zc -/) Gr ) 也在 A 上可 


积，从而可以用 （18) 式定义 f /( x ) dr . 所以 A 上一个可积函数 /( x ) 在 A 的子集 C 上仍可积，只 
要;^ (: r ) 可积.这样 看来； Cr ) 的积分是特别有意义的. 
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如果 C 是一个区间 ： C = { x : a t ^ x t ^： b t ， f = 1，2,…， 77 } ，很明显 

广 n 

(x)d:c 二]^丄 ib t — a t .) 二 m (C) 

c 1 = 1 

是此区间的体积，记作 m ( C ) 就是前面的 vol ( C ). 如果 C 是有限多个区间之并： C 二 [J q ，而 

j = i 

且 HQ 二 0(/7^), 可见 miC 、 二 t m ( CP , 它仍然表示 C 的体积.此式反映了体积的有 
限可加性.如果 C 是一般区 域，; ^ Cx )4 否可积虽不得而知，但上（下）积分是一定有的，上积分 

是上和^ iV ^ • 77? (% ) (%是闭区间，777 (% ) 是其体积)之下确界.若(^("107^0， M , = 1 ;否则 

i = l 

= 0 .所以上和为 I ] m (^)，就是与 C 相交的闭区间的体积和.这就相当于求圆面积时所用 

n Ct^0 

的外切正多边形面积.上积分： f 就是这些“外包多边形”之“面积”的下确界.同样，下积分是下和 
^ m l * m ( t7 ,) 的上确界.这里= 1，若％ C C ; 否则= 0 .所以下和是^ m (% ) 即含于 C 内 

i 二 1 ^ [ C 

的闭区间的体积和，相当于“内接多边形”之“面积”.因此求 I 即求下和的上确界就相当于从“圆 

内”逐渐增加“内含多边形”之边数而“穷竭”一个圆 Cr ) 可积即^ 亦即不论是“内含”还 

是“外包”结果都相同，都求出了“面积”.因此 ，若； Or ) 可积，就说 C 是有体积的，而体积就是 

m ( C ) = h Cr ) dr . 但这个积分是体积的一'个推广，因为它可以适用到 C 的构造极复杂的情 

况，所以我们称 m ( c ) 为 C 的若尔当测度 . 7与/也分别称为 C 之外与内若尔当测度，并分别记 

为 /72( C ) 与 p ( c ). 并不是任何的 C 都有若尔当测度（或者说 C 为若尔当可测 （ J 可测）），因为 
并不是 h Gc ) 在一'切情况下均可积.例如设 C = lx : x 为有理数 }， CC [ 0,1 ] 是有界 

的，若用有限多个区间作 C 的覆盖 {( a , ， b )} ，…， k ， 必有 D ( b t - > 1 ，而每一个区间中必含 

i 二 1 

有理数，故若作； Cx ) ，在任何区间上均有= 1 ，因此上和为^ (h - ^ ) ，其下确界就是 

f 二 1 

1 ,反过来也正因为任一区间（％, 乂）中均有无理数，故必有％ = 0 ,从而一切下和均为 0 ,其上确 
界也就是 0. 所以；^ ( X )不可积，也就是说 C 不是若尔当可测的. 

我们要注意，现在的;^ ( X )就是由 （4) 定义的狄利克雷函数(但限制 0< X <1)， 所以 C 为若 
尔当不可测就说明狄利克雷函数 (4) 在 [0,1] 上不是黎曼可积的. 

至此我们要问，有界集 C 为若尔当可测的条件是什么？这里我们有 

定理9有界集 C (= A 为若尔当可测的充分必要条 件是： C 的边界点集具有测度 0. 

证上面我们已经看到， C 为若尔当可测的充分必要条件是;^ G ：) 为黎曼可积.由定理3 
知， C 为若尔当可测的充分必要条 件是; ^ Cx ) 几乎处处连续.任取 
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在此开区间中恒为1,从而；^ ( x ) 在&连续.若&为 C 之外点，则必有以&为中心的开区间 
全含于 C 之余集内，而在此开区间中；^ Gr ) =0在&仍为连续.若&是 C 之界点，则在&之 
任一邻域中既有 C 中之点亦有 C 外之点，因此 ， O (；^，&) = 1，因此 { C 之界点 Gc : 
连续点 } .反过来的推理也是对的.因此 

{ x : x 为 C 之界点 }= { x ： x 为乂 c 之不连续点 }. 

再用定理3即得. 

以上我们看到了如何用有限多个区间之并来“逼近”一个若尔当可测集.这也决定了 _ 

测度的性质.以下我们称有限多个区间之并为简单集.若尔当测度中我们最要关切的是溟 
性.这里我们有 

定理 10( 若尔当测度的有限可加性） 设 G ，…，均为若尔当可测集，则 C = 1 

也是，而且 ' 

m 

m (C) ^ 2 m (Cp - 

等号成立的充分必要条件是 

m (C t Pi Cj) = 0» zT^j • 

证 我们只对 m =2 的情况给出证明.容易证明，当 CpC 2 均为简单集（即有限多个闵 
之并，而任两个相邻的闭区间只交于边界上，下同）时定理成立，而且 

m (C! U C 2 ) 二 m (C\) + m (C 2 ) — m (C\ H C 2 ) • 

若 CpG 是若尔当可测的而不一定是简单集，则对任意 e >0 必可找到简单分另 I 
(^，。 2 且 

m (Q t (Q) + i = 1 ， 2. 

因为 QUQCQiUQ : ，对简单集 Q ^ Q 2 应用 （21) 式有 
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比较 (22) 和 (23), 注意到 mCCiflQXm ( C t fl C 2 ), m ( C : UC 2 )<m (匸山0 2 ),利用 £ 的任 
意性，即有 

m (Cj U C 2 ) — m (Ci U C 2 ) » 

m (Cj Pi C 2 ) — m ( C T n C 2 ). 

即 QUQ 与 QHC 2 均为若尔当可测，而且 (21) 式 成立： 

m (Cj U C 2 ) — m ( C ^ + m ( C 2 ) — m (Cj Pi C 2 ) - 

定理证毕. 

注 我们不但证明了 quG 若尔当可测，而且还证明了 qnG 也若尔当可测.用类似的 
方法还可证明 q \ c 2 也是若尔当可测的，而且 

m ( C ； \ C 2 ) — m ( C \) — m ( C \ H C 2 ) ， (24) 

(21) 与 （24) 给出了在集合的运 算:并 、交、差之下，若尔当测度的相应的代数运算结果. 

现在我们可以再回来看高维情况下黎曼积分的定义.上面我们通过采用 ( x ) 把积分区域 
A 化为一个区间，而每一次分划都是把 A 分为有限多个小区间.现在有了若尔当测度的概念我 
们可以更直接地从定义在有界区域 D 上的有界函数 / G ；) 着手.这时唯一需要附加规定的是设 
^为若尔当可测.我们把 d 分划为有限多若尔当可测集_； = 1,2,…， n , 这里我们规定 4 n 
= 0 (i 7 ^j ) ^ 于是可以作达布下、上和： 

N 

s P = 2 TTij • m ( Hj ) » 771 } = inf f D ， 

J = 1 
N 

S P 二 2 Mj • m ( Oj ) i Mj — sup / ( x ). 

尸 i 

然后把分划加细，证明 G P } 有上确界，即下积分 { s p } 有下确界即上积分 i , 唯一需要注意之 

点 是：当 分划加细时， q 被分划为有限多个“更小”的若尔当可测集 之并 ： q = A & .于是由若 
尔当测度的有限可加性，有 

L J 

m iflj ) = 2 m ( H jk ). 

k = i 

于是 

L. L. 

J J 

m j * m ( Oj ) = U m } * m ^ * m ) . 

然后由此得知在分划加细时下和不减\^上和不增.这正黎曼积分定义中的关键之处.然后即 

有可积性之定义 ：I = 了，而前面讲到的各个定理在此均成立.特别是，若 / Or ) 在乃 上可积，则 
对任一 e >0 必有^>0存在，使当分划 P 中各个 q 之直径均小于3时 

N 

^ / (^ ) m (Oj )—1 〈 e ， 


不论 e 
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为了使这个做法有效，必须要求乃为若尔当可测，以及 D 只能分划为若尔当可测的子集合 
{❺}.这样就可以利用若尔当测度的有限可加性.以后我们会看到黎曼积分的不足之处正好来 

自于此.关于测度(面积、体积），我们直观地会想到把 d 分为可数多个子集 之并： 乃= G n r n t 

j=i 

n a 而且希望 


772(0)=^772 in } ) . (25) 

若一种测度适合 (25) 式,就说它具有可数可加若尔当测度恰好没有这种可数可加性.有例为 
证 :考虑 [0,1] 中的有理数之集因为有理数最多有可数多个，所以 [0,1] 中的有理数可以排列 
成：^，…，、，…，令 A = {&}, 很显然=0.但 D 则不是若尔当可测的.因为 D 没有“内容”, 

故其内测度必为0: P ⑴）=0,但若用有限多个区间覆盖 DC 1 J [ a z ，匕]，很容易看到 

t = l 

h a ) > 1， 所以 m C 0)>1( 但若许可用可数多个区间覆盖则结果反而不同，请读者 

自己想一下）.因此 m ⑴）不存在，更不必说 (25) 式可否成立了.这就说明.黎曼积分本质地与若 
尔当测度相联系.若问黎曼为什么想不到突破这一点？回答只能是 ：从古 希腊到黎曼的两千多 
年,求面积(例如圆面积），都是作有限分划（作内接正77正边形）再求极限. 

在进一步讨论黎曼积分的不足之处前，我们还要再看一下重积分怎样化为逐次积分. 

如果考虑 /(X) 在区间 A 上的积分（若 /(X) 只定义在 CCA 上，则考虑；^ (x)/(x) 在 A 
上的积分），用小区间来分划 A 是最自然的方法.以2维情况为例，这时 /( x ) 是(\.) 
= ( x , — ( y ) - % i ) ，而积分和是 

L M 

(乏，% ) m (a ) = 2 (2 /( 芑，% )( 力-火 - i )) (a - a ] ) ， 

求极限后，即得到大家熟知的二重积分化为逐次积分的公式 

(* b r*d 

f (xf y) dx = dx f (x ^ y) dy. (26) 

vtj %/ Cl tJ C 

这里的极限过程我们不再重复，我们只提醒一 点：当 / Cxg ) 在 A 上连续时这里的论证不会产生 
困难.但若 / Crg ) 只是可积，则情况比较复杂.因为这时不知道 /( x ， y ) 对于固定的 x 是否对 J 

可积，但 / G : ， J ) dy 却是一 ■定存 在的.同时也不知道 / ( x ， y ) dj 作为： c 的函数是否一'定可 
积.下面我们把 A 写成 A = JXJ , {： y : c <： V < d }. 对 J 和 J 作以下的分划 

Pj : a 二工、、〈 x 〈工几二 b ， 

Pj 1 

这样构成了 A 的一个分划 

A = U = {Cx ， ）) 

(〜 ） = ( 


m 
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从而 


inf/(x，：y)< inf g x ^ ig x ( y ) ') 

% y 3 - i ^ y ^ y } 


2 m v ( yj m j ^ bj ~ y } ~\ 

j j =i 

^ f gx 


首先限制:再对右方取下确界，有 


XI m v -^ - 1 ^ inf g (. x ) W ^ y - 

j X^- _ ^ ^ 0：^ v 

双方再乘以 X, 并对 z 求和，即有 

广 

2 m v ^ — A-1 ) (力 ~ yj-i } ^ 2 inf Sx (: y)d ： y. (A - 

i,j i 

左方是 / G: ， j) 对分划 h X & 的下和，右方是 (3;) dj; 对分划 Pf 的下和，求其上确界即有 


f ( a : * y ) dxdj;^ dx g x (^)d3； 


与此相似，可得 


f ix <> y ) dxdy ^ dx g x (y) dx 


合并这两个不等式，注意到我们假设了 /Cxg) 是可积的，即有 

[ f(x^y)dxdy < f dr f C^)d^< \ dx \ g x (^)d^ 


^ dx g x (> ) )d> ) ^ f ( x * y ) dx djy. 


注意，我们在中间插入了一项 dx & (Wc^. 因为不等式两端的项相同，这就证明了 


dx g x dx g x C^)d3；. 


也就是说，作为工的函数在 J 上可积，而上式双方均等于 dx g" x (jO djy. 用完全同 


样的方法也可证明& (^) d ^ 作为工的函数在 J 上可积，且 f dx [ g, (J)d3^ [ dx [ (Wdy 

•J nj wj wj 

当然我们可在 /Cx ， jO 中先固定 3; 而得 x 的函数 /(x，jO = h y (x ) ， 它对: c 在 I 上的上、下积 
分必定也都是 j; 在 J 上的可积函数.总结起来,我们有 

定理 11 ( 富比尼 ( Fubini) 定理） Rf ( x ^ y ) ffiEfg A = Ixj 上可奧;^ f 、 x ， y ) 趙 5 ( 惑 
x ) 的函数& (j；) (A v (x)) 之上、下积 分士在 J (或 7ST 可积，而且 /(xT^ A 上的二 5 ?只 分哥 
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以化为逐次积分 如下： 


f ( x -> y ) dxdjy 

A 


dx g x (^) d ^ 



d-x g x 



dj ; h ( x)dx = d;y 


h y Cx ) dx . 


(29) 


注若 /( x ， jy ) 是连续函数，则容易证明仏 （ jO ， /^ ( x ) 也都是连续的，从而 


gx (汐）办 


g x ( y ) ， h y Cx ) dx — 


h y ix ) dx = h y ( x ) d _ r ，这时 (29) 就成了通常的化二 


重积分为逐次积分的公式 


f (xi y ) = J dx g x iy ) = 


d) 


h y ( x)dx 


(30) 


但是对于一般可积函数 (30) 甚至可以是没有意义的.例如取 I = J = [0，1]，令只 Cr ) 为 （5) 式定 
义的黎曼函数，它在： r 为有理数时不连续.但这些不连续点构成一个零测度集，所以只 Cx ) 在 


[0，1]上可积.读者不妨自己试证 f 只（: c ) d：c = 0 .令 ％ 是⑷式所定义的狄利克雷函数.上面 

J 0 

已经说过,它是不可积的，^ % ( Wdj 这个记号没有意义.今令 / Crg ) =只 （ X );^ b ), 则它只在 

x 为有理数时不连续，它的不连续点的集合是可数多个线段 之并： 

{( x ^ y ) -> x 为有理数， . 

读者自己可以证明它是一个 0 测度集，因此 

R ( x ) x ( y ) dxdjy 
ix j 

是有意义的，而且等于0.但 （30) 不可能成立，因为 ( 3 ^) 对有 

理值: c 没有意义，所以，如果限于黎曼积分，富比尼定理还只能写成 
定理 11 那样的形状.读者可能会想到，当我们求一般的区域 C 上的 

二重积分 \\ f ( x ， y)dxdy 时，是取一个较大的区间 A ， CCA 而以 
c 

把 y ) f y ) dxdj 代替以上积分.这时例如当 ： c = 时.被积 

A O x 0 x 

函数在 iVP 2 两点出现不连续点.不过 [ 1 ( j ) 办在 X 二: ^处 图 4 - 1-2 

仍是连续的，所以并不影响 （30) 式之成立（图 4 - 1 - 2) .看来，在研究二重积分时我们时常不自 
觉地以为区域的构造都比较简单，而当区域比较简单时确实不会出什么问题. 

5. 黎曼积分的缺点 上面我们详尽地讨论了黎曼积分的可积性问题，而且发现其中隐藏着 
不少常被忽视的问题，例如若尔当测度只是有限可加.那么，黎曼积分的不足之处究竟何在？如 


y 
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果改进了有限可加性，这些不足之处是否会得到改进？首先看一个重大的不足之处也可能是最 
重要的.以第三章讲的变分问题为例，我们可以找到一个极小化序列使电场能量 £；(&) 趋 
向 极小： 



dxdy 


黎曼本人就以为这个序列 {&} 至少有一个子序列确实收敛到某一极限函数 m ， 而 EG ) = mm ， 
于是&给出狄利克雷问题之解.魏尔斯斯拉斯指出这是不对的.现在 EG ) 是积分号下又出现导 


数的，如果我们能证明 



均在 D 中一致收敛，则 {&} 之极限函数 u 确实适合 


¥ (在 D 中一致成立），而&确实是变分问题之解.但是，由 EG 

ox ox d y ay 

明上述三个序列均一致收敛，确实太难.实际上它一般是不可能的.由 E G 
E ( u n - 0,而且因为现在有边值条件‘|阳■，还可以证明 

\ u n — u m \ 2 dxdy^CE (u n — u m )^0 


、 u n ) —min 要证 
- min 可以证明， 


® 里要用到一个著名的庞加莱不等式，因为超出我们的能力，所以不证了）.但是即令由 


I I 〜、1 2 心办—0想证明〜一、 — 0在 D 内一致成立就已是不可能的事了.即令我们 

n 

退一步问，设 {/„} 是连续函数序列，而且 j * |人 -/ Jdr — 0,可否证明 {/„} 一定有某种意义下的 

极限 FG :) 使 f (/ ra - F ) dx =0? 或者把问题再说明白一些，可否在积分号下求极限？有例子说 
明这是不可能的，而这才是黎曼积分的主要缺点.为了说明这个例子，我们先把序列换成级数，即 


是设 ( x ) 是级数^ §n Cr ) n 项邰分和， (x) 在[0, 1] 上连续 .有例子表明^ Sn Cx)dx7^ 

?2二1 ? 2二 
j OO CO 

U g n G:)dx. 实际上 I] g n (x) 可能不可积. 

^ ^ n = l n=l 

但是有一'个很有意思的定理： 


定理12 若仏 （ x ) 在区间 A 上非负可积，而且 Z aG :) 在 A 上收敛，则有 

n 二 1 

OO OO 

[ 2 g n (x) ]dx = ^ g n (x ) dx . 

_ ?2= 1 ?2= 1 ^ 

这个定理的证明从略，但是定理本身告诉我们，为了克服黎曼积分不能用于级数的逐项积 
分，应该扩充积分的定义,使对较宽的一类函数，下积分就是积分.为了证明此定理又要用到著名 
的迪尼 ( Dini ) 定理 如下： 

定理13 (迪尼定理）设^ ( x ) 在 a 上非负连续而且 g ：)} 下降地趋于0,贝 Cx )} 必 
在 A 上一致收敛于 0, 从而 

广 

g n Gc)dx—0. 
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这个定理告诉我们，单调性在积分理论中起了很大的作用，而迄今为止我们没有充分注意到 
它.但在下一步改进黎曼积分时却不可避免地要注意于此. 

现在我们就可以着手来扩充与改进黎曼积分的理论了.这就是引进勒贝格积分. 

§2勒贝格积分的初步介绍 

1. 勒贝格积分理论出现的背景 上一节中我们详尽地讨论了黎曼积分的可积性问题，指出 
了它的不足之处，而且种种迹象表明，其局限性来自（或者说反映在）若尔当测度只有有限可加 
性.我们还指出了，迄今我们都没有充分注意单调性在积分理论中起的作用.自20世纪初，法国 
数学家勒贝格 ( H . Lebesgue ) 从研究测度着手提出了一种新的积分理论，即所谓勒贝格积分，有效 
地克服了黎曼积分的不足之处①. 

与数学的发展同时，物理学也在发展,二者表面上互相独立，但实际上有深刻的联系.这里谈 
到的物理学的发展是指统计的思想进入了物理学.直到19世纪末年，原子究竟是不是实际存在， 
在物理学家中还是一个问题.当时即已有一批物理学家认为气体乃是许多粒子的总体.这些粒子 
就是原子（那时对原子和分子的区别也还不清楚）.它们随机地运动，互相碰撞，改变速度.气体的 
许多宏观的性质都可以用原子的运动来解释，例如压力、粘性等等.这就是气体的分子运动理论. 
其实更早提出这个观点的还有18世纪的丹尼尔•伯努利 (Daniel BernoulL 居住在瑞士的巴塞尔 
的伯努利家族是一个数学世家.从这个家族出来了 一大批杰出的数学家，丹尼尔已经是第三代 
了）.不过这批物理学家在麦克斯韦 (James Clerk Maxwell ) 以前，都认为这些分子具有相同的速 
度.到麦克斯韦才知道这是不对的.于是形成了一个观点，即我们不能问某一个气体分子在某一 
时刻速度究竟是多少，而只能 问：一 个分子速度在 m 到^+(^间的概率（即这类分子占分子总数 
的百分比）是多少.麦克斯韦从一些类比、或数学上的考虑指出，这个概率是 /GJd 〃，而 / G ) = 

v 7 ml 2 jzkT exp ( — mu 2 j 2 kT ) ，称为概率密度.所以，麦克斯韦给出了分子速度的一 ■种 分布，这种 
分布现在就称为麦克斯韦分布或正态分布、高斯分布.它在随机现象的研究中极为重要.其后，奥 
地利物理学家玻耳兹曼 (Ludwig Boltzmann »1844— 1906) 和美国物理学家吉布斯 (Josiah Willard 
Gibbs , 1839— 1903) 都作出了重大贡献.使得人们理解了，随机性是来自物理世界的本质.因此， 
必须从统计随机的观点来研究物理现象.例如，当20世纪初，控制论的创始人维纳 (Norbert 
Wiener ， 1894 — 1964) 着手研究吉布斯的理论时，就发现了勒贝格积分理论正是研究随机现象的最好 
的数学工具.他发现，概率从本质上说就是一种测度，而勒贝格积分也正是始于对测度的研究. 

于是我们看到，数学的发展和物理学的发展又互相推动.勒贝格积分和测度论成了数学物理以 
及许多数学分支的基础，它们是数学中一个广大的新领域.本书中不可能对勒贝格积分理论作详细 
的介绍.下面只限于从它克服黎曼积分理论的不足之处这个角度出发，对其要点作简单介绍. 

黎曼积分主要适用范围是比较规则的函数.上节即已指出 / Cx ) 在有限区间 A 上黎曼可积 
的充分必要条件是 / Cx ) 几乎处处连续.直观地看，这是容易理 解的： 若将区间分划成为小区间， 
则一定要求 / G :) 在其上变动剧烈的小区间，总体说来不太大.这样，用 m t ， M t 来代替 /($) 时， 


①关于勒贝格积分的历史，请参看 J.-P. Kahane 的 〈(Lebesgue 积分的产生及其影响》，数学进展，2002,31 (2)-97-106 
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总体说来影响也不太大.但是若 /(x) 在 A 上剧烈振动（图 4 -2-1), 则在任意小区间上用 ft 来 
代替6都会造成积分和很大的变化，使得用积分和之“极限”来作为定积分之定义遭到很大的困 
难.于是勒贝格提出，不妨在 y = f ( X ) 的值域上作分划，即把 [ m ， M ] 分成 m 二 rj 、、〈 rj ' 〈…〈 rj n 
= M 然后看使得/ (X ) 之值落在 （ 7^ _ i ，7^ ) 中的 X 之集合 

E t = {x ： ?;,_! </ (x)< ?；, } (1) 

之“长度(巧）.这样就可以得到 y = f ( x)^xe [0,1] 上的一段与 X 轴， x =0 ,x = l 所包围 
的面积（即曲边梯形面积.不过我们不说曲边梯形，因为它的“边”太不规则了，不是一个曲字能描 
述的)近似值为 


1^ 2 rj t m (E t )， ( 2 ) 

然后再求极限.这样做当然解决了 / Gr ) 在任一个小区间中剧烈振荡的问题，因为现在每一个 
中 /Cr) 的变化限于[7^，％]中，但是当 /Cr) 很不规则时，在的构造也变复杂了.如图 4- 2-1， 
E 2 由六个小区间组成，于是我们要处理的函数之复杂已非通常图形所能表示.从上一章§7讲 
到佩韩对布朗运动的轨道之评论可以想到这一点.至少我们应该考虑瓦由可数多个互相分离 

的子集拼成的 情况： 瓦= (3 ，即令每个£；$简单，以至于我们可以定义 m (£；$)，那么能 

否规定 k ' 

oo 

m CE/) 二 Yj m (五尸）？ 

至少，若用若尔当测度为 m 是不行的.因为若测度只有有限可加性.而上式表明，我们所需 
的测度，必须有可数可加性.所以实现勒贝格的想法的第一步是要推广若尔当测度为更一般的， 
具有可数可加性的测度. 



2. 集合的勒贝格测度 


图 4 —2 — 1 
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m (£) = 2 (6! ~ a i^ ■ 

至此我们已看到，在最简单的情况下， L 测度就是长度（在高维情况下就是体积），而 J 
已经预置了可数可加性于其中.现在可以来看 EC [ a , 6] 为一个相当一般的集的情况，这昉 
就要把用外切与内接多边形来求圆面积的思想加以发 挥了： 作包含£的开集 F ， 而 F 是 p 

OO GO oo 

个区间 I ，"•，忍，… 之并； F = IJ 忍，而且适合 X ； m ( I k ) < ㈤ ，令 m e ( E ) = ini Y m 4 

k =1 k =1 k =\ 

称之为 E 的外测度.彳艮明显，因为 \_a » b ] 二) E ，而 /? i ([ a ，6])=6- a ， 所以 

0^77 ? s ( E)^：b — a . 

£； 在[心6]中的余集，记为£；%我们也可以求£7之外测度％ ( E c )<6 - a , 而定义£ :之内 
为 

m l ( E ) = (b — a ) — m e ( E c ). 

这里我们注意到 ， ％ ( EXm e CE ). 事实上，由外测度之定义,对任意 e >0, 必可找到如上赵 
与矿，使 

m CF)<m e (E) + e ， 
m (F"X ： m e ( E c ) + £ . 

[ a , 6] 中任一点均含于 F 或矿之 某一开区间内，而由这些开区间中可以选出有限个覆盖 L 
记这些区间为厂，…，，则 

n 

U m ( I k ) — a 1 

k = \ 
n 

2 m ClkXM (F) + m CF') ， 


故 


b ~ a^ ： m e (E) + m e (E c ) + 2e . 
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m (E) + m (E c ) — b ~ a 


⑺ 


于是我们得到如下的 

定理1 令£；是含于区间 [ a ， 6] 中的集合，则 E 与£7 = [«， 6] \ E 必同时可测或同时不可 

测且 

m iE ) + m (E c ) — b ~ a . 


在进一步讨论集的运算与其可测性的关系之前，我们可先提几个明显的结论. 

命题1 闭区间 [ a ,/3] C [ a ,6] 与半闭区间 («，/?]，[ a ,/3), 开区间 （a , /?) 同样可测，且测度同 
技 j3- a ■ 

命题 2 [ a , 6] 内之0测度集均为可测集,而且其测度为 0. 

证 设 E 为0测度集.由定义，对任意 £ >0均可找到可数多个闭区间 U '. ，…， U k ， …，使 E 


[y 仏而且 g V 遞 〆 音.例如令^ [ I — W ]， 长度为城，作4 = (ar 2心 


〜+2&)，则？77 ( I k ) =4 S k =2 vol ( L / A ) 而 S m ( I k )=2 j ： VO l ( L 4 )<e •然而， EC U u k [ 

k=l k 二 ] 是 =1 


|J 厶，所以由外测度之定义 CE )< e ，由 e 之任意性知％ ( E ) =0, 但任何集均有非负的内测 

是 =1 

度 ( E ) X )，由 ( E )^ m e ( E ) 知，0 = ??^ CE ) = //^ CE ). 证毕. 

现在我们来讨论集运算下测度的运算.首先我们给出具有基本重要性的 
定理 2( 测度的可数可加性） 设&，…，&，…为有限区间 [ a , 6] 中的可测集.则 

oo 

( i ) E = [j E k 也是可测集，而且 

k = \ 

CO 

m (£)< Z m ( E k ) . (8) 

k = 1 

ai ) 若再规定 瓦 ri £；=0， z 7^’， 则有 

CO 

m ( E )= J ] m ( E k ) . (9) 

走二 1 

这个定理将与以下定理同时证明. 

定理 3设，…，&,…为有限区间 [ a ,6] 中的可测集，则 

oo 

E = C \ E k 

也是可测的. 

定理的证明较长，分成几步进行. 

oo 

( A ) 先证若开集0= U (^，(^均为开集，则 

k - 二 ' 

CO 

m ( O ) ^ ^ m ( ft ). (10) 

开集为最多可数多个开区间之并，若它们互相分离，由 （3) 知它为可测.又，我们可设 （10) 之 

oo 

右方是收敛的，否则 （10) 式是不足道的，设 Q = |J ( a m ， pU , C > 则由开区间（為，岛） 并成: 
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0= Q ( A " B ,)， 令 e <+ CB z - A z )， 则 [ A , + e ， 马 - e ] 之每一点为某个之内点，所 

以可以在 ( a m ， k _， U 中选出有限多个(记其集为 S ) 来覆盖 LA .+ s . B , - e ] 从而 

Bi ~ A t 、 b m ， k - a m , k ). 

由 e 之任意性，知上式左方的 e 可以略去.对/求和 即有： 

m (O) = 2 (召 /— 為 ）<2 a m ， h ) 

I m ? k 

= 22 ib rn，k ~a m , k ) = Yj m (0 ^ - 

km k 

故 （10) 得证. 

若小区间互相均不相交，则只是 U m , k ， b m , k ) 以另一次序排列，从而 
(10) 中有等号成立. 

( B ) 若开集0,0 / 覆盖1^,6]则 

m (O f ] O '( O ^ + m ( O ^ - % ~ a ) . (11) 

可以从构成 O 的开区间中选用有限多个(记其集为 (3), 从 O ' 中选取 Q / 也由有限多个区间 
构成，使0 0仏二>1^，6]，而且 

0 = Q \ JR ^ cy = Q / UR / ， m ( R )< e ， m ( m < e . 

但是 

oncrccQnQOu ^ Ui ^， 

从而 

m (O Pi OXm (Q Pi Q ' ) + m (R) + m iR')^m (Q Pi Q ) + 2e. 

但因 Q 与“中都只有有限个区间，从而 

m (Q H Q )^m ( Q ) + m (QO - ib ~ a ) ( O ) + m (OO - (b - a ) ， 

代入上式，由 e 之任意性即得 （11) 式. 

oo 

( C ) 对外测度证明 （10) 式.因为£；= U & ,对每个&可以找到开集认包 含&而 m ( Q ) 

k— 二 ] 

OO 

<777 e (&) +以2\记0= |J Op 则 O 为开集，利用 （10) 有 

k= 1 

m(OX ( E k ) + e . 

k k 

但 O 二) E , 故 m iO )> m e CE ), 代入上式，令 e —0 即得. 

( D ) 当& 互不相交时，定理 2 的证明.先设 … 只有有限多个.对于£； = & U 
E 2 ，我们已知 

m e ( E )《 m e ( E x ) + m e ( E 2 ) = m ( E x ) + m ( E 2 ) » 

下面只需 证明叫 ( E)>m ( E ^ + m ( E 2 ) ，亦即 

m e ( E c )<m iE \) + m ( E c 2 ) ~ Q ? ~ a ) (12) 

即可.为此分别作包 含抝与 £ T 2 的开集 Oi 与0 2 并使 


m (Oj )^m (E\ ) + £<> m (0 2 (E c 2 
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m iO x V \ O ◊ ( O t ) + m (0 2 ) - (b ~ a ). 

但 o 1 no 2 ^ E c 1 nE c 2 = 所以 

m e ( E c )^：m ( O x ) + m (0 2 ) — (b — a ) 

《 m e ( E \) + m e ( E c 2 ) - (b ~ a ) + 2 e . 

令 e —0 即得 （12) .因此 £； = & UE 2 为可测且 

m ( E ) = m ( E ') + m CE 2 ). 

由此，对有限多个 & ，…， ^也有 £；= Cj 艮为可测，且 

左二1 

n n 

777 ( 匕| E k ) = U m ( E k ) . 

臭二 1 k 二 i 

余下就 要看？ 7 —⑺的极限情况.记则由上所述已知 S „ 是可测的，且 m ( E k ) = 

左二1 左二1 

n 00 

777 ( [J E k ) = m (S n )《b - a ，从而 U m ( E k ) 收敛，其和 <6 — a . 

由关于外测度的证明 （ C ) 可知 

oo 00 

m e (EX 2 % 芯） 二 s miEXb - a ， (13) 

所以余下的只需证明 

oo 

m z ( E )> 2 m ( E k ) (14) 

即可.证 如下： 

&(=£；， 故，但 S „ 作为有限多个可测集 Si ，…，之并，前已证明为可测的，故其余 
集亦然.即 

n 

m e ( E c ( S c n ) — m ( S c n ) 二 Q ? — a ) — m ( E k ) - 

a = i 

00 

令 w — 00 ，由 U m ( E k ) 收敛即得 （14) 式. 

k = i 

( E ) 有限多个&时定理 3 的证明.因为 &,•••,£„ 可测等 价于尽 ，…，❾可测.但上面的 
证明已告诉我们 ，抝 U … UEI 为可测（各项不相交时并集之测度等于各项测度之和这一点虽不 
成立，我们也未用到），所以 

(抝 u …… n 艮 

也可测.至于无限 多个& 之交的情况将在后面给出.目前我们先给出一个 

推论 4 若 Et 与 e 2 均为可测，则& \ e 2 与对称差& ae 2 也可测.若，则 
m ( E x \ E 2 ) 二 m ( E ') - m (£ 2 ). 

证 E x ，故当 E x , E 2 为可测时 A \ E 2 也可测.对称差 Ej AE 2 = ( E x \ 

E 2 )[ j ( E 2 \ E l ) 是两个不相交的可测集之并，所以是可测的.最后 

E, = (E i nE 2 )\J(E i nE c 2 )= (E i nE 2 )U (Ei \E 2 ) - 
当 E 2 (^ E x 时，仏门私二五^再用 （ D ) 即得推论. 
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推论 5 空集0可测而且其测度为 0. 

证 任取可测集 E ，0 = £\ E . 由推论4即得. 

( F ) 证明的终结.令 

E [= E l , E / 2 = E 2 f ] E \,- 
E ：- E n f ] ( E ; UE;U … UE : — / ，…. 

显然 

E = E [ UE;U … UE : U ".， 

而且 K HE ； =0( Z 7" P . 所以，应用前面的证明 （ E ) 可知£是可测的.关于测度的不等式，则可 
由关于外测度的证明 （ C ) 得出.因为这时外测度就是测度.定理2至此证毕. 

定理3则可以由关系式 

oo oo 

(R E ^ c = U ^ 

以及定理2直接得出. 

上面的证明中我们用到“集合的极限过程”，这在有关测度的问题中是很有用的.为此我们给 
出 

定义2 若有一串集仏，…，， •• •，而且巧 — …（或 二) E 2 D …二) E n D ".) ， 

oo oo 

则£；= U E k (^ E = n 称为其外极限 （ 内极限 ；)• 

由 ± ffi 的定理易见集序列的内外极限均为可测集，且 

lim m ( E n ) = m ( E ). (15) 

Yl — ► OO 

在数学中有种种不同的测度.例如在第二章 §5 讲到广义函数时，就指出3函数也是一种测 
度.在考虑集合 X 的子集时，有一些子集是有测度的——可测集,有一些则没有，我们把 X 之可 
测的子集作为一类，则可测集的这一类一定要有以下的 性质： 

( i ) X 本身是可 测的； 

( ii ) 若£；可测，则 E C = X \ E 也 可测； 

oo 

( iii ) 若，…，£„，…可测，则 IJ 也可测. 

我们记这一类子集之集合为 if 则所谓测度就是 J 上的一个可数可加集合函数&即对 E 
有"（£)< + 00(称为£；之测度）.而且若 E '， …， E n ，…三 J ( 而且互不相交，贝 J 

oo oo 

"(U E n )= Tj "也) . (16) 

所以，勒贝格测度是适合以上条件的测 k . 但若尔 i § 测度则不然，因为它没有可数可加性而只有 
有限可加性（有时也称它为有限可加测度）. 

3 .可测函数 有了勒贝格测度以后就可以进一步定义勒贝格积分了.第一节中我们一再强 
调黎曼积分本质上是连续函数(关于若尔当测度）的积分.那么现在连续函数应该代以什么样的 
函数类呢？连续函数是这样一个映射 :它使 开集的原像仍为开集.于是一个很自然的选择应该是 
考虑使某个开集的原像为可测集的函数（即可测函数)类.这正是勒贝格的选择.下面给出准确的 
定义，这里我们限于 / Cx ) 为有界的情况. 
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定义3若 / Cr ) 是定义在 6] 上的函数，而且对任一实数 c ，集合 

E ( f > c ) = { x ' [ a ,6],/( x ) > c ) (17) 

为勒贝格可测集，则称 / Or ) 为勒贝格可测函数. 

注 1定义中 （17) 式也可以改为 E ( f > c 、， E ( f < (：)或£ (/< c ), 因为例如£； (/< c ) = 
[£；(/>6)]%故与£； (/> c ) 同 为可测或为不可测. 又若 E (/> c ) 对一切 c 均为可测，则 

£；(/< c - j ) 对一切 c 与正 整数； 7均为可测.由于可数多个可测集之并仍为可测，故 G 五（/< 

?!二 1 

c ~ b = E ( f < c ) 为可测.其余集£； (/ > c ) 当然也可测. 

注2 若/是可测的，则对任意 a <6， E ( a </<6)，£； ( a </<6)，£； (/= a ) 均为可测.证 
明很简单，例如 E ( a < f < d )= E ( f > a ) fl E ( f < d ) = E ( f > a ) fl LE ( f > b ')] c , E (f = a )= 
E ( f > a ) \ E ( f > a )， 当然都是可测的. 

可测函数的性质有一些很简单，例如说 / 为可测函数则对任意实数 A ， A / 也是可测的，这一 
些我们都不加证明.但有一些涉及不等式应该注意，例如 

命题3若/与 g ■均可测则 F(/>gO = { x：xG > g (： c )}, 也是可测集. 

证若在 i 一^ xT ^ Sg ( x ), 则必可找到一个有理数 r 使 /( x ) >7^7^.反之亦 

然，所以 E (/> gO = U Eif > r > g ) = [J EC / SdflEkCr ) 是可测的. 

r 二 有理数 r = 有理数 

命题 4 若/与 g ■均为可测，则 /± g ■与 / g ■也是可测的. 

证因为 g ■可测，则 - g ■也可测，常数 C 与它的和当然也是可测的，但 

E ( f ± g > c )= E ( f>c + g ), 

故由命题3»/± g 是可测的. 

又若/可测,/必可测.实际上 

E ( f 2 > c ) 二 [ a ， 6]，若 c ^50. 

E (f > c ) = E (/ >v7) U £： (/< - v7) 若 c >0. 

所以 / 可测.利用明显的关系式 

/k = + [(/+ g) 2 - (/- g ) 2 ] 

以及前证即知 / g ■可测. 

一个十分重要的性质是关于极限的.设有一个可测函数序列 { 
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于是由可测函数的定义以及定理2,3知 E m , n ^ E m 均为可测集.对于对任意 n 都可找 
到一 今 k 使/„ + A ( x ) > c +丄，即有充分大的 v 使上 （ x ) >c +丄.所以在上， lim f n ( x)^-c + 

771 771 打一 co 

1> C .令 £； = & UE 2 U — UE / E 当然是可测集，今证 £；= ( X )> c }. 实际上上面已 

771 n 一 00 

证明，在 E 上， lim/ n (: c ) > c ,反之，若有一'点 x 使 limf n ( x ) > c ，则必对充分大整数 / n ，都可以 

n 一 00 n 一 00 

找到充分大的 v 使 /： (: r)>c + ^， 所以任取一个 M 都可以找到 A 使 /； + , ( x)>c + ^. 因 此这个 
x G E m ，„，/2 = 1，2，"、从而：?:€£^ [ E ■ 即是说，若 x 使 lim / H (: c )> c ， 必有： cGE .所以 E = 

n 一 00 

E ( lim/ H ( x ) > c ). 但上面已说了 E 是可测集，所以 lim /„ ( x ) 也可测 . lim f „ ( x ) 与/ Cr ) 的可测 

n 一 00 ►co 

性证明类似. 

定理 7 

证 E (/> c ) 即值域空间中之开集 {/> c } 在定义域的空间 [ a ,6] 上之原像.因为/连 
续，故这个原像也是开集.开集自然是可测的. 

这个定理的重要性在于，我们实际上遇到的函数多是连续函数序列的极限，甚至如狄利克雷 
函数 Z ( x ) 也可写成连续函数的序列 如下： 

y ( x ) = lim lim [cos (m ' kx )] 2 " (18) 

m—°° n—°° 

(777,77 取正整数值）.因为若 X 是有理数！，则当时 ， COS (777 ! 7 I：r ) = COS (/> • ―― * iz ) — 土 1， 

q q 

因此当 777 充分大时， [C«S (777 IjIX) 严= 1 ， 而上式之极限也是 1 .若: C 是无理数，不论怎样取正整 
数 m » m !ttx 均非 7T 之整数倍，因而 (COS/77 ItTx) 2 = 6 <i 1，固定了 ： C 和 77? 以后， [cOS (/?7 I TZX ) J n = 
沒％ 而 lim [cos im ! tzx )] 2 "=0,再对 m 取极限为0.因为 [ C o S m!jrx] 2n 是连续函数，对 m,n 求逐 

yi ― ► OO 

次极限（先对 Z 2 求极限），得出的极限函数即狄利克雷函数自然是可测的.当然，证明 Z ( X ) 可测 
最好的方法仍然是直接用定义去证明.上面给出 （18) 式只是录以备考. 

关于可测函数序列的收敛性有许多重要的定理.定理6讲的是它的几乎处处收敛性.还有许 
多其它的收敛性，互相之间都有密切的关系，其中最有用的结果应该是下述的叶果洛夫 （ D . F . 
Egorov ) 定理. 

定理 8( 叶果洛夫定理）设可测集£上的可测函数序列 {/„ ( x )} 几乎处处收敛于几乎处处 
取有限值的函数 
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R n (。) = \ jE k ( a ) , 

k — n 
oo 

m= n a 

打二 1 

很明显 圮 Or )] …] 見 Or )] …，所以 M 是 LR n Or )} 的内极限.而有 

lim/n ( R n ( a )) = m (M) . (20) 

n 一 00 

可以证明 MCQ ， 这是因为，若 j ：。 各 Q ， 即 lim/ A (j ： 0 ) = /Cx )， 因此，对 ex 必有 N 存在 ，当 k^N 
时 

\fk ^0^ - /(2 0 ) I <f7. 

换言之，只要也就是说 工 0 备 R n Or ) 从而 ： r „$ M . 因为已设 Q 为零测度集，故其 
子集 M 也是零测度集，而由 （20) 式有 

lim m ( R n (cr) )=0. 

Yl ― ►OO 

但匕 W 是艮 Or ) 之子集，故对任意 c 

lim \_m (E (\ f n ~ f \ ] = 0. (21) 

注 证明到此已经得到了一个重要 结果： 若一个可测函数序列 {/„ G ：)} 与一个可测函数 
/ Cr ) 对一切5>0均有 (21) 式成立，就说 {/„ Gr )} 按测度收敛于 / Cx )， 因此至此为止，我们已得 
到了一个 结论： 

定理9 (勒贝格定理） 若可测集 £ 上的可测函数序列 {/„ Cx ) } 几乎处处收敛于一个几乎处 

_________ _ _____ 

处取有限值的可测函数 / Cx ), 则 {/„ Cx )} 必在£；上按测度收敛于它. 

J r_L '«< 

这个定理本身就很有用，下面我们 

继续叶果洛夫定理的证明 现在取一串下降趋于0的正数 {%},%— 0,再取一串正数％使 

oo 

y ] 7^< + °°.于是由于777 CR h ( f 7) ) — 0对一切 （7 成立，故令 (7 = %时，一定可以找到 '使 

1= 1 

OO oo 

m ( R ' (%))<&.由于 I ；仏收敛,所以可以找到 h 使 X 至此令 

1 1 二 1 i = i 0 

oo 

e= U R n ^ - 

I 

?二 


^当然是£；的子集，而 m (^)< 2 m ( R n z ^)X 2 V〆 谷，记 

t — t 1—1 

0 0 

E $ =E \ e 

今证仏即适合所求. 

当然 

m ( E s ) = m ( E ) — m ( e ) > m ( E ) — 8. 

在上， /„( x ) 必一'致收敛于 /( x ) ，事实上任给 e >0总可以找到一'个 i ， 适合对 
E s 中的 x ， 因为 E s = E \ e ， 故，当然0^ ) .由0^ ) 之定义可知，当 n ^ n l 时 x $ 

i i 

E Qf n ~ f \ ，亦即 
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\ f n (x) — f ix) I <C <C £ n^n t . 

因为&与: r 无关，故定理证毕. 

这个定理本身固然重要，它的证法，即分析集合 ( x )>/( x )} 之构造这个方法更是很 
重要的. 

可测函数在勒贝格积分理论中的地位很像连续函数在黎曼积分理论中的地位.它当然是连 
续函数的推广，但其实又不相差太远.下面我们给出一个有关可测函数的构造的重要定理，但其 
证明略去. 

定理 10( 鲁金 ( N . N . Luzin ) 定理）若 / Cx ) 是可测集£；上的可测函数，则对任一 3>0,必 
可找到一个在£上连续的函数 p (： c ), 使 

mE (/7^ p ) <8, 

而且若 |/( X ) I ^ K ， 也有 I (p ( x ) \ d 

勒贝格积分之^与基本性质有了关于测度与可测函数的准备，就可以着手建立可测 
集£；上的可测函数的勒贝格积分理论了，我们首先设£是一维区间 J . 

建立这个理论分成三步，首先考虑有界的可测函数 / Cx ) 之 积分； 其次考虑非负（但不一定 
有界）的可测函数之 积分; 最后考虑一般情况. 

在开始讨论积分理论前，我们先作一个约定，即把+ %与-%作为两个数来对待，这样做的 
必要性可以从讨论可测函数序列 {/ uCx )} 几乎处处收敛于/匕）中看到.允许 {/„ (: r )} 在某点不 
收敛.但如果/； (&)— +⑺我们最好规定 /( x f> ) = + CO , 这样可以和/； Cx f > ) 收敛一样来对待. 
读者会记得,在第一章我们就指出极限理论实际上建立在潜无限的基础上而不承认实无限，到 
19世纪下半叶有了以上这些积分理论等等以后，集合论也建立起来了.这时实无限又一次摆在 
数学面前，而且成果丰硕，成了整个数学的基础的一部分.对此我们没有篇幅来介绍了 .在这里我 
们处理± CO 的方法只是一种方便的约定罢了 .我们约定 

土 oo + a =±oo (a 为有限数）； 

, 、 （" ± 00 ，々 >0， 

焱•（土 oo) = 

L + ⑺，々<0, 

0 (± oo ) =0; 

(土 oo) + (土 oo) = ±oo; 

(土 oo)* (土 oo) = + oo ; 


| 土 oo | = + oo ; 

-^ = 0 Oz 为有限数）， 

土 oo 

但是 （土 CO) - (土 CO),i 都认为没有意义. 

现在设 /( x ) 是区间 A 上的有界可测函数，而 m ， M 是其下、上确界 ： m = inf / ( x ) » M = 
sup / Cx ) ,作 / (X) 之值域 [m ， M ] 的一个分划 

A 

P : m 二洳<力<"_<儿二 M (22) 

并令 

E k = E iy k _ '<J ( x ) < yj ， k = 1，2, …， n . 
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于是由 / Or ) 之可测性的定义 ，& 都是可测集.依照定义黎曼积分的方法，我们定义分划 P 的下 
和4与上和 S P 


s P = 2 34-i m ( E k ) ， 

㈡ (23) 

n 

S F = 了] yk m ( E k ). 

本来，当 /( x ) 不连续时，它在一个小区间上的振动可能很剧烈，使达布和不易确定，现在 fix ) 


虽然只是可测的，我们却是对值域作分划，避免了振动剧烈带来的困难.但是自变量: r 之相应集 
合的构造却变得很复杂了.这一点我们用勒贝格测度来代替若尔当测度来加以克服，于是有了勒 
贝格的上、下和 (23) .和达布上、下和一样，易证当分划加细时上和不增而下的不减，且任一下和 


必不大于任一上和，因此有上确界 / ,{ S P } 有下确界它们都是有 限数: 




[与 7分别称为/(_2 ：)在£上的下与上勒贝格积分. 

定义4 对定义在区间 A 上的有界可测函数/0:),若 J = 就称 / Cr ) 在 A 上勒贝格可 

积 J 与 7 之公共值 J 称为 /( x ) 在 A 上的勒贝格积分，记作 f / Cr ) d : r 或 （ L ) \ f ( x ) dx . 

-A j a 

采用后一记号是为了与黎曼积分区别 ：黎曼 积分相应地有时记为 CR ) J /(: r ) d : r . 在不会发生 

误会时就略去记号只或 L . 

定理11 区间 A 上的有界可测函数必为勒贝格可积. 

证对某一分划 P 

n 

S P - s P = 2 ( yk — yk - i )7 n ( E k ')， 

走二 1 

当分划足够细使 1 1 I < e / 777 ( 了）时易得 I S P - | < e ， e 是任意小数.因此 J J . 

举一个例子.令 ECA 是一个可测 集，; ^ ( x ) 是其特征函数，容易看到 E 的可测性与;^ ( x ) 
的可测性是等价的，而且，由定义即得 


y^ F Cr)dx = 7?7 CE ) ， 

J A 

就是说，; ^ 00是可积的（以下如无误会，勒贝格可积就简单地说是可积）. 

利用；^ Cx ) 之可测性与集合£；之可测性的关系就可以定义可测集£；上的积分为 

f (x)dx — J %e ( 工 )/ Cr ) dr . (24) 

这是因为 ( x )/( x ) —'方面是有界的，另一'方面 

E (3 ^<心 ^x) fix)<y v + x ) 

_ j [£ (3^</(x) <j + 1 ) HE] 0$ [3V3； U+1 ]， 

- 1[E (^</^X^ + 1 )nE]U (A\E) oe [ 3 VX + 1 ]， 
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所以£； ( y$XE (工 ）/( 工） <3 Wi ) 又是可测的. 


有了勒贝格积分的定义后，我们立刻由定义可知上节 (4) 式中定义的狄利克雷函数 


X 


(: C ) 二 


fl ， X 为有理数， 
k )，: r 为无理数 


是勒贝格可积的，而且 

广 1 

( L ). 
Jo ' 

所以，勒贝格积分确实比黎曼积分更广泛一些 


Cx) dx = 0 . 


下面我们进一步考虑非负可测（但不一定有界）函数 fix ) 的勒贝格积分.取 N 为任意大的 
正整数，并定义 


- /( 工）- 


N 


/ ( x ) ，若0^/ ( x ) 〈 N ， 
N ， 若 N ^： fQr ). 


(25) 


于是 [/( x )] N 是有界可测的，从而 ( L ) J [/ ( x ) ] N dx 有意义，很容易看到，当 N 增加时 

J A 

{ ( L ) f Lf ( x ') ] N dx ) 不会下降（读者不妨自行证明一下，这就会看到有些对于黎曼积分似乎自明 

•a 

的性质现在证起来却要费一些口舌），因此有两个可能性 ：一是 上述序列有界，从而有极限，我们 
就定义 


( L ) 




/ (^:) dx = lim Lf (x ) ] N d ^:» 

/V 一 ccj 


(26) 


4 


并说 / Cx ) 是勒贝格可积的. 


f ( x)d 


x = 


上面我们是取 N 为正整数的，因此 {( L ) [/ ( X ) ^ dx } 确实是一 ■个 序列，但是容易看到取 

N 为任意上升趋向 + c ^ 的数也是可以的. 


最后我们来看一般的可测函数 /( x ). 我们定义 

r . _ {/( 工），/(工)>0, 

f+ x —V /( xXO ； 

f ( x )= l Q ^ /(工)>0， 

J - l-/(X), /Cx)<0; 

于是 / ± (X) 都是非负的，而且容易看到它们都是可测的.而且 

/ (j ；) = / + ix) — f - ix) % I / Cx) I = /+ (j;) + /_ ix). 
我们规定，若 / ± (X) 均为 CL ) 可积的，则定义 /(X) 为 L 可积，而且定义 


( L ) ix ) dx = ( L ) 


ix)dx - ( L ) 




( x ) dx . 


(27) 




就是说，我们不但不允许 ( L ) /( x)dx = a ± 00 的情形出现，尤其不允许 CL ) fix)dx — (+ °°) - ( + 
%)的情形出现,因此我们有很重要的. 


定理12可测函数 / Or ) 为可积当且仅当 | / Or ) | 为勒贝格可积. 
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证 若 /( x ) 为勒贝格可积，则/ ± G ：) 均为可积，即 a ) [/ ± ( x )] N d ： c 分别收敛于 

( L ) f + Cr ) dx ， 从而 
J a 

( L ) [ |/( x ) | dx = CL ) \ ( x ) dx + ( L ) [/ _ Cr)dx 
J A i i 

有意义，而 I / Gc ) I 为勒贝格可积. 

反过来，若 |/( x ) I = /+ ( X ) + /_ ( X )可积，则因 / Cx ) 可测，故有 A = E (/ Cx ) >0) U 
E (/( x )<0) = A ! UA 2 ，而 ApA 2 均为可测集，而 


( L ) [ |/( x ) | dx = ( L ) 

A A 1 

这两个积分都是有意义的，从而 


/( x )| dx + ( L ) J |/( x )| dx ， 

A 2 


%a (工） / (工 ） dr = ( L ) / ( x ) dx = (D f + ( x ) dx » 

J 1 J J 

A A 


^a 2 I / (x) I dx = — (L) \ f(x) I dx = ~ (L) /_ (x)dx 

\ i 2 i 

都是有意义的，因此由 


( L ) fix ) dx = ( L ) f ( x ) dx + ( L ) / Cx)d 工 

•a \ i 2 

知 / Or ) 在 A 上可积. 

不过要注意，上面的证明中我们又用了两个对于黎曼积分似乎自明的性 质：若 将积分区域分 
成两块，则一个积分成为两小块上积分之和（积分的可加性），还有函数和的积分等于函数积分之 
和（积分的线性）.但是对于勒贝格积分，这两个性质下面都将要重新证明.否则定理12的证明中 
有了很大的漏洞.这个证明我们放在下面，现在我们则要指出黎曼积分与勒贝格积分的另一个重 
要区别 在于: 考虑无界函数的积分即所谓反常积分时，勒贝格积分与黎曼积分实际上都是用 
[/匕）：^的积分之极限来处理这个问题，不过黎曼积分并不区别/+匕）与/_ ( x ) 而是合并处 
理，因而在出现 （+ co ) - (+ 的情况下可能有正负抵消而使黎曼积分存在.因此，有些反常积 


分使 Cx ) d ： c 都是有限数而得到绝对收 敛性； 另一些则是虽然 A Cx ) dx 都是 + co , 但可以 


J 

A 


J 

A 


用正负抵消使得 /( x ) dx 有意义即是条件收敛.勒贝格积分则只允许绝对收敛而无所谓条件收 

J A 

敛.例如考虑 2 xsin - —cos ^在[0, 1] 上的积分，这个函数在 x = 0 附近是无界的，但是是可 

X X X 


2 


测的.其黎曼积分可计算如下 ：因为 2 xsin4 - -cos - 

X X X 


d / 2 


2 以人 5 2 — 1 oiii 0 

… dx 


Cr 2 sin —^)，所以 
x 


( R ) 


x 工 x 


2 1 ) dx = lim CR) [ -p- (j; 2 sin ^y) dx 

e-o J £ dx x 


— lim ( x 2 sin 


x 


sinl 
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但是，因为在 [ Q/Z + -^-) ji ]~2' : ^ X : ^[(277 — 

0 . 1 2 1 ^ 2 1 0、1 0 

zxsm — t — — cos — t 多 — cos — t — Lx -^- — — lx -> 

X 00 X 0 C X X 

由此易见 

1 111 

[2 xsin —2 — cos — 2^\^dx > AlniV ， 

J a x I x 

这里 A 是一个适当的正数.从而（只） 2 xsin ^ 2 ■- —cos \ dx = +⑺ . 所以这个函数在黎曼 

, D X .3 ： X 

意义下条件收敛但非绝对收敛，而在勒贝格意义下则是不可积的. 

下面我们讨论勒贝格积分的性质.读者可能会怀疑，何以在黎曼积分情况下似乎不言自明的 
性质，现在要花那么多力量去证明？其部分原因在于黎曼积分的积分和的每一项对被积函数都 
是线性的，而勒贝格积分则不然.这一点将在下面说明，而且正好表明了两种积分确是很不相同 
的.我们以下只讨论非负可测函数，因为一般的可测（而不一定有界）的函数可以分为两个非负可 
测函数之差来处理.证明完了这几个性质以后，定理12才最终得证.我们把这些性质分为几组最 
基本的性质来讨论. 

G ) 正性若/(工）在£ :上可 积而且 / Cx )>0, 则 

( L ) f /( x ) dx >0. (28) 

反之，若上式中的等号对 /( x )>0 成立，则 fix ) 二 0( 几乎处处）. 

证考虑[/(工）]<并将[0，#]分划为 

P - yo =^< yi<"'<yi = N 

作 [/ Cx ) Ldx 之下和，有 

E 

1 -\ 

Sp = Y y, (E (y v <y<y v + ] ))>Q. 

v 二 1 

所以 sup {〜} = (_ L ) [/" Cx ) ] N d _ xX )， 令 IV — 00 即得 (28). 

P A 

反之，设 /( x )>0 而且 ( L ) [ / Cx ) dx =0, 作 [/ Cx )] N 之值域的划分 


P - > = 0<力=^ ■〈… < y ，= N ， 

则因 

r 1 

0 = CL) [/ (x) ] N dx^ 2 y v m (E ^y v ^r-y^ ： y v + i ) ) + Nm (E (ISKy)') ， 

e v= 1 

以及: y n =0, 而 v>l 时 ,： y v >0, N >0, 所以 时 m + i 
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从而/(工）在 E 上几乎处处为 0. 

我们要提醒一下，对于黎曼积分,这个结果虽然是对的，却不太容易证明. 

用同样的方法可以证明，若在£ :上有 界可测的函数 / Or ) 适合不等式则有中 
值定理 

r> 

am ( E ) d ) f ( x ) dx^jSm ( E ) . (29) 

( ii ) 可加性如果固定 / Cx ) 为 A 上的 V 积函数，则对 A 的每个可测子集£，可以定义 

( L ) f /( x ) d ： r . 这样，勒贝格积分是一个集合函数，即自变量为一集合（即可测集 E ) 的函数.和 
J E 

勒贝格测度（测度也是集合函数）一样，这里也有可加性.具体说来，我们 有:惹 / Cx )@ £ ±5 


积，而且 = IJ n E = 0 ， 若 ，则有 

是二1 

r 00 r 

(L) /(x)dx= 2 (L) /( 工 ) dr. (30) 

E k ^ 1 E k 

我们只需对 /+ 证明上式.定义 [/] N ，它是有界的.如果我们已对有界可测函数证明了上式，则有 

oo oo 

(L) [/ (x) ] N dx = 2 (L) [/ (x)] 2 (L) f f ix)dx. 

k = l E k k=l E k 

现在令 iV — co , 如果只有有限多个&，则只要逐项求极限即得 ( 30 ), 若有无限多个则由上式 
左方取 N — co 时的极限，只能得到一个不 等式： 


( L ) /( x ) dx < 2 (L) 

1 r k = l E k 

但对任意的正整数 K 有 


(31) 


先令 N — ⑺ 


( L ) [/( x ) ] N dx > 2 [/ ( x ) ]/ vdx . 

1： A = 1 I 

k 

有 （ L ) f ( x ) dx > f ] ( L ) /( x ) dx ， 再令 K — ⑺又得到相反方向的不等式 

J E h — 1 辽 


( L ) /( x ) dx > 2 ( L ) /( x ) dx . (32) 

E k=l E k 

合并 (31) 与 （32) 即得 (30). 而且由 （32) 的证明还知道需假设此式右方的无穷级数为收敛才行.但 
是如果没有这一点， （30) 左、右双方将均为+ %，这时 (30) 是平凡不足道的. 


至此，余下的仅需对有界可测的 /( x ) 证明 （30) 成立，证明 如下： 

先看£ = E : U E 2 且 Ei (1 E 2 = 0 的情况.于是 

E (y v ^f(x)<y v + l ) = [E ( 火 </ Cr) < 火 + 1 ) HEj] 
U[E(y v <f^)<y v + l )f]E 2 l = \jE ( f 


而 m CE (3^</( x ) <; y v + 1 )) 二 m ( E v Cl) ) + m CE ?)). 作 fix ) &x 之下和 

5 P = 5p 1：) +5^ = U \~y v m (El l) ) + y v m CEf))]. 

v 
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先在右方取上确界，然而再在左方取上确界.因为 /( x ) 在与 E 2 上均为可积即得 

r * /* 

( L ) f ( x ) ( L ) / ( x ) dx + (L ) / ( x ) dx . 

E 

再作上和与它们的下确界，又可得到相反的不等式.因此在这个情况下 (30) 成立. 

对于无限多个艮的情况，令 

N 

r n - e \ s n ， 

k = 1 

于是 E 是 { S N 1 的外极限，从而 m CE ) = lim m (£ n ) » m CR n ) = m ( E ) ~ m CS N ) 〈 e ，这里 e 是任 

/V—►oo 

意给定的正数，而 N 足够大.至此应用上面 £； = & U £：2 的推理，可知 

/* 

( L ) / Cr ) dx = ( L ) / ( x ) dx + ( L ) / Cr ) dx . 

E 4 R N 

对第二项,注意到 / Gc ) 是有 界的： |/ Gc ) |< M ， 由中值定理 (29) 以及 m 0, 即知第二项趋 

于 0. 对第一项再用 E = Ey \ jE 2 之推理，有 

r N r 

( L ) / ( x ) dx = 2 ([) /( x ) d : c . 

I i = 1 E k 

令 ] V — oo 即得 (30). 

On ) 线性性质 

( L ) [/ ( x ) + g ( x ) ]dx — ( L ) f ix ) dx + ( L ) g ( x ) dx . (33) 

我们的证明又要分几步进行. _ / 

先设/ (: c ) 与 g (: c ) 均为非负，记中 Cr ) = / Cx ) + g Cx ) ，有 

[⑤ Cx) ] N < [/ Cx) ] N + [g (x) [/ Cx) + g (x) ] 2W . 

如果对有界可测函数勒贝格积分的线性得证，则由 {[/ Cr )] N + [g Cr )] N }- [① Cr ) N ]>0, 利用 
正性有 

、 r > 

{[/( x )] N + Lg ( x ) ] N ldx - ( x ) ] N dx 5^0. 

对第一项再一次应用有界可测函数的勒贝格积分之线性，有 

r * r > f * 

( x ) ] N dx ^ [/ ( x ) ] N dj ： + Lg ( x ) . 

E E E 

同理 

/*/*/* 

Lf ( x ) ] N dx + Lg ( x ) J / vdx ^ [⑤ Cx ) ]2 ]\fdx . 

E E E 

令 iv — ⑺，即得 (33) 

再看 / 与 g ■有不同符号，例如 /( x )>0, g -( x )<0 的情况.先考查集合 { x : 0 ( x)>O 
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下取出. 

最一般的情况则是 

E = E (/ (x ) g ( x ) >0) (J E if ix ) <0, g ( x ) >0) U E (/ Cr ) g ix ) ^$0) 

UE (/( x )<0, g ( x )<0) 

于是可以看见，线性性质之证明归结为 / OrhgG ：) 均为有界可测——这一点我们马上来证明. 
以及负号可以由积分号下提出——这一点属于线性性质的另一部分. 

设 

a 〈 f ( X )〈 b ， AK g ( x ) <i B . 

作 [ a ,6] 与 [ A ， B ] 的分划 

_P: a = … = b ， 

Q : A = ^〈^〈…〈^ = B . 

♦ e h = E ( y k ^ f ( x )< y k + l ). E J = E ( y ( x ) < y J + l ) . T kj = e h X \ E j , 

于是有 

E = U T kr 

而且％ n tv = 0 若 a ， p 尹 a / ， /). 于是利用可加性，有 

f* f* 

[/ Cr ) + g " Cr ) ]dx = ^ [/ Cr ) + g * Cr ) ]dr . 

e k! ^ r kj 

但在上 

y k + y U + g (: c)<m + 1 + ) J + 1 . 

对上式应用积分中值定理并求和，有 

2 ^ + y [/ ix ) + 3 ； ix ) ] dx < 2 (34 + 1 + A + 1 ) m ( T ~). 

但是由测度的可加性又有例如 

2 y k m ( T kJ ) = Yj yk Yj m = 2 yk m n LUEj ]) = 2 yk m 

k ? j k J k k 

这是 （ L ) f f ( x)dx 的一个下和.同理上式右方是一个上和.求了上、下确界后，利用 f ( x ) 与 

^ k,j 

gCr ) 之可积性，即得 

( L ) J [/ ( x ) + g ( N ) ]dx = ( L ) / ( x)dx + ( L ) g ( x ) dx . 

E E E 

线性性质的第二部分 是:对 任一可积函数 / Cx ) 以及任意常数 c ， c /( x ) 必为可积而且 

cf ( x ) dx = c /( x ) cLr . (34) 

E E 

证明也要分成几个部分.首先 ， c = 0 时结论是自明的. c <0 时，因为（- c )>0, 于是由线性性质 
的第一部分有 

f* f* r> 

0 = \_cf ix ) + ( — c ) fix ) ]dx = cf (x ) dx + ( - c ) f { x)dx . 

E EE 
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若当 c>0 时 (34) 已得证，则上式右方最后一项应等于（ - c) /(x)dx . 移项后即有 

c/ (x ) dx = c / (x) dx (c<0). 

E E 

余下的只是当 c>0 时证明 （ 34) 式 . 

这时仍与前面一样，先把 /(x) 分成 /+ Cx) 与 f_ Cr) ; 而对非负的 /Cr) 又通过 [/Cr )] N 化 
为有界可测的情况 . 因此我们只需对有界的 /Gr) 与正的 c 证明 （ 34) . 所以下面我们又设 A< 
f(x)<B ， 再作 [A , B ] 的分划 

P：A = y () < yi < — <y N = B. 

这就相应于对 c/Cx ) 之值域作分划 

cP ： cA= y n < …< y N = cB ， 

这里 ： y ^ = a ，所以 

E (3^</Cr) <34 + 1 ) = £ (3^<c/(x)< y k + l ). 

作积分和并求上、下确界即得 （ 34). 

(iv) 对积分区域的连续依赖性设 /(_ 2 ： ) 在 £ : 上 可积， {&} 是一串含于 £ ；内的可 测集： 仏 
C£ ，而且 ？77 (E k ) =0 ,则有 

lim / (x ) d x = 0- 

左一™ J 

证明 如下： 不妨设 /(x)>0, 而且取 IV 充分大，使 

r> 

{fix) — Lf (x ) ] N ) dx <C £ . 

固定 iV 以后，我们有，只要 A 充分大， 

J [/ (x) ~] N dx^Nm (E k ) < £ . 
h' 

于是 

、广 r 

/ (j：) dx = {/ ( 工 ）-[/ G:) ] N } d 工 + [/ (j; ) ] N dx . 

E k E k E k 

r* /* 

《 {fix) — [/(x) ]" }dx + [/ (x) ] N dx <C2e . 

E E k 

于是结论得证 . 

在这个证明中，我们利用了 /(x)>0, [/(x)] N >0,/(x) - [/Cr)] N >0. 

(v) 零测度集的作用 . 若 £ : 是零 测度集，或 /Or) 几乎处处为 0 ,都有 

(L) \f(x)dx=Q. (35) 

实际上 ， m (£) =0 时， （ 35) 左方的积分为 0 可以从定义直接得出 . 若 /(x) 几乎处处为 0 ,即 
=£ (/ (x) 7^0) 为零测度集，则由积分的可加性有 

(L) |/(x)dx= (L) | /Cr)dx+ (L) j /Cr)dx=0 ， 

E E \ 
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第二个积分是因为被积函数 /( x ) 在 E \ E } 上为 0 而等于 0, 第一个积分则由 m ) = 0 而为 

0 . 

这个性质告诉我们，在作积分时，积分区域变动一个零测度集或者被积函数在一个零测度集 
上变动都不会影响积分值.所以零测度集和几乎处处为0的函数都是可以忽略的.这样一来，若 
/ ( x ) - g ( x ) = 0几乎处处成立，则/ ( x ) 和 g G :) 并没有实质上的区别.这种关系是一'个等价关 
系，而几乎处处相等的函数属于同一等价类.在研究积分问题时，我们关心的并不一定是某一特 
定的函数，而是一个等价类.在讨论有界函数时，这一点尤其重要，可能 / Cr ) 在一个零测度集 
上无界.删去了 ，/ Cr ) 在\ 上可能有界 ： sup | /( x ) | <oo .这样的 /( x ) 是本质上有界 

E \ 

的.因此应该定义其本质上的“界”.但为此就要删去一个适当的，删错了一个£ 2 ，仅是 
m ( E 2 ) =0,仍有可能 /( x ) 在£； \ E 2 上无界.所以我们给出 

定义 5 若/^)在£；上可测， &(=£； 适合 m ( Ej ) =0, 我们定义 / Cx ) 在£；上的本质上界 
与下界分别为 

ess sup/ Cr ) = inf (a G RU ( x ) 于 E \ £\ 上，？ ?？ ( E } ) = 0). 

ess inf f ix) = sup (a G RU { — °°}，/ Cx) 于 £ \ E! 上，？ ? ？（ £^)=0}. 

右方是对一切零测度集 Ei 和 a 取上、下确界的. 

若 ess sup f (x ) 与 ess in f/(X) 均为有限数，则称 /(X) 为本质有界的.本质有界可测函数之集 

r . 

于可积函数还有一些简单的性质均可由上面的 g ) - Gv ) 推出，其中有常用的 

(L)|/(x)dx <(L) I |/(x) |dx, (36) 

E E 

我们就不再证明了.至此我们应该说明，这一些在黎曼积分中十分简单的性质现在证明起来如此 
费力，是因为黎曼积分和 2/( 色） + —方面保持了线性依赖于/的特点，因此黎曼积分 

的线性性质几乎是自明的.另一方面又是因为黎曼积分是对自变量的区间（而不是一般集合）作 
最简单的分划，其长度关系是一个最简单的组合学关系式 

b — a 二 0? — x„_ 1 ) + *** (x 2 — x x ) + (xj - a). 

勒贝格积分正因为放弃了这两点而允许对值域作分划——因而积分的线性性质隐 晦了； 它还允 
许研究很一般的集合的测度——因而以放弃上述组合学关系式为代价突出了可数可加性. 
至此我们要问，这两种积分关系如何？这里我们有基本的 
定理 13 若可测函数 / Cx ) 在区间 A 上黎曼可积，则它亦必勒贝格可积，而且 

CR) / (x) dx = (L) /Cr)dx. (37) 

证上一节中我们已证明了黎曼可积函数必几乎处处连续，所以除一个零测度集以外 / Cx ) 
是可测的.加上这个零测度集, /( x ) 在 A 上是可测的.黎曼可积函数必为有界，因此 /( x ) 有界 

可测，也就是勒贝格可积的.现将 A 分为有限多个子 区间： A = 0 Ay 则由勒贝格积分的可加 

左二 1 

性，令= inf/ ( x ) ， = sup/ ( x ) ， 由勒贝格积分之中值定理有 

A k A k 
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^ m h m (A k ) ^ (L) f (x) M k m (A k ) ， 

k "A k 

但是两端两项是黎曼积分的上下和.故若次的直径趋于0,由假设 fix) 为黎曼可积即得 （37). 
证毕. 

这个定理很 重要： 当我们要计算 CL ) \fix)dx 时，只要 / Cr ) 黎曼可积，就可以把它当作黎 

-A 

曼积分 来算； 当我们要研究 CR ) \fix)dx 的由下文诸定理表示的性质时，就可以把它当作勒贝 
格积分并应用下面这些强有力的定理.所以，下面若无特别需要，我们就只写 j /( x ) dr 而不注明 

J A 

CR ) 或 CL ). 

我们讲的“这些强有力的定理”就是涉及黎曼积分局限性的一些定理.首先要证明基本的 
定理 14 ( 勒贝格控制收敛定理） 设可测函数序列 {/„ ( x )} 在 A 上对《 —致有界，即 
f n ( x ) I d ， 又在 A 上几乎处处有 lim/ n ( x ) = / ( x ) ，则 / ( x ) 在 A 上也是勒贝格可积的，而 
且可以在积分号下求 极限： 

r> r> 

lim f n (x) dx = f (x) dx . (38) 

— J A { 

注 1 {f n ( X )} —致有界可以改成 I /„ ( X ) |<中 ( Z ) 而⑤ ( X ) 勒贝格可积. 

注 2 令£ = {工： lim/ ra ix ) 年 f ( x ) } ，则 /n CE ) = 0 .在 E 上把 / ra Gc ) 与/ Gc ) 都改成0,不会 

n 一 00 

影响积分而定理条件可改为 limj ^ ( x ) =/( x ) 处处成立. 

n—^°° 

定理的证明 可测函数/ Cx ) 之极限函数 /( x ) 必可测，又因 |/( x ) | = | \ mvf n ( x ) |< M , 

n — °° 

故 / G :) 为有界可测从而勒贝格可积. 

对任意 e ， 由叶果洛夫定理必可找到 A 的子集£；，使£：上兑 （ x ) —致收敛于 /( x )， 而且 

777 (A \ E) ， 于是 

\_f n (x) — fix) ]dx < I /„ Cr) — / Cx) I dx + | / n Cr) — / Cx) | dx 

A E A \ E 

广 

^ \ f n ix) — f ix) I d ^： + . 

由 /„ Gc ) 在 E 上一'致收敛于/ Gc ) ，故有 N ( e ) 存在，使 K >N ( e ) 时 | /„ ( x ) - / Cr ) | < ^ miA ) ， 
代入上式即知当 n > N ( 
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分.积分区域£；为有限测度的可测集而/&)在£；上不一定有界的情况前已讨论 过了： 我们用 
[/( x )] N dx 之极限作为 J /( x ) dx 之定义，这一作法其实与黎曼积分情况是一 致的； 而另一类 

E E 

“反常积分”即£；不一定具有限测度的集合的处理方法也 类似： 我们还是先设 / Cx )>0, 因为一 
般情况下可以把 /( x ) 写成 /( x )=/ + ( x )-/_ ( x ), 并分别讨论|/ + Cx ) dx 与 [/_ ( x ) dx . 当二 

E E 

者均有定义（即均收敛）时，我们定义 f ( x ) dx = / + ( x ) dx - /_ ( x ) dx . 这样做即知 

E E E 

I /( x ) I dx = / + ( x)dx + f _ ( x ) dx 也有定义（即也收敛）.所以，和 E 为有限测度可测集 

的情况一样，勒贝格可积函数一定是绝对可积的.我们现在限制讨论这样的 E : 令{仏}是有界闭 
域（即紧区域）的“穷竭的上升”序列.这句话的意思是，首先，{乃」是上升序列，仏[乃 2 (= …； 其 

co 

次£；的任一紧子集必包含在某一中，所以 [J n k = EiE k = Ef ] n k 具有有限测度，而 e 

u 二 1 

CO 

= limE ^ = M 仏，即为{仏 } 之外极限.（当然，我们可以利用区间厶-其中心在: c =0, 边长为 

k^oo 

左，来作&，也可 以用々 为半径，而球心在 ： r = 0的球战来作对下面的结果不 

会有影响 .） 如果 /( x ) 在瓦上可积，而且 limf /( x ) dx 存在（因为已设 /( x )>0, 所以这个极限 

A — CO J 

E k 

若不存在，必有 I */( x ) dx — +⑺），就说/(1)在£上勒贝格可积，而且定义 CL ) J / G :) d:r 二 
h. E 

lim ( L ) f /( x ) dx . (我们再提一下，如果不用 L 而用压来作瓦，则关于 /( x ) 之可积性与积分 

CO J 

E k 

值只会得到相同结果）.勒贝格积分一定是绝对可积的，这是一个重要性质，例如 r ° 作 

( - oo ^ 

为黎曼积分是存在的——条件收敛，但作为勒贝格积分则是不存在的. 

前面讲的关于勒贝格积分的性质大部分在此仍成立，当然也有例外，如中值定理 CWi CE ) 

《 f ( x ) dx ^： j 3 m CE ) ，因为现在 m CE ) = + 00 ，这一 ■切 读者都容易判断.重要的是要指出，勒贝 

格控制收敛定理仍成立，但 |/ Cr ) |< M 这个条件要代以 |/( x ) |<^( x ), 这里⑤（工）在£上可 

积. 

现在我们开始讨论含参变量的积分.设有函数 / Gr , r )， 这里: r = (&，…， xdGR ' r 是参 
数： r 二，…， rjGUCR '/ Cx ，？） 可以取土⑴为值.于是我们有 
定理15 ( i ) 设对任一固定的 f G L /,/( x , ?) 对 x 在 R " 上可积. 

( ii ) 对几乎所有: cGR ra ，/( x ， Z ) 作为 Z 的函数在处连续. 

( iii ) 存在一个 IT 上可积的函数虫(: c ), 使对一切？6/7，对于工几乎处处有 

I / (x » t) I < 中 (X ) ， 

广 

则 g " (? ) = / ( x »t ) dx 


R 
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证 我们只要证明对任一串 L — 即可.为此，我们令 

f n (x) = f ( 工， t n ) ， f ( 、 （工 ) =f (x ， t ( 、）， 

于是由 （ i ) 知/ „ (: c ) 与 /o (x ) 均在上勒贝格可积.由 （ ii ) 知，对几乎所有 x ， lim /„ ( x ) = 

n—°° 

/ 0 ( x )， 由 （ iii ) 知 I /； (: c ) |<0 Cr )， 所以由勒贝格控制定理 


定理证毕. 


limg - it n ) = lim / (x » t n ) dx = f (x » t {] )Ax = g (t 


注 定理中 xGR ra 可以改为： rGE , 而 £； 具有上面讲的性质，为此只需将 / Cr , r ) 改为 
Gc ) / (X ， Z ) 即可. 

定理 16 ( D 仍设/( X ,/)对固定的 U 为可积.但现在设 L / CIT 是一个开集. 

( ii ) 对几乎所有: r ，/ Crd ) 作为 f 的函数是 U 中的可微函数. 

( Ui ) 存在一个 IT 上可积的函数① Cx ), 使对所有的 f = (~,…， U ， df ^ t} < 


0 (工) ( z = l ,2,"., m ) 对几乎所有: rGR " 成立. 

则 g " (z ) = / ( j : 1 1) Ax Xit* t 在 L/ 中可微，而且 


dg it ) _ f df ixi t ) 


du 


du 


dx » i = 1，2 ,…， m . 


证 我们只需证明对任一个■为连续且可以在积分号下求导.所以，不失一般性不 


妨设 U 是一维空间中一个开区间（~-/^,~ + /0,而证明 g ■⑴在~处连续可微.令\为一个 
趋于0的实数列，\尹0,而记 


乂（工） 


f ix » t {) + ) — f 〔 X ， t 、 


(x) — 


h t 

d f (工， U 、 

^ dt ~~ 


于是由拉格朗日定理 

L = f 、工， u 、 + 狀）， o< 乂 < l. 

仿照定理 15 的证法令 Z — CO 立即可得如上的结果. 

定理15与定理16比之黎曼积分中的相应定理显然更简单好用.读 
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中就见不到.这些思想与方法正是勒贝格积分理论与黎曼积分理论本质的区别.下面我们要讲的 
单调性问题也是其中之一，它反映了勒贝格积分的“正性”起了何等重要的作用，我们先证明 

定理 17 (法图 （ Fatou ) 引理） 设 E 是有限测度集，而可测函数/； Cx )>0 于 E 上，而且几乎 
处处有 (X)— / (X) ， 则 


fix ) dx ^ lim f n ( x ) dx . (39) 

%) Yl — CO~ 

F F 

证很容易证明，在 £； 上几乎处处有 

lim \_ f n ( x ) ] N = [/ Gc ) ] N d 

Yl ― ►OO 

故由勒贝格控制收敛定理 

f* /* 

lim Lf n ( x ) ] N dx = [/( x ) ] w dx ， （40) 

n -^ooJ J 

E E 

但对左方的积分有 

\_ f n ( x ) ] N dx ^ J f n ix ) dx . 

E E 

左方有极限存在，右方则不一定，但右方的下极限一定存在，故 

/* A 

Lf ( x ) ] wd - x ^ lim f n ( x ) dx . 

1 r n ^E 

代入 (40) 有再令 N — ⑺即得 G 9) 式. 

对这个定理的理解中要注意，若 （39) 之右方是有限数，则知/匕）在£；可积.反过来， /( x ) 
总是非负可测的（定理 8) ， 若它不可积，有/ ( x ) dx = + oo ， 这时必有 lim f n ix ) Ax = + oo ， 因此 

我们仍认为 （39) 成立，且其中有等号. ^ / 

利用法图引理就可以证明重要的 

定理18 (勒维 (Beppo Levi ) 定理） 令 { f n G :)} 为£；上的可积函数的上升序列，而且 
lim /； Cr ) =/ Cx )， 则在以下意义下可以在积分号下取极限 


lim 

n- 0 - 00 ^ 

E 


f n ( x ) dx = 


lim f n ( x ) dx = 

J ?i—™ 

E 


/ (x ) dx : 

E 


(41) 


( i ) 若式左为有限，则 /( x ) 几乎处处有限而且为可积,且等号 成立； 若式左为 + %,则 /( x ) 

若极限 D ( x ) 可积.则上式两侧均为有限且 相等; 若极限函数 /( x ) 不可积而式左成 

^ 证 oT 不妨 ¥57 Tg ) -/\ ( x )， 于是可以设 /； ( x )> o 由法图引理知，若式左为有限， /( x ) 
在£；上可积，由勒贝格控制定理（注意|/„ (X) I = f n ( X )</ G ：))， 知 （41) 成立.式左为+ CO 时， 
也由法图引理可知式右也是+ CO , 故 (41) 仍成立. 


( ii ) 若/( X )可积，由|/„ G ：) I 二 f n ( X )</ G ：) 用勒贝格控制收敛定理仍可得 （41) 式，若 


/ Cx ) 不可积，因 /( x )>0, 故 f ( x)dx = + oo , 由法图引理知/„ ( x ) dx = + CO , 从而 

%) Yl — ►OOv 

E E 

lim f n ( x ) dx = + °° 而 (41) 式仍成立. 

n 一 °°J 
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这个定理对于下降函数序列也是对的，因为这时是上升序列. 

对于£；不一定具有有限测度的情况，仿照上面的方法仍可证明这两个定理. 

oo 

勒维定理常用于正项级数的情况，即将/； Or ) 表为 A G :) 的部分和，(^:) G :), 

f n ( x ) - f n _' ( x )= g n ( x ), 这时我 们有: 若 a ( x )>0 为^积函数，则 

「 ™ °° 广 

Yj I (x ) dx = s g n (x ) dx . (42) 

七二 1 ?2= 1 

把它与上节关于黎曼积分的定理 12 比较一 下：对 非负黎曼可积的 ( x ), 要把 (42) 左方的积分 
改为下积分才行，尽管我们这时有看来很强的迪尼定理（即上节定理 13), 它指出若/； Cx )>0 为 
连续，且在有界闭区间上下降趋于0,则它必一致趋于0.问题在于由连续函数到可测函数是一个 
复杂的过程，上面我们仅举出一个鲁金定理，在以下各章我们还有机会讲到进一步的结果. 

5.勒贝格积分怎样改进黎曼积分的不足之处 前节末尾我们指出例如在变分问题中我们需 
要以下类型的定 理:若 有一串可积函数{、 Cx )}, 而且对任意 e >0 都有正整数 N = N ( e ) 存在， 

使当 m > JV 时， | (X ) - (x ) | dx < e ， 这时是否有一'个可积函数 w ( x ) 存在，使 

N 

I u n ( x ) — u ( x ) I dx < £» 亦即在某种意义下 lim u n ( x ) = u ( x )^ 这样提出问题很像极限理 

〜 n — go 

论中的柯西准则：若有一个实数柯西序列 （ a „} ，则必有一实数 tz 存在，使 \ ima n = a . 这当然是要 

?! ~^ OO 

证明的.我们在第六章中讲实数理论时要讲到，如果&全是有理数,则若限制在有理数中，这个 
极限《 —般是找不到的，一定要对有理数集合中补充上无理数成为实数集合，才一定能找到作 
为极限的实数 a . 但若 为实数(有理或无理），则一定可找到实数 a 而用不着再补充新种类的 
数了.这就称为实数的完备性以及有理数系的不完备性.现在的情况很类似 ：如果 规定只考虑黎 

曼可积函数，则不一 ■定有 黎曼可积的极限函数 w Gr ) 使得 lim | ( x ) - w ( x ) | dx = 0，但若规定 

打一 00 ‘ 

u n Cr ) 是勒贝格可积，则一定有勒贝格可积的 W ( x ) 使上式成立.所以这个性质称为勒贝格可积 
函数空间的完备性.下面我们就要证明它（以后还要证明，一切勒贝格可积函数都可以这样构造 
出来），这是勒贝格积分理论的一个核心定理. 

定理19 (里 斯 - 费希尔 ( Riesz - Fisher ) 定理） 设 E 为具有限测度的可测集， {/„ Cx )} 是 E 上 
的勒贝格可积函数序列，而且 … 

f * 

\ f n Cx ) — / m ( x ) I dr — 0,当 n ， m —°° 时， (43) 

E 

则必存在在 £； 上勒贝格可积的函数 /(X )， 使当 《 —CO 时 
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|/' + i ( x ) - /、（工） \ dx <2 ~ k . 

令 u k ( x ) = f n ( x ) — f n ( x ) y u () ( x ) = f n (: c ) ，则 Cr ) 勒贝格可积，而且 

^ + 1 k 1 

GO OO 

^ I u k (x ) I dx 〈 2 1 k 〈 + 00 ■ 
a=o { 6=1 

OO OO 

由勒维定理， ^ \ u k ix ) 几乎处处收敛，其和 F Cx ) 也是勒贝格可积的.进而看级数 y "] & Cr ) ， 
它必几乎处处绝对收敛.令其部分和为 S N ( X ),则 limS N Cx ) =/ Cx ) 几乎处处成立，而且是可测 

►OO 

函数，但是 

N 1=0 

I S N (x) I ^ ^ I u k (x) I ^ 2 \ u k (x) \ = F (x) . 

k 二 (、 k = (、 

OO 

而且 I / ( x ) — ( x ) I —0 ，几乎处处成立 ， I / ( x ) - S N Cr ) I < U I W ( x ) I Cr ) ，再用一 ■次 

勒贝格控制收敛定理有 

| / Cr ) - S N ( x ) | dx = J I / ( x ) - ( x ) I d : c —0， 

特别是 

/ ( x ) - f n ( x ) I dx ^ I / ( x ) - /〜 +i Cx ) I dx 

E E 

广 

+ I f N ( x ) —/ ra ( x ) | d : c —0. 

定理证毕. 

如果 £； 不一定有有限测度而与定理15,16 —样，这个定理仍成立. 

关于勒贝格积分的基本概念和性质，我们就介绍至此.数学中还有多种其它积分理论，但是 
都适合同样的 框架： 每个积分都是一个泛函，即对某一函数类——可积函数类——的一个元/ 
给定一个值 1(/) .如果 /(/) 具有某些性质，则可以利用这些性质来对积分理论作公理化的处 
理.例如我们可以要求 

( i ) I (/) 是线性泛函 ， J ( a /+ bg ) = al (/) + bl ( g ) » 这里 a ， 6 是实数. 

( ii ) 正性: />0时， J (/)>0. 

( iii ) 关于单调收敛的连续性:若 /„ ( x ) 下降趋于0,则 I (/„) 也下降趋于 0. 

黎曼积分和勒贝格积分都具有这些性质，其中的 （ m ), 对于黎曼积分即是迪尼定理，对于勒 
贝格积分即是勒维定理.进一步我们可以称适合它们的泛函就是积分，这样就为积分理论提供了 
一个公理化框架.它与勒贝格积分理论不同，它不是以测度理论为基础的.这种积分有时称为丹 
尼尔 （ Daniell 积分），它是很有用处的. 

§3勒贝格积分的初步介绍（续） 

1. 有界变差函数 上一节我们讨论了函数在勒贝格意义下的可积性以及勒贝格积分的主 
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要性质，特别是我们证明了里斯一费希尔定理从而说明了勒贝格积分确实在完备性问题上克服 
了黎曼积分的缺点.我们也看到，之所以能够得到较好的结果是由于我们使用了具有可数可加性 
的勒贝格测度，这样可以用分划 /( x ) 之值域来代替分划自变量: r 的变化区域即 / Cr ) 之定义 
域.当然，这样做是有代价的 ：我们 不得不放弃黎曼积分和对被积函数的线性关系，以及自变量变 
化区域中的组合关系 ： b - a = (6 ^ 1 ) + ( x ra _ ! - > 2 ：„_ 2 )十…十（而 - a ) .这样，一 ■些在 黎曼积 
分中几乎是自明的事情，现在证明起来颇多麻烦.本节中我们还要讲两个重要问题 ：积分 在什么 
意义下是微分的逆运算以及二重积分化为逐次积分的问题.本节的讨论也有上面说的特点，即论 
证比较细致使人感到繁琐，而结论则似乎并不多于连续函数的黎曼积分中的相应结果，给人的感 
觉是不太合算.因此，读者完全可以跳过本节到他认为自己比较习惯于这种细密的推理时再回到 
本节.好在本节的结论读者现在就会认为是不言而喻的. 

关于积分与微分互为逆运算的问题，读者都十分习惯于柯西的结果，若 / Cx ) 在 [ a ,6] 上连 

续，则/ ( r ) dz 是/ ( X )在 [ a ，6 ] 上的原函数，若能再找到一 ■个 原函数 i 7 G :) ，则必有 

\ f ( x)dx = F ( b ) — F ( a ) . (1) 

J a 

到了黎曼的时代，因为不连续函数已进入了人们的视野，达布发现，应该区别关于 / G ：) 的两件 
事，一是可积，二是有原函数 F ( x ). (注意，这里原函数是指处处适合矿 Cx ) 二 / Cx ) 的函数 .） 上 

面两件事是互相独立的.这时 \ X fit ) dt 是否也是一个原函数，且 （1) 成立？ 

%/ Q, 

于是自然要问，在勒贝格积分的框架下能得到什么样的结果？是否能使积分与求导恰为逆 
运算？遗憾的是，这是办不到的.现在我们把问题分成 两个： 

I .若/ Cr ) 在 [ a ，6 ] 上勒贝格可积，则 F ( x ) = [^/ (?) d ? 是否/ ( x ) 的原函数，而 （1) 成立？ 

V d 

首先，原函数意义要改动一下，因为若在一个零测度集上改变 / Cr ), 则 \ X f ( t ) dt 不会改变, 

从而 Cx ) =/ Cx ) 只能几乎处处成立.所以下面凡讲到原函数均指几乎处处意义下的原函数. 
E . F ( x ) 要适合什么条件才有某个勒贝格可积的导函数 /( x ) = F / Cr ), 而且使 Fix ) 

=)( ， )&+ C? 

v CL 

第一个问题答案很清楚.若 / Cr ) 为勒贝格可积，则 F ( x )= 一定几乎处处以 /( x ) 

%) CL 

为导数.这里要利用以下的性质，即不定积分必为有界变差函数.那么，什么是有界变差函数呢？ 
以下我们只限于一元函数，因为多元函数的情况是很不一样的. 

设 / Cx ) 定在 [ a , 6] 上,现在作 [ a , 6] 的一个分划 

P : a = <C j ：! <C •••〈- oc n = b • 

作 V = I ] I f _ ! ) — / ( x t ) I » 贝 UsupV 称为 / Cx ) 在 [a » b ] 上的全变差. 

i = 0 p 

定义 1 若 V a 6 (/) = supV < + 00 ，则称 / ( x ) 是 [ a ， 6 ] 上的有界变差函数. 

很明显，单调函数 /(X) 都是有界变差的.因为不失一般性，不妨限于考虑单调不减的 /(X). 
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这时 ，I / ( x 4 + i ) - f ix t ) I = / ( x , + ! ) — / ) X ) ，因此 

V= \f^J - / ( 工 H -i) I + … + 1/( 工 1) -/Go) 

= [/ ( x n ) - / (工 “）] + … + [/( 工 1 ) -/ Cx 0 ) ] = /(6) -/( a ). 

所以， V fl 6 (/) =supV = f ( b ) -/( a )< + ⑺，从而单调函数 / Cx ) 具有有界变差.重要的是其逆在 
某种程度上也成^，我们有 

定理1 [ a ，6 ] 上的有界变差函数 /( JC ) 必可写为两个单调不减函数之差. 

证任取 cG [ a ，6]， 于是得到 [ a ，6]= [ a ， c]u [ c ，6]， 当我们作 [ a ，6] 之任一分划 P 时都 
不妨把 C 当作一个分点 ： c = ,于是 

n~l m~\ n~\ 

'Yj /( X “1) - /(A) =2 /( X “1) - /(A) + 2 /( 工 “1) - /(A) . (2) 

i 二 0 1 二 0 i 二 m 

现在从左、右双侧来对分划 P 取上确界. 

先看右方，固定 c 不动，而得到 [ a ， c ] 的分划 [ c ，6] 的分划 P 2 ，因此 

m~l 

S /(&)- /( 工 2) <V:(/), 

x = 0 

S /(工纤1 )-/(々） < v :(/). (3) 

i — m 

我们很容易证明，当/在 [ a , 6] 上有有界变差时，它在任一子区间上也有有界变差.所以上面两 
个式子右方均为有限数，但是我们并不需要这件事，读者如愿去证明也不难.以 （3) 代入 (2) 之右 
方即知 

S /(^ + 1 )-/(^)|<^(/)+^ 6 (/) 

此式对任何以 c 作为一个分点 [> 的分划 P 均成立.对于不以 c 为分点的分划，在增加一个分点 c 
以后，其相应的变差 V 不减，所以上式对任意分划 P (不论是否含 c 作为分点）均成立.取上确界 
以后即得 

V ， (/)«(/)+<(/) ⑷ 

另一 ■方 面，从 (2) 的左方看应有 

m-\ n~l 

S f^ t+l ) - fix：) +2 /(A +1 ) - / (A) < V， (/) 

i = 0 i 二 rn 

m-\ 

作适当分划，总可以使 D /( x i + 1 ) - fix ：) I (/) - £, £ >0 是任意小正数，同样 

1=1 

U f ( x 4+ 1) — ^^ (/) - e ，代入上式再令 e —0, 又有 

i—m 

v :(/)+ yM/)<yf (/). (5) 

比较 (4)，（5) 两式即有 

v:(/)=v: (/)+<(/). (6) 

现在把 Yf (/) 中的6代以变量 X, 则得到一个函数 V ( x )， V ( x ) 显然是不减的，因为若:^ 
< x 2 ，则由 （6) 


V (^ 2 ) = + vg (/). 
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但是 Vg (/)>0,这由全变差之定义自明.考虑差 W ( x ) = VCr ) -/( x ) 可以证明这个差 W ( x ) 
也是不减的，这是因为 

w(x 2 ) - = y (x 2 ) - y(xj) - [/(x 2 ) -/( 而 ）] 

(/) - [/( 工 2) - / ( 工 i)]>Vg (/) - |/(x 2 ) - I . 

但是很明显有 |/ Cx 2 ) -/(&) |<Vg (/), 因为左方只是 /( x ) 在区间[：^,1 2 ]对一个特殊分划 

分点只有两点 的变差，而右方是 /' G ：) 对一'切分划的变差的上确界，所以， 

W ( x 2 )> W ( x 1 ), 

而 w ( x ) 是不减的，由于 / ( x ) = y (^) - w ( x ), 故定理得证. 

推论若有界变差函数 / Cr ) 还是 [ a ，6] 上的连续函数，则它必可表示为两个连续不减函数 

缝. 

_证我们只需证明 VCr ) 为连续即可.取: [ a ,6]. 为方便起见我们来看 V ( x ) 在: ^之 
右连续性(左连续证明一样）.因为 / Or ) 在 x (> 连续，故必为右连续.对任意£>0,必可找到 SU ) 

>0,使若: c : G [ x ft ，: c ft + 3]，当有 | / ) — / ( x 0 ) I < ^ ■.因为 / Cx ) 在 [ a ， 6 ] 上为有界变差的，所 

以在 [ x ( >，6] 上也有有界变差.因此对任意 e >0都可以找到 [ Xo ，6 ] 的一 ■个分 划尸:…< 
_ x n = 6，而且 | :^ - I < 使得 

2 l/Cx i + 1 ) -/(A) I >V: (/) - y, 

1 = 0 △ 

或者 

W<^£j i/(x 1+1 ) - f(x t ) I +y 

Z 二 0 乙 

n~ 1 

= |/( 而） -/(x 0 ) I + ^ I /(A + i) —/(A) I + + 

1 二 1 ^ 

<£+ X ) l / ( ^ ' ，、 '/ …“、 
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n ~ 1 

2 I [ a / 1 (A +1 ) + 6/2 (A +1 ) ] - [«/1 (x,) + 6/2 ) ] I 

1 = 0 

n ~\ n ~1 

^1 « I 2 /1 ^ 1+l ) - f x (x,) I + I 6 I 2 I / 2 (x, + ! ) - / 2 (x, ) I 

1=0 2=0 

<| a|Vf C / : )+ |^|Vf (/ 2 ) 

即知. 

注 也很容易证明 ( X ) */2 ( X ) ， /\ ( X )//2 G ：) (若 ( X ) 7^0) 也都是有界变差函数. 

下面我们要证明， Ca , 6] 上的单调函数必在 Ca , 6] 上几乎处处有导数,所以有界变差函数也几乎处 
处有导数.这个重要结论证明较长，我们放在后面.现在先承认它，于是就可以回答第一个问题. 


定理； 3( 勒贝格定理）若 /( x ) 在 [ a ,6] 上勒贝格可积，则其不定积分 F ( x ) = /(?)心必 

V Cl 

为 [ a ，6] 上之有界变差函数，且几乎处处有 

\ x f ( Odt = f(xy ( 7 ) 

证仿照定义勒贝格可积函数那样，把 / Cr ) 写为 

/ Cx) = /+ Cx) — Cx ) ， / ± Cx) X )， 


则有 


Fix ) = f + /_ ( t)dt = F , ( x ) — F _ 0c). 

*J d V CL 

因为 /± (工）X)， 所以 Ft (: c) 均为单 i 周不减 .所以由定理 2, F(x) 是有界变差函数，而 i 眉 f 见 
F ± Cx) 都是连续函数.余下的仅是证明 （7) 式.这里我们需要一个引理. 


引理 4 若 / Cx ) 在 [ a ， 6] 上为勒贝格可积，且对一 ^ xG [ a ，6]， / (?) d ? = 0,则在 [ a ，6 ] 

_ h »/( x )/ L ^^ h ^ b ^ 0. 

^证设结论不成立，从而可以找到一个正测度集 E , 使 / Cx )>0( 或 <0) 于 E 上, 
因为/必可含于 [ aw ] 的一个测度小于 y - cx 的开子集内，从而 h 中必含一个具有正测度的闭 


子集，我们不妨设£就是这个闭集，但由 fit ) dt 二 0对一切 x G [ a ，6] 成立，从而 /( x ) 在任 

a 

一闭集£；上之积分为0,因为这个积分将化为 [ a , 6] 上之积分（由假设为 0) 以及一个开集£7上之 


积分的差.但£7 = IJ (%，择 ） ，而 f it ) dt 




f ( t)dt — f ( t)dt = 0’从而 fit 

a %j o, mj 
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所以用勒贝格控制收敛定理有 


lim 

I 一0 


F(t+ D - Fit) 


d ? 


F ， (Odt. 


然而其左方的积分又等于- 




F Ci) dt —r 


d-\-1 


F(t)dt 


■ 

l 

1 — 

f^a^r l ~ 

1 


L 

X v 1 

L 」 


(9) 


FG ) ck . 由 FCx ) 之 


连续性，可以把这两个积分均理解为黎曼积分，而知其极限是 FCx) ~F(a)= /G)d ?， 代入 

v a 

⑼即得 


[ 〆 （ r ) -/( m = o . 

%) CL 

由引理 4 即知，当 /( x ) 为有界可积时，矿 （ x ) =/( x ) 几乎处处成立. 

为了对一般的可积(不一定有界）的/( X )证明我们的结果，又需要另一个引理. 

引理5 若在 [ a ,6] 上连续非减，则 f ( X )为勒贝格可积，且 

IP 

(p (x)dx^^9 (/3) - p (a) ， [a ， /?]C [a ， 6 ]. (10) 

J a 

证 因为 p (: C ) 非减从而是有界变差函数，故 /(：£：) 几乎处处存在.但是另一'方面 
P( x + Z ) z - —) >0,因为 p ( x ) 是非减的.故由法图引理 


lim 

/ 一 0 J a 


<pix + I)— 
I 


(p (x ) 



J a 


lim 史 


Cx + L) - （p ix) 


l 


-dx = 


-/?, 

<p (: c)dx. 


再由 pCr ) 之连续性,仿照上面的证明又知左方为 ^0) - ^( a ), 故引理证毕. 

定理3之证明的完成 不妨设 /( x )>0( 即只看/+ ( x )) .作 [/ Cx )] N , 有 /( x ) - [/( x)] N 

>0,从而 {/(?)- Lf ( t ) l N }dt 不减,连续且几乎处处有导数存在，其导数自然非负.因此 

J a 


d 

dj ; 




a 




_/ (?) l N dt . 


( 11 ) 


但 [/(?) ] zv 是有界可积的，故右方几乎处处为 [/( x ) ]； v ，左方则由 F ( x ) 之定义为 # _F (: c ) ，于是 

F' Gc) > [/ Gc 
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在，于是我们考虑四个数 

D + / (: c ) = lim + I ) - / (工 )] ; 

D + / ( x ) = lim - j-Lf (x + O - / ( x )]; 

D / ( x ) = lim ~^~ Lf(x + O - / ( x )]; 

/— o - l 

D _/ G ：) = + Z ) - /(工)], 

，一 0- l 

土号 分别表示右、左极限，写在 D 的上、下角分别表示上、下极限.所以这四个数分别称为右上、 
……、左下导数.所谓 /( x ) 在某点: r 有导数，就是指在: r 点的这四个数相等.而只要有任何两个 
不相等，则 /( x ) 在: c 点不可导.然后，我们就分别考虑四个集合，例如 

E = {_ r : D + / Cr )< D _ / Cr )} 

并证明777 (£) =0,这样我们将证得以下的极重要的 定理： 

定理 6 (勒贝格） 若定义在 [ a ，6] 上的函数 /( x ) 是单调的，则 /' ( x ) 几乎处处存在. 

这个定理虽然陈述十分明确，其证明则相当复杂.下面我们只对 / Cr ) 单调不减的情况证 
明，先证一个引理. 

引理 7( 里斯） 设0(工）在|^，6]上连续，如果在_2：€ [ a ，6] 右方有一点 f 在 [ a ，6] 中，使 

G ( x)<G ( e ), 酸 X l 也也 — 二建座:考 ( a ，〜）是 
二述爽祖,歷、！ 一 

G ( a , XG (^). (12) 

证 因为 GCx ) 是连续的，故上升点: r 的某个邻域中之点也都是上升点.因此，上升点之集 
合相对于 [«, 6] 是开集，而由若干个开区间（％,匕）组成（但可能有一个是 [ a ,&) 这也是一个相 
对开区间），今证对一切 X 6 (ay & ) 均有 G Cx ) < G (匕 ）. 然后，令： r — A 即得 （12) 式.在证明之 
前先提醒一下，在[~， 6] 中的一切 x ， 均有 

GCr )< G ( h ), (13) 

否则，乂也是一'个上升点，从而[匕 ， b k + rf ) (彳>0是一 ■个 常数）都是上升点，而 （ a & ，乂）不再是上 
升点集合的组成区间，（％，\ +卩)才是. 

现证在（^，仏）内， （13) 也成立，我们用反 
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也是上升点，而如刖所说，这是不可能的.总之在，6]中 G ( x ) ^ G ( b k 、〈 G ix f ,) »这与 x 纟是 
上升点相矛盾，从而引理得证. 

现在开始证明定理6,我们又分成几个步骤.每一步分别考虑/ G ：) 不存在的一种可能情 
况，并且证明每种情况都只能在一个零测度集上成立.但是我们暂且仅限于 / Cr ) 不仅单调而且 
连续的情况. 

1 . £= ix ： D + f ( x ) = +是零测度集之证明.对£；中的: c , 对任意固定的大数 C , 必可找 
到 e > x 使 /(气— /( x ) 〉 c ， 亦即 

fix ) - Cr </( e ) - ce . 

这就是说，£中的 x 必定都是/ (: c ) - Qc 的上升点，因而£是一 ■个 开集，而£是若干开区间 
ia k ，心）之并： E = U ( 七 ，乂） ，而由里斯引理 

f ^ a k ) - Ca k < fQ }) - Cb k ，邵 C ib k - a ) ^ b k ) f ( a k ). 

对々相加，注意到 / 是单调不减的，故有 

Cm (E ) = C ( b k ~ a k )^： s [/ ( b k ) ~ f ia k ) ]</ ⑹ —f ia ) ， 

k k 

由 C 之任意性即得 m (£)=0. 

2. E = tr : D + /( x )> D _/ Cr )} 为零测度集之证明.可以取 c , C 为适合 D _ / Cr ) < c < C < 
D + / Cx ) 之一切可能的有理数，而把 E 分成可数多个集 £；， e 之并： 

E c ， c 二 { x : D _/( x )< c < C < D +/( x )}， 

再来证明每一个瓦/均为零测度集. 

这时我们要把上升点的定义稍加修改.其实前面讲的在: r 右方，所以确切一点应该称 
这种 X 为右上升点.与此相应，若在: C 左方某点 f 处，5卩 6< X 处，有 G ($) >G ( X )，就称： C 点为 
GCr ) 的左上升点，而对于结论 G ( q )> G ( h ) 里斯引理仍成立.于是对于 xG £ ，由 D _/( x )< 
C 知必有使 

/(0-/(工）八 
- T ； - \ C 1 

^ — X 

亦即 

f ($) - c 与 〉 f ( x ) — cx (注意 $ - x <0)， 

而知: c 是 G ( x ) = f ( x ) - cx 之左上升点，仿照引理7的证明知 E 。 c U ，匕），而 G ( a A ) > 
G(^).SP 

f ( b k ) — f ( a k )^c ( b k — a k ) . (15) 

现在我们限制取一个 （ a A , &) 来研究，以它代替 （a , 6). 注意一个函数 G Cx ) 在 （ a , 6) 的右上 
升点之概念与它在 （& ， & )C ( a ，6) 中的右上升点概念不同.对于前者，一定存在 




> C ，故对 xG £；， c 必有使 
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/(6) -/( x ) 
^ — x 


> c . 


所以 X 必是 /(X) - Cx 相对于，\ ) 的右上升点，这样 

(a k ， b k 、 二 U (■ a kj » b kj ) » 

而由里斯引理有 ' 

f - f (b k 「 a kj ) • 

对 j 求和有 

XI - a kj ) < 去 XI [/ ( 〜、- f ( a k—j ) ] < 士 [/ ( 〜)-/ (a^)]. 

J J 

再用 （15) 式并 且对々 求和，就有 


(bh - a k ) — a. 


(16) 


S (〜- a ki ) < 

k J 

总之我们看到，对 D_/<c 和 D + />C 各用一次，即可把 £；， e 放在一个很细的覆盖{(%，〜）} 
中，且 （15) 成立. 

再取一个 0^., 〜），并在其中考查 £；， e , 又可以得到更精细的覆盖（现在小区间下有4个脚 
标了，因为 D _/< c 与 D +/> C 又都各用了一 次）： 

> :〉:〉:〉: kjlm - ^kjlm ) < 吾 S S (% — %) < ( 吾 ） ib 一 a) ■ 

k ] I m k j 

如此进行 p 个循环会发现 

m e (E oC )<(^)^ (6 —a)—0. (17) 

所以是零测度集.再对 c，C 求和，因为一共只有可数多个£；<，所以有 m (£) =0. 

3 • E = ix ： Y)~ f (x) >D + /(：c)} 为零测度集之证明. 

现在在与 [ a ，6 ] 对称的区间 [ - 6，- a ] 上定义函数 
f (: y ) 如下（图 4-3-1): 

f* (>>) = -/ ( 工 ），7 = - x . 

显然广 （ j ) 在[-6, - a ] 上是上升的，而且由前面的证 
明知 

m{y ： Y) + f* (jy) = + °°} = 0 ， 
m {3 ^' D + f* (y) !>D_ f* (3;)} = 0. 

但是若取 A 充分小使 ； y + 々仍在 [ - 6 ， - a ] 中 （ j 为端点 
时需要作的修改是自明的），则 

f (y + k) = — fix — k )， 


y 


-b 


O 


f\y) 


/0)_ 


b x 


图 4 —3 — 1 


f (y + k ) ~ f iy ) — fix — k )— fix ) 
k k 

记-左，则当 A —0 土时， / i — 0不，因此上式成为 
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f * (y + k ) ~ f * ( y ^ _ fix + h ) — f ix ) 

k = h . 

双方取上、下极限，即有 

D 1 f * ( y ) = D "" f ( x ). 

从而 

m ( E ) = m { x ： D ~ f ( x ) = + °°}=0 

以及 

m ( E ) = m { x : D _ / ( x ) > D + f ( x ) } = 0 • (18) 

4. 不连续情况的证明总结前几段得知对于连续单调不减的 / Cr )，1. 几乎处处有 
D + /( x ) < + ⑺； 2 .几乎处处有 D + /( x )< D _ / Cx ); 3. 几乎处处有 D _ /( x )< D + / Cr ). 再加上 
自然就成立的下极限不大于上极限，我们终于得知 

( XD + / ( j ：)^ D _ / Cx )f ( x )^ D + f Cx )< D + / Cx ) 〈 + 00 
几乎处处成立.最左方的 “0<” 来自 / Gr ) 不减的假设，使得 Dt /, D ± />0. 由于这个不等式串首 
尾均是有限的 D + / Cx ), 所以在 [ ad ] 上,对于连续的不减函数 / Cx ), 几乎处处有 

0< D _/ Cr ) = D + / Cr ) = D _ /( x ) = D + /( x )< + ⑺， (19) 

亦即这样的 /( x ) 在 [ a , 6] 上几乎处处有导数 / ( x ) .于是对连续的不减函数 / Cx ), 勒贝格定理 
(定理 6) 成立.为了把这个结论推广到一般的非减函数，需要注意非减函数只有第一类间断点， 
若:是一 ■个 间断点，则/'(: c ( , — Q)^f ( x 0 + 0) 均存在，而+ 0) — / ( x 0 — 0) 是该点的跃度. 
注意到 S [/(： r (> +0) -/ Cx „- 0)]</(6) ~ f ( a ) (2 是对所有间断点求和），所以跃度>1的间 

断点为数有限跃度<1的间断点也只有有限个.这样一来间断点最多有可数多个.我们不 

要以为这可数多个间断点必将 [ a ，6] 分成可数多个小区间，在每一个小区间中 /( x ) 均连续，因 
此可以利用上面的证明.因为这些间断点可能是处处稠密的，所以它们把 [ a , 6] 划分为可数多个 
小区间这个很直观的图像并不正确.§1就举了一个这样的例子.（其实，上面讲的间断点可数的 
证明也不严格.因为在不清楚它们是否可数之前，“2”的记号是不能用的，但读者不难自行改 
正 .） 所以，我们需要把里斯引理修改 如下： 设引理7中的 G ( x ) 只是单调不减而不一定连续.我 
们定义 x G [ a ，6 ] 为右上升点：如果在它的右方有点 x 存在，且使 

max [G ( x ) ， G (x - 0) ， G (x + 0) ]< G (冬 - 0) ， 

则称 x 为右上升点，这种右上升点仍成开集，从而由可数多个开区间（％,匕）组成.里斯引理指 
出 

G ( a ,+0)< G (^-0). 

左上升点情况也一样，然后定理6的证明就不需改变了 .至此定理6证毕. 

问题 I 的解答至此已明白了.下面转向问题 II . 

3. 原函数，绝对连续性 问题 I 和问题 I 的角度是不一样的.问题 I 是已知一个勒贝格可 
积的函数 / Cr ), 问它的积分有何性质.答案是，它是一个在几乎处处意义下的原函数. 

J a 

因此，只要任意找到一个绝对连续的（定义见后文）原函数 F ( x ), 必有 
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f ( t)dt = F ( b )- F ( a ). (20) 

J a 

问题 II 则是另一 ■回 事.已知 F ( x ) ，问在何时 F (： c ) 是一 ■个勒 贝格可积函数 /( x ) 的几乎处处意义 
下的原函数广（ X ) 二 fix ) ( a . e .), 从而 (20) 成立？在问题 I 的答案中已经看到，当 / Cr ) 是勒贝 

格可积函数时， FCx ) = [ fit ) At 是连续的，而且具有界变差，所以自然会问，连续的有界变差函 

J a 

数是否问题 II 的解答？很可惜，有反例指出并不如此.可以找到一个连续的不减函数 FCr ) 使得 

V ( x ) dx < F ( b ) - F ( a ). 

a 

问题 n 的解答是 F Cr ) 是 [ a ， 6] 上的绝对连续函数，什么是绝对连续函数呢？ 

定义2 设^'(工）定义在[«,6]上,若对任一£>0均可找到3 ( e ) >0使若 [ a , 6] 的任意的 
有限多个并不重叠的区间 [A » » La n * b n ] 之总长度小于 8 ( e ) * F ( x ) 的下述变差小于 e : 

n 

2 IF (6,) - F ( a ,) I < e , (21) 

k 二 \ 

就说 F Cr ) 在 [ a ， 6 ] 上绝对连续. 

绝对连续函数有一些简单的 性质： 

(1) 它是连续的，只要令 n = l 就可以看到，因此它必然是有界的. 

(2) 它具有有界变差，只要把 [ a ，6] 分成若干小区间之并，使每一个小区间之长小于 I 然后 
在这些小区间上任作分划，即可用 （21) 式证明 /( x ) 在每个小区间上都有有界变差，从而在 
[ a ,6] 上也有有界变差. 

(3) 绝对连续函数组成一个线性空间，两个绝对连续函数之积也是绝对连续的. 

以上性质均容易证明，我们略去. 

以下的目的是证明，问题 n 的答 案是： FCr ) 在 [ a , 6] 上绝对连续.为了证明它，我们又需要 
一 个看来几乎自明但实际上不太易证的引理. 

引理8 S F ( x ) ^ [ a ， F / ( x ) = 0 ( a . e .) g , F ( x ) 三 

const . 

证先说一下这个引理实际上不太易证明的原因.在通常的微积分教材中，由 F / ( x ) =0得 
证 F Or ) = const 是用了拉格朗日定理的，而这就要求矿 Cr ) 处处存在而非几乎处处存在 .F ( x ) 
的绝对连续性与单调性都只能保证矿 Cx ) 几乎处处存在. 

由于 F ( x ) 不减，所以它映 [ a , 6] 为区间3= [尸（ ( 2),尸（6)],今证/77 ([ F ( a ), F (6)])=0, 
从而 [ F ( a ), F (6)] 缩为一点而引理得证.设 Z 为使矿 （ x ) 不存在或存在而不为0之点： c 的集 
合，于是 m ( Z )=0. E £； 为 Z 之余集，于是 mCE )=6- a ， 显然 

S ^ F ( Z ')[ jF ( E ). 

我们再分别证明 F ( Z ) 与 FCE ) 均为0测度集. 

对任一 e >0, 按绝对连续性条件找到 3( e ) >0,然后用一组(可能有可数多个)长度<3的互 
不重叠（但端点可以相接）的小区间{/\}把 Z 覆盖起来， ZC 4 U … U A „ U …，显然 FCZ ) 

OO OO /V /V 

C|J F ( A a ), 但 U F ( A ,) = lim M F ( A ,). 由绝对连续性 ， m ( [j F ( A a )) < e . 它的外极限 
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U F(A,) 之外测度也小于£, (F (Z)) < £自然也成立.由 e 之任意性知 F(Z) 有零测度. 

走二1 

至于 FCE), 则注意到对 Cx) =0,从而 D + F(x)<e, 所以必有一个 $>x 使 

F (6) - F (x). 

- T -< £ . 

^ — X 

也就是说 £^~ F (0 - F ( x ) ，而 x 是 - F Cx) 之右上升点.由里斯引理(引理 6) ，所有的右上 
升点之集合为若干个开区间 （a A ，匕）之并，而且，叫 - 汍 -F (匕）.即有 F (匕） -F(〜）< 
£ ( b k - q) ，对々求和有 

LF ib k ) — F (a k ) ] < e ^ (b k — a k )《'e (b — a) • 

k k 

但 FCE)C 1J [F(aj，F(h)]， 所以，％ CF CE)) < e (6 - a) ，而知 F CE) 也是零测度集.引理 
证毕. 

这个引理有 点怪： 为什么要假设 “FGr) 不减”？似乎只要矿 Gc) =0即应有 FG：)E C « ns t. 
关键是我们没有了拉格朗日公式.在第三章我们就一再指出拉格朗日公式的重要性，这里又是一 
个证据.看来，拉格朗日公式有点“娇嫩”，只要有一点不可求导，它就不适用了 .然而，最后我们还 
是可以抛弃 FCr) 不减这个假设，由下面即将证明的定理9,只要 FCr) 绝对连续，而且矿 （0) =0 
(a • e.) ，则 

FCb )- F ( a ) = I " F ' (?)d /=0. 

*y (X 

定理 9 (勒贝格） F ( x ) a . e . 具有勒贝格可积的导数 ^ (x) 且使 （20) 成立（取 /G：) = 
F ’ Cr)) 之充分必要条件是， F (x) 在 [a ， 6 ] 上绝对连续. 

证 必要性，对于任一 e >0, 取 U , 6] 的有限多个互不重叠的子区间[%,&],记£；= 

N 

U [%，〜 ] ，贝丨 j 

k = l 


N 

S 

F ib k _) - F(a k ) 

N 

=s 

ch 

F / (t')dt 

N 

<SJ 

('b, 

1 

F ， Q)dt = 

F / it) 

点二 1 


左二 1 


左二 1J 

% 

E 



但是由勒贝格可积函数的性质 （ iv ): 积分对积分区域之连续性可知，一定存在3 ( e ) ，而当 
m ( E ) K 3时上式右方小于 e ，因此 F ( x ) 绝对连续. 

设 FGc ) 为绝对连续，它必具有界变差，且因 FGr ) 连续，故可写为两个连续不减函 
数之以，不失一般性可设 F ( x ) 为连续不减函数.引理5告诉我们矿 （ x ) 为可积的，而且 

V ( x ) dx ^ F(p ~ F ( a ). 

J a 

由必要性的证明知 G ( x ) = [V (?)df 也是绝对连续的，从而 Fix ) - GG ：) 也是绝对连续的, 

•/ CL 

它还是不减的，因此由引理5 
F (/?) - F ( a ) 
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所以由引理8» i 7 ( x ) — G (工 ） = const ，而这个常数等于 F ( a )- G ( a )， 故 

F ( x ) 二 G ( x ) + F ( a ) - G ( a ) = F ( a ) + (?) d ? • 

这就是 (20) 式，至此定理证毕. 

经过这样复杂的讨论，可以把积分与微分互为逆运算这个命题的内涵归结 如下： 

I 在黎曼连续函数框架下 

^ x 

连续函数类函数类 

a 

dx 

n 黎曼可积函数框架下 

r x 

CR ) 可积函数类^^=3 (?) 

a 

dx 

in 勒贝格积分框架下 

rx 

( L ) 可积函数类绝对连续函数类 

a 

dx 

但是在这两种积分框架下都得不到人们以为自然会成立的结 论：若 ( X ) =/( x )， 则 

F ( x ')= F ( a ) + 即是说我们不会得到那么简单的结论 :积分 与微分互为逆运算. 

在进入下一个问题之前，我们再讲一个十分有用的结果，即在勒贝格积分框架下的分部积分 
法. 

定理 10 (分部积分法） 设中 Cx ) 和少 ( x ) 是 [ a , 6 ] 区间上的绝对连续函数，其导数是勒贝 
格可积函数 < p ( x ) 与 0( x )， 则有， 

n b r b 

( x ) ( p ( x ) dx + <p ( x ) ( x ) dx = ^> ( b ) ( b ) — ^ ( a ) ( a ). (22) 

%) CL %) CL 

证 由绝对连续函数的性质 ，亞 （: r ) 少(: r ) 也是绝对连续的，而且几乎处处有 

盖;[⑤ G :) 少 Cx )] =⑤ G:) 0 Cx) + <p (x) 平 Or ) ， 

双方在 [ a ，6 ] 上积分即得 (22) ，证毕. 

注 采用常见的写法， （22) 就是 

、b b rh 

0 ( x ) <p ( x ) dx = 0 ( x ) ( x ) — (p ( x ) ^ ( x ) dx . (23) 

V d ^ ^ CL 

4 . 二重积分与富比尼 （ Fubmi ) 定理 本书介绍测度只讲了一维空间中集合的测度.原因是 
R n 中集合的测度从基本思想、基本性质来看虽与一维情况没有差别，计算要复杂得多.其原因 
在于随维数的增加，集合的构造要复杂多了.例如 R 1 中的开集必是至多可数多个开区间的并, 

但在高维空间则不然（这时的开区间要代以维开长方体 H ( a t ， b t y ). R n 中的勒贝格测度正是 

i 二 1 

以；7维长方体的体积 n (乂- &) 为基础，而可以通过外测度等一连串手续像 r 1 中的测度一样 
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建立起来，而且也有可数可加性.有了可测集以后就有可测函数理论,就有勒贝格积分理论，而前 
面的那些结果都是成立的.正因为在这些基本方面都一致，为了避免过于冗长的计算，我们在前 
面就没有去讨论它，读者完全可以把 R 1 的理论平行地用于 R ' 现在也一样，我们只限于介绍 R 2 
的情况，对于 R ra 的情况，读者自己会得出清晰的表述.这里的重要结果的证明均略去. 

IT 中的测度与积分理论终究还有与 R 1 不同之处.这就是化重积分为逐次积分的问题.下面 
我们恒认为所要讨论的函数 /( x , 是在 R 2 全空间或充分大的矩形 A 二 [ a^]x [ c , d ] 上求积 

分.因为只要用积分区域 D 的特征函数& ( x ， ： y ) 去乘/ Cx ， ; v ) ，就可以把积分 ][/ Cx , ： v ) dxdjy 化 
为 ( x ，>0 dxdjy . 如果/ ( x ， jO 是 A 上的连续函数，则由通常的微积分教材知 

1 广 r* b r d r*d nb 

/ ( x ， 3 ；) dxdj = dx / ( x ， jO dj 二 f y ) dx . (24) 

iJ Q, C C CL 

但若 f ( x ， y ) 仅是黎曼可积 ，§ 1 定理 （ 11 ) 则只给出 


f ( xry ) dx = dx f ( xry ) dj ; 


dx 


f ( x ^ y)dy 


dy f ( x ^ y ) dx 


d ) 


dx ， 


即内层积分换成了上、下积分.现在问，如果把黎曼可积改为勒贝格可积又当如何？这时我们有 
定理 11 ( 富比尼 ( Fubim ) 定理） 设/ Cx , ： y ) 在矩形 A = [a , 6 ] X [ c j ] 上勒贝格可积，则 
( 1 ) 若视 f ijc ， y ) 为 y 之函数而： c 为参数，则对几乎所有 x G [ a ，6 ]，/ Cx ， j ) 是 jy 在 [ c ， ci ] 

d 

7 ( x ) = f ( x ^ y ) dj 1 


在 [ a ， 6 ] 上勒贝格可积. 

( 2 ) 将: c 与 3 ； 对调，相应结果也成立. 

( 3 ) 三雙坌迎脸遵麵 

1 广 r* b r d r*d nb 

/ (x ， >0 dxd 夕 = dx / G : ， >0 d 夕二 dj f ( x ^ y ) dx . 

J Cl %J C C CL 

把这个结果用于测度问题，我们知道 A 为可测集的充分必要条件是特征函数;^ Cx ，^;) 为勒 
贝格可积，而且 


^ ( n ) = Xn (工，汐） drd 汐. 

应用富比尼定理于(: c ， 3 ；) 有 

、 b n b 

m (O ) = dx 办 （2 ， J ) 办 = dy 办 （: c ， j0dx . 

J a J c J c J a 

但是例如 Cx , j)dj = 77^ ( X ) 表示 D 在直线 _X = 常数上截出的一维集合的线性测度，因此我 

J C 

们又有 
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定理 12 若 ilCA 是可测集，则 D 与直线 x = ( 或 ; y = >) 之交线对几乎一切或％) 
为一维可测集，其测度 CrJ (別。 （>)) 是& ( 或％)的勒贝格可积函数，而且 


m iO ) ~ 


m a ix ) d j:= 


、d 

m n ( y ^ dy . 


(25) 


J a J c 

(24) 中两个逐次积分相等就表示当 /( x ，3；) 为勒贝格可积函数时逐次积分可以变换次序 


但如果没有定理中给出的条件，交换次序一般是不可能的.下面是一个 例子: 


但是 


dx 

0 J 0 


( e - ^ 


- 2 e _2 ^) d ^ 




1 

1 - -xy 

— e 

OO 1 

丄丄 -2：cy 

H - e 

OO - 

■ 

X 

o x 

0 - 


dx 


1 1 1 

(一 一 + — )dx = 0. 
a x x 


0 O-f 


!% OO 

- — e ^ 

1 1 

丄 1 -2xy 

H - e 

i - 

0 

L ^ 

o y 

a - 


d ) 


0 


V Ce_y - 1] ^ <0 - 


但是在一定条件下，逐次积分仍可交换积分 次序： 

定理13 (托乃利 ( Tonelli ) 定理） 若/ Cx , ^) >0为可测函数，则 (24) 式中的三个积分中只要 
有一个存在，另外两个一定也存在，且 (24) 式成立. 

下一章中我们将再陈述这两个定理，但积分区域改为 R ； XR ；. 

最后我们还要提一下，多重积分的变量变换公式 


/ ( x ) dx = f Lx <> y _ 


3 ( x 1 ， … ) 

叫 ， •••/) 


d ) 


对勒贝格积分也成立，这里 x = x (： y ) 是由到^^的 C 1 映射且其逆也是.这个结论在最后一 
章中要反复用到，不过其证明涉及如何从测度的观点研究导数，于此只好暂略. 


§4平方可积函数 

1. L 2 空间的定义 现在考虑一个问题 ：要测 量某个物理量(例如气体压力）在不同条件（例 
如不同温度）下的值.设有 N 个温度值,第一次测量的结果是 

a< \ } 1 a ? } ，…， (2$ ， 

第二次测量的结果是 

af 1 a ( f ，…， a 泛， 

应该怎样评估两次测量的偏差？ 一个最直接的设想是计算每个温度下测量偏差 之和： 

1 V ( (!) _ Q ) ^ 

jy 2_j Va k ~ a k } ■ 

其实就是平均值.但它显然不能准确反映实际情 况：因 为各项有正有负可能抵消.在极端的情况 
下，使得平均值可以为0,而实际两次测量可以出现很大的误差.于是，好一点的方法是用 
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丄 V 1 I a) — ⑵ I 

jY / j I ^ k I - 

它虽然避免了正负相消，但绝对值是很不便运算的.因此，更常见的是考虑 

△= 去名 [ a : — a : ] 2 . ⑴ 

当然它的量纲不对，即物理量的单位不对，于是我们再开一次方得到 

^ — -士 2 ( a 々 (1) — d ) 2 _ - (2) 

k 二 \ 

8 的量纲显然与测量值 a A a) ,af —致，因此它是合理的. 

A 称为方差，3 称为标准差.用方差和标准差来估量偏差，早在局斯以前就有了，而_斯系统 
地发展了它的理论特别是“最小二乘方”方法.可是我们要从另一个角度来看待它. 

从数学上看采用 （1) 或 (2) 还有一个极大的好处，如果我们视一次测量的结果为 N 维空间的 

点： （ af ，…， a 矛）和（心 1〉 ，…， a 矛），则 （2) 和 （1) ,除去因子士后恰好是这两点的欧氏距离及其 

平方.这样，我们就可以用欧氏几何的概念和工具来处理它们. 

以上考虑的是离散的情况，如果把观测压力对温度的变化连续进行，则会得到两个函数 

/ (1) Cr ) 和 / G) ( x )， 而 （1) 成为 f [/ (1) Cr ) - f ⑦ Cr )] 2 dx . 总之，我们会得到函数平方的积分. 


这种情况在物理学中是十分常见的.例如第三章变分法一节中我们看见电场的能也是一些函数 


的平方 之和: 


u 



的积分.暂时不管导数问题（下一节我们还要仔细讨论）, 


则又是见到了函数平方的积分.总之，我们发现把一个函数平方再积分，用这个量来刻画函数性 
质，说明种种物理过程应该是十分有效的. 

但是马上遇到的问题是 :这里 的积分是用黎曼积分好还是用勒贝格积分更好？从本章前面 
各节看，应该可以看得很清楚 ：应该 用勒贝格积分.这一方面是因为我们在第一节中已经看到黎 
曼积分本质上说是适用于连续函数的积分，而物理学的发展，特别是因统计的思想引入了物理 
学，使得我们不能不把不连续函数或不光滑函数纳入我们的视野（回想一下布朗运动对数学家的 
启示），而勒贝格积分理论正是适用于勒贝格可测函数的积分理论.这种测度和积分恰好适合概 
率论和统计学之需.另一方面则是因为勒贝格积分具有许多重要的性质，特别是完备性，所以本 
节将讨论以下的函数类. 

定义1设 / Cr ) 是 ECR 上的可测函数，而且 |/ Cr )| 2 在£；上可积，这种函数之集合称为 
平方可积函数空间，记作 L 2 (£) (或简单记作 L 2 ). 

注1是否要求£；为具有有限测度的可测集？有两种 情况: 或者要求£是具有有限测度的 


可测集，例如£ = 是一有界 开集; 或者设有一串上升而穷竭 R n 的子集序列{仏}并使 R 


的每个紧子集 K 都含于某个 A 中 .记& 于是…且£= |J ^是的外 

极限.每个&均有有限测度.这时我们说£ :具有 5有限测度.在应用上它是很常见的，最常见的 
即 E = 当然， R n 也是开集. 

注 2 L 2 CE ) 的函数既可取实值，也可取复值.在后一情况下 |/ Cx ) \ 2 = f ( x )- J ( x ). 
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现在要问，若 / C ^ GPCEh / Cr ) 本身是否勒贝格可积？需知，定义中并未要求这一点.注 

意到 

l /( x )|< 1+l/ 2 ( " )|2 

可见，若£；具有限测度，上式右方是可积的，因为 | 是可积函数.但若£；只是 c 有限测度而本身 

并不具有限测度（我们也说 m GE ) = + co ), 则上式不说明问题.以£；= [ hcx ^ CR 1 为例， 
/ Cr ) =：^ 2/3 是平方可积的，但本身并不可积.定义中一般不要求 L 2 CE ) 函数本身为勒贝格可积 
原因在此. 

关于 L 2 CE ) 的性质，我们首先给出 
定理 1 L 2 CE ) 是一个线性空间. 

证设乃（: r ),/ 2 L 2 ( E ), c } , c 2 是实（或复）常数，则显然 c } f } ( x ), c 2 f 2 ( x ) G 

L 2 (£)， 余下只需证明 ( x )+/ 2 ( x ) GL 2 CE ) 即可，这是很容易的，因为 

\ f x ( x ) + / 2 ( x ) 1 2 ^ (I ( x ) I + \ f 2 ) I ) 2 ^2 \ f x ( x ) 1 2 + 2 I / 2 ( x ) 1 2 . 

而右方是可积的，左方至少是可测的，而且易证左方也是可积的. 

注若 C 取复值，我们当然也应令 Cx )，/ 2 Cx ) 为复值(但: rGR 2 仍为实的）函数.复值函 
数的积分很容易定 义：只 需其实，虚部均为可积即可，而且本章中一切结果（除专门规定适用于实 

值函数者——如正性-外）全部适用.量子物理的最基本的函数类（函数空间）就是复值的. 

关于 L 2 CE ) 函数之积则有 

定理 2若 /( x ) » g ( x ) G L 2 CE ) ， 则 /( x ) g ( x ) 为勒贝格可积. 

证 先看实 L 2 CE ) 空间，因 

(| / ( x ) I — \ g ( x ) |) 2 = I / ( x ) I 2 + \ g ( x ) | 2 — 2 \ f ( x ) g ( x ) I ^0 > 

故 

\ f ( x ) g ( x ) I |/ Cr ) I 2 + 士 I g Cr ) | 2 . 

左方是可测的，右方由定理 1 是两个可积函数之和故为可积的.因此结论成立. 

这个证明对复 L 2 空间自然仍成立，但我们习惯说 f ( x)g Or ) 可积.这当然只是一个记号问 
题，但是在量子力学中，其中却有深意. 

我们在本节之始就提出，定义 L 2 空间有一基本的思想，就是希望它尽可能与欧氏空间在几 
何上接近.一开始，我们就对离散的情况指出，一次测量的结果 （ aP ，…， af ) SR N 空间中一个 
向量，那么在连续的情况下一个 L 2 函数 fix ) 自然也可看作一个向量.（而且，现在： rGE 而£； 
中一般有无穷多个点: c ,/ Cx ) 岂非应看作无穷维空间的向量(或点）吗？ / Cx ) 确实是一个无穷维 
空间中的向量，但是完全不是刚才讲的意义，这一点下面马上就要讲 .） 欧氏空间的几何学有两个 

基本的量 ，一 是长度，二是角度.在离散情况下长度是 2 y /2 , 那么现在是否应以 

k 二 \ 

/c 2 \ 1/2 N 

( fix ) dx ) 作为其长度？至于两个向量的交角可以用内积 D af . af 来定义，现在是 
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否应定义两个 L 2 函数/ (x) ， g Gr) 之内积为 fix)g (x) dx ?确实如此. 


定义2 设/ Cx) , g Cx) 6 L 2 CE) ,我们定义/ Cx) 之模(或称范数，就是长度）为 


L 2 




/(X) 


dx 


1/2 


(3) 


定义实 L 2 S 间中 /(x) 与 g(x) 之内积为 


(/» g ) L 2 = / (x) g- ix ) dx . ⑷ 

复 L 2 空间中的 /(x) 与 gCr) 之内积则定义为 

(/» g ) 1 } — f ( x ) g ( x ) dx . (5) 

E 

注 （4) 和 (5) 都是对两个 L 2 函数规定一个实或复数与之对应，都称为配对. （4) 有时称为 
欧氏配对，用尖括号表示. （5) 称为埃尔米特 (C.Hermite ——法国数学家）配对，用圆括号表示.但 


是有的书则记号相反.但不论是哪一种配对都有〈/,/> = 11/1士， （/,/)= 11/1斤，模或范数 
之下标在不发生误会时可以略去. 

定义角度的根本公式是余弦定理，因为若有 R w S 间的两个向量 a ，6，则余弦定律是 

a • 6 = || a || • || 6 || cos 沒. 


所以一定有 || a || • || 6 || .反之，只要有这样的不等式成立，则 ^^ u I, < 1 , 所以一 

a • b 


定可找到一'个角沒使 a • 6 = || a || • || 6 || cosd 1 所以，如果想把角度引入 L 2 CE) ，就应 

该找一个与余弦定理相应的不等式. 

定理3 (施瓦茨 Schwarz 不等式） 若/ Cr) , g (x) G L 2 (£；) 为实值或是复值函数，则有以下 
的不等式成立 


\ f (x ) g (x ) I 




( 6 ) 


而且等号当且仅当 I /(x) I 与 I g (x) I 几乎处处相差一个常数因子时成立, 


证 考虑 J* a|/(x)| + |g"(x )|) 2 d:r. 这里；I是实数.它当然是非负的，但是可将它写成;I 
的二次三项式 


AX 2 +2 BX + 0(). 

r> r> r> 

其中 A = I /Gc) 1 2 d：c ，B = \ f (^) \ * \ g ( x ) \ d j ; » C = \ g ( jc ) 1 2 dj：. 因此必有 B 2 — AC<0, 

E E E 

即 （6) 成立.若等号成立，即 - AC = 0, 则当 At ^ O 时，必有一个;I使 AA 2 + BA + C = 0, 即 


(久 I / (x) I + \ g ( x ) I ) 2 dx = 0» 

从而 X \ fix ) I + Ig* (x) I 二 0 几乎处处成立，其逆亦真.若 A 二 0,则由 B 2 - AC 二 0同时应有 
5=0，这时应考虑|/(工）| + "|g(x) | 尹0,结论相同. 

当然也就有 

I (/’ 客〉 L 2 I ( 或 I (/’gV II / II L 2 II g II L 2 - 


⑺ 
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既然 / Cr ) GL 2 CE ) 看作一个向量时||/|| 表示其长，则 || f ~ g \\ J 应表示/与另一个尽 
GL 2 ( E ) 之距 离：; 0 (/， gO . 但是作为一个距离，应该满足以下三个 条件： 

( i ) 〆 /，§■) = 

( ii ) p (/^)>0, p ( f ^ g ^=0^ f = g ； 

( iii ) (三角形不等 式） 〆 /， g )(/， h ) + f > Qi ， g )， h € L 2 ( E ). 

用 II /- g II 作为 ; o (/， g ) 时 ( i ) 自然是满足的，至于 ( ii ) ，因为 \\ f ~ g \\ 2 — I / G ：) - g ( x ) 1 2 dr ， 

E 

所以自 然有； 0 (/, g 0>0. 由上一节讲的勒贝格积分的正性可知 ， p if . g ) =0时必有 fix ) - 
gG ：)=0 几乎处处成立.但是在上一节中我们已经指出，两个几乎处处相等的勒贝格可积函数应 
看作相同的，所以 fix ) - g ( x ) 与0应看作相同的.在这个意义下 f 二 g . 

最后证明三角形不等式 

r > 

(^(/ ，多)） 2 二 | / (x) - g* (X) | 2 dx< 

r > 

= [(/ — A ) + ih — g )~\ \_(f — h ) + (h — g ) ]dx 

r * 

= \ f — h \ 2 dx + 2 Re (f ~ h ) (h ~ g ) dx + \ h ~ g \ 2 dx 

J J J /T 

<\\ f - h \\ 2 + 2\\ f - h \\-\\ h - g \\ + U -^|| 2 

= Lp ( fi 0 + p (hi g ) ] 2 . 

所以 （ iii ) 成立. 

2. L 2 空问中的规范正交系 至此，我们已看到 L 2 CE ) 与欧氏空间非常相似.欧氏空间中 
的正交坐标系是十分有用的工具.就是说，在 N 维欧氏空间中可找到 iV 个互相正交的单位 
向量即适合 ( eye ) (或 （ A %)) 二~.因为它们是正交的，所以一定线性无关，证明如 
下 ：设有 N 个常数 Cl ，…， c N (如果考虑实欧氏空间，它们应为实数,如果考虑复欧氏空间——亦 
称埃尔米特 S 间 (Hermitian space ) 则应取复数）使 

Cj e x + "* + c N e N = 0 . (8) 

任取 z ， l <〗< N ， 并用&与上式作欧氏的或埃尔米特的内积，则由〈&，4> =七 （ 或 Ce〆 ）= S y ) 
有 c , =0，纟=1，2,…， N . 因此 ，…， e N 线性无关.一个 N 维线性空间 R n (不一定是欧氏空间， 
即我们不一定对它赋以长度与内积）的 iV 个线性无关元构成一个基底.即是说 R n 的任意元/必 
可用它们线性表示.实际上，设有任意元 / GR ' 则/, e t ，…， e N 是 N +1 个元因此必线性 相关: 
即有不全为0的常数 Cl ，…， c N 使 

cof + + …+ c N e N =0’ ⑼ 

这里一定有 c (> 7^0, 否则会有不全为0的 Cl ，…， c N 使 (8) 成立，而这与 ei ，…， e N 线性无关矛盾. 
既然 （9) 中的尹0,则由⑼必有 


n 

f 二 2 ~ - (10) 

i=l c o 

问题在于如何去求 ? 在欧氏空间（现在赋予了内积）中这个问题很容易解决.事实上，/ 一定能 
用 ei ，…，〜表示，这是由 R n 空间中最多只有 N 个线性无关向量得出的，因此一定有 （10) 这样 
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的展开式,只不过其系数^，…，待定而已.为了定出这些系数，用^与 （10) 之双方求内积，立 
即有 

〜=(/，£),或 £^=(/，。）. （11) 

现在我们问，在 L 2 ( E ) 中能否建立与此平行的理论？首先我们要找到与上述 w ， e N 相应的 
对象. 

定义3若两个 L 2 CE ) 函数之内积（实或复）为0,则说它们互相正交，若一个 L 2 ( E ) 函数之 
范数为 1 就称为归一 ■的， 规范的 ( unitary » normalized ) (归一 ■函数 自然不会几乎处处为 0) ，若一 ■个 
L 2 (£) 函数序列 {/； ( x )} 适合 (/；,/；> =七 （ 或 (/；,/；) = ~),则称 {/； ( x )} 为一个归一或规范正 
交系（以下简记为 《. n . 系） 

下面举几个例并设 ECR 1 . 最重要的 o . n . 系是 L 2 ([- it , tt ]) 上的 {-^ e fc }, 々 =0, ± 1, 
±2,…，这是因为 




Ux 


dx = 


2 71 


.Xk - f) x 


tlx 一 Sl !. 


( 12 ) 


_ a V LIZ V Z7T 

由于它极端重要，我们将以第五章全章篇幅来讨论.它其实就是通常微积分教材中讲的正、余弦 


函数的正交性，不过那里用的是 ‘，^sin he ， 夂⑽ kx ， 々=1，2,….三角函数前的因子与一^ 

^ 71 V7I V 71 V 271 

不同是因为例如 ms 蛙 = + ( e fc + e m )， 已经有了一个因子2.采用复数记号就没有了这个不整 
齐之处.不过，引用复数更多地是因为量子力学的需要. 


这种 《. n . 系在量子力学中起重要作用. 


e 1 ^ 是有限区间 [-;r,7r] 上适用的，但量子力 


学中涉及无界区间时就不能用了，这时常用的是 （- co ，+ co ) 上的埃尔米特多 项式: 


vX 


)=(- 1 ) 


n x 

e 


、dx 


k 二0,1，2, •••. 


它很明显是一个 n 次多项式，为了证明它是一个正交系，我们先注意，它们恰好是 e 


+ 2x5 


(13) 


作为 


的函数（以: C 为参数)在 S = Q 处的泰勒级数的系数（相差一个因子 4) ，这个函数称为埃尔米特 

n I 

多项式的生成函数.事实上 

- 5 ^ +■ 2x5 — X~ - (5 - 

e — e e t 


所以 


+ 2ocs 


s 

n = () 
oo 

2 

m 二 o 

oo 

s 


丄 (A 

n I ^ds 


(.5 ~ x)^ m X~ 

•e 


X / 1 \ ^ - 

e f d I - (,5-x) L 

n I ^5^ 6 


n 


£) 


- (5 - 


5 = 0 

2 


2 (^-Te- x2 s n 


n ! 


、dx 




( x ) 


n 
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为了研究 Cx )} 之正交性，考虑 e 


+ 2x5 * - t + 2xt 

•e 


2 


m i n 


( x ) H „ ( x ) t rn $ n .双方乘以 


e 再对 x 在 （- O ^， + °°)上积分.因为 ( x ) (: c ) 是: c 的 m + n 次多项式，乘上 e x 后在 
: r —± ⑺时函数迅速趋于0,而上述级数对 I 一致收敛（也可以用勒贝格控制收敛定理，但是视 
U s 为参数)有 

’ 2 2 2 

-x _5 ^2xs~i + 2 工 / 1 

e e ax 


its ~ (.x ~ i ~ s) 

e e 


d:c = 2 


艺?71 y 


m i n 


ix ) ( x ) dj ：. 


利用著名的高斯积分 e 〃 2 de = v ^( 这个积分太重要了，我们下一节专门讨论它），即知式左为 


Its 


- 〔：€ - t - 5) 1 — 

e ax — 


Its 


de 


(^ = X — t — s ) 


=-/ 7 ze 2ts =\frz 


2 ! 


\ 1 “ ,n n 

}j —i s 
i n I 


与上式右方比较,注意到若两个幂级数相等则其同次幂系数也相等(对于两个自变量 / 和 5 的. 

重幂级数 a mn t m s n 也容易证明 a 画为其和 F (^) 的导数 , 3? m ’ Q) ) ，即有 
^=o m ! dt n ds n 


(x ) ( x ) dx — - ItzT 1 * n ! . 


我们称此式为 ( x )} 以为权的正交性.引入了权函数后，我们定义 


(14) 


(/» g - ) = p ( x ) fix ) g ( x ) dx 


(15) 


和 


|| /|| 2 = 〈/，/>= p(x')\f(x')\ 2 dx 

为以 "( x ) 为权的内积和范数之定义相仿），而且称使得 （16) 中的 || j 
数集合为逆 p CE ) g (5, 它与上面讲的 L 2 CE ) 性质相似. 

但由 ( xhii 规范化，为此我们再添加一个规范化因子（归一化因子 ） N 


(16) 

< + CO 的可测函 


kRTn !)1,而称. 


- 1 ) 


r 2 ( d 


Ofizl " 1 • n !) " 2 


Cx ) 是以下微分方程 


u 


e ~ x 为规范化（归一化)埃尔米特多项式. 


一 2 xu + 2 mu = 0 


的以 e i 为权的 L 2 (R 1 ) 解.量子力学中常用的许多 《. n . 系都是这样来的.例如当我们讨论具有 
球对称性的量子力学问题时会遇到要寻求 


[ (1 - ： C 2 ) + 777 (m + 1) W = 0 

ax ax 

(勒让德方程）在[-1，1]上的多项式解，这个方程的特点是在区间两端: r = ±1处有奇点. 
可以证明 


( 17 ) 
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PL Cx) = 




2 m * m • dx J 


(x 2 — 1) 


(18) 


是方程 （17) 的解，也可证明 {P (: c ) } 是一个正 交系: 


1 2 
P rn (x ) P n (x) dx = - 

Zm - 


■8 r 


-l 


因此，添加归一化因子后 ， [/ 2 ， +i p ( x ) i 就成了一个 《. n .系. （18) 称为勒让德多项 
式 _ P m ( X )的罗德里格斯 ( Rodrigues ) 公式. 

举了以上几个例子以后，设已有 L 2 CE ) 的 o . n . 系 {/； Cr ) } ,任一个 L 2 CE ) 函数/ ( x ) 可否仿 
照1^中的坐标展开式 （10) 写为 


/( x )= 2 «丄（1)? (19) 

n = (i 

如果可能，又如何求系数至少在一个情况下可知 （19) 式是不可能的 ：如果 在1^中从坐标系 
中删去若干个而得例如则 （10) 式是不可能，因为这时 （10) 式右方成为 

2 a t e t 是与 q 正交的，它们只构成一个 N - 1维空间.所以只能表示与 q 正交的 N - 1 

1—2 1—2 

维子空间中的全体向量，而对 R n 中的全部向量它不可能成立.从几何上这是不言而喻的.现在 
L 2 CE ) 在一定意义下是无穷维向量空间（其 《. n .系含有无穷多个元，上面三个例子都是）.如果 
删除了 II . 系中的若干个元，使得它“不完全”了，则至多它只能表示与被删去的元正交的那些 
向量.这个删减的 《. n . 系称为“不完全的”.在有限维空间，一个 n . 系是否完全很容易判 断：完 
全性的充要条件是系中向量个数等于空间维数，但在无限维情况，删去若干向量后，余下的可能 
仍是无穷个.因此我们要从另一个角度来讨论这个问题 ：设有 系 {/„ Cx )}, 任给一个 / Cx )6 

L 2 ( E ), 并且确定正整数 N , 在长度为 N 的线性组合 D q /, G ：) 中，怎样选系数 （ Cl ，…，~}能 

左=1 

使 /- S c k f k 最小？ 

回答个问题其实很 容易： （为简单计设/，/；均为实值函数)经过一些计算，可以得出 

II / _ 2 c kfk II 2 = II / II 2 -2 2 ^ ot k c k ) + 2 

k=l k=l k=l 

=ll / ll 2 _ 2 4+2(°^- II / II 2 - XI ⑶) 

k=\ k = \ l 

这里％= 〈/，/ A >, 称为 / 对 {/ j 的傅里叶系数.所以当且仅当线性组合之系数为/之 

k 二 \ 

傅里叶系数时， || /- 2 Ck f k II 将达到其最小值 II / II 2 - 这里最有趣的是，若把 N 增 

到大 M ， 再求类似问题之解时，则前 N 个系数=4不改变，而只要调整 c N ……， c M 使之等于 
°>+1，…，即可，所以我们可以令 iV — 00 而有 

定理4 若/ Cr ) G L 2 CE ) 而 {/& Cr ) } 为 L 2 CE ) 中的 《. n . 系，则有以下的贝塞尔 （ Bessel ) 不 




等式 成立: 
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2 


ll/ll 2 >S ⑻ 

证在 (20) 中令 q =~,因式左非负，故 

II / II 2 - H 

k = \ 

oo 

令 ] V — ⑺，即知 S +⑺且 (21) 成立. 

A = 1 

注 如果考虑复的 o . n . 系 {/ A }, 则 H 应改为|%| 2 . 

注意到在 R n 中，两个向量之内积即 a 在6上之投影.在 L 2 CE ) 中，如果我们视 o . n . 系 
{/； (: r )} 是一组单位长的互相正交的向量，即正交坐标系，则 /(^) GL 2 CE ) 的傅里叶系数就是 
向量/在这些单位坐标向量上的投影.在 R n 中，按毕达哥拉斯定理，如果这些单位正交坐标向 
量没有少取的话，则投影的平方和应该就是是向量长平方.与此类比，若对任意 /( x ) GL 2 ( E )， 
(21) 式中有等号成立，贝 U 应该标志着 n . 系{/^ ( x )} 中没有“缺少”了哪一个向量. 

定义4 若 {/ A ( x )} 是 L 2 CE ) 中的 《. n . 系，若再没有一个非0 (即不处处为 0) 的 L 2 CE ) 函数 
与一 ■切 / A Gc ) 正交，就说 {/ A Gr ) } 是完全的 o . n . 系. 

定理 5 «. n . 系 {/& ( x ) } 为完全的充分必要条件是 （21) 式对任意 /( x ) G L 2 (£) 有等号成 
立： 


|| /|| 2 = 2 k I 2 ， a k = ( f ， f k ) . (22) 

左二 1 

(22) 式称为封闭性方程或帕塞瓦尔 （ Parseval ) 等式. 

证充分性 若 (22) 成立而有非0的/ ( x ) G L 2 ( E ) 与一切 / A ( x ) 正交，因此&二 
(/,/,) =0,而由 （22) 有/几乎处处为0,这与/非0矛盾. 

必要性 今设 o . n . 系 {/； ( x )} 是完全的，证明 （22) 成立.实际上，任取 /( x ) GL 2 ( E )， 而 

〜=(/，力），我们来看级数 i ] 首先的问题是这个级数在什么意义下收敛.为此，我们 

k 二 \ 

GO N 

形式地记 g ( x ) = I ] a k f k (x ) ，并取此级数的部分和序列 & (x ) = I ] a k f k (x ). 易见 

a 二 1 与 二 1 

M 00 

II S N ( x ) - S M ( x ) II 2 = 2 k I 2 (设 M > N ). 由贝塞尔不等式， I ； k | 2 < + ⑺， 故 N，M 

k 二 N+l k 二 1 

充分大时 || S N Cr ) - S M Cr ) || < e . 由下面就要证明的里斯-费希尔 ( Riesz - Fisber ) 定理（关于勒 
贝格可积函数的里斯-费希尔定理即上节之理19,它们的重要性在上节已讲到了 .在 L 2 CE ) 中这 
定理也成立，也同样极为重要，见下文）知 S N Cx ) 在 L 2 CE ) 中收敛于一个 L 2 CE ) 函数，记它为 

oo 

g *( x ), 此即 gCx ) 二 Z a ^ Cr ) 的意义.现在再来计算 g ( x ) 之傅里叶系数.因 II S N ( x )- g ( x ) II 

k 二 \ 

— OMN > k $( g ， f k )=( g - S N ， f k )+( S N ， f k )=( g - S N ， f k ) + a k 々 N — oo ，\ 
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证明的 L 2 ( E ) 中的里斯-费希尔定理， || || — || /|| ,但 || S N || 2 = 2 令 iV — ⑺即知 

式成立. 

给出了一个 o. n .系，怎样判定它完全与否？这时常是最吃力的问题，因为应用定理5 
方便，而且这常是最重要的问题.下一章我们就要证明 { e &} 是1/([-71，；1])中的完全系.却 
们则回到 L 2 CE ) 理论中一个最重要的定理.§2中我们已对勒贝格可积函数证明过 一个同 
定理（定理 19). 

定理6(里斯-费希尔定理） mf k l 2 ( e ) 二 忠？ Id 卩 iiSr e >o 

N(e) 存在，使当 《 ,m>N(e ) 时 || f n ~ f m II <e ，则必存在唯一的 /(x)GL 2 (E ), 使 || /„ - 

0, 而且 ll /„ II —11 /II . 

证 § 2 中证明定理 19 时，我们是假设了 m CE ) < + oo 的，而只在最后提了一句话当 
a 有限时定理也成立,现在我们给出完全的证明. 

( i ) 先设 m CE )< + c «， 注意这时 L 2 CE ) 函数本身也为勒贝格可积.现在取 N r < N 2 < 
N ，", 使 

II / %+1 - /% " 〈士， 

而由施瓦茨 ( Schwarz ) 不等式 

' l/N, + 1 -/Njdx<| m (E)| 1/2 ||/^ + 1 -f Nk II L 2. 

E 

oo 

所以 y ; f I /n - //v I dx < + ⑺，而依照上一节勒维定理的证明可知 ， / N (」 
GJe 1 

CO 

y; [/ N ( x ) - f N &)]几乎处处收敛于某个函数/(：^)，亦即{/；(1)}有一个子序列{^ 

^ J 务 + 1 k k 

k = 1 

在 E 上几乎处处收敛于/(工）./(：^)在£；上显然是可测的，今证它属于 L 2 (£). 为此，也: 

证昍佘裡 1 Q —详.可初当 ％ 5 /V D R 计 
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子集&上几乎处处收敛于 /( x ), 所以 /( x )=/( x ) 于&上，或者说 /( x ) 可以延拓到£ 2 上仍 
为可测函数.我们仍记它为 / Or ) (上面的记法是 / Cr )). 用对角线法即知在 E 上有一可测函数 
/ Cx ), 使在 每个& 上都可以仿照上面的证明而有 

f n ( x ) - / ( x ) dx < £ 2 . (24) 

暂时固定 n ，由/ ( x ) = f n (x ) + f Cx ) — f n ( x ) ， 用二角形不等式有 


/(x) 


2 


dx ) ^ 


6 


人 （工） 


dx 


2 




/； ( X ) 


dx 


2 


再令 k — 即知 /( x ) G L 2 (£). 在 (24) 中先令⑺，再令 tz — ⑺即知 

lim || A - /II =0， 

n 一 00 

即是说 L 2 收敛也成立. 

定理的最后一个论断并非此定理之一部分只是顺便放在这里，因为证明十分容易 ：利用 

f n ( x ) = f n ix ) - / Cr ) + / ( x ) ; / ( x ) = / ( x ) - f n ix ) + f n ix ). 

由三角形不等式有 


亦即 


fn II < 


fn 


< 11 /, 


fn 


III A II - ll/ll 1<11/„-/1 卜 0. 

至此我们已经完成了对 L 2 CE ) 的讨论.可是在历史上，首先讨论的是另一个空间/ 2 ,这是希尔伯 
特与施密特在研究具有对称核的积分方程理论时提出来的 . Z 2 是一个由复数序列组成的空间. 
在 L 2 CE ) 中可以找到完全的 o . n . 系（这一 ■点 证明尚未完成） (： r ) } 后，任意/ ( x ) G L 2 ( E ) 就 
都可以展开为以下形状的级数 


fD=Yj a kfk ( 工 ') ，〜 = ( 或％ = (/,/；)). ^ 25 ) 

k 二 \ 

我们不妨称它为 / Or ) 之关于 o . n . 系 {/„ (: r )} 的傅里叶级数.上面证明了它的部分和在 (23) 式意 
义下收敛于 fix ), 即此级数在 L 2 意义下收敛于 fix ) • 帕塞瓦尔等式指出 

11/11 = ( f ： … 2 ) 1/2 (26) 

k 二 \ • 

(22) 式是对实的 L 2 (£) 系数讲的，不过这个理论对复值 L 2 函数也成立，这时帕塞瓦尔等式应改 
写如上，于是我们看见 L 2 (£) 函数/ ( x ) 与一 * 个序列对应： 

f (.X 、〜 (ai ， a 2 ， … ， w ，… ）. 

很容易看到，这个对应是双方 1-1 的，而且保持线性空间结构，如同线性代数中讲的线性同构一 
样.式左的 /( x ) GL 2 ( E ) ，故有内积与范数，如若还有另一个 g ( x ) GL 2 CE ) 对应于 （& ，/^，…， 

oo co 

ft ，…），则由 / (工 ） = a kfk ( i) ， g ( x ) = 2 pkfk ( x ) ，可以证明 
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、 f ， g、= 2 »\\ f\\ 2 = 2 a2 ^ w § w 2 = 2 虑 • 

k=\ k =i k 二 \ 

因此，我们在集合 { Cl , a 2 中也可以引入内积（实的和复的）和范数 

oo oo 

( a ，/3) = ( 或 （ a ，/3) = 2 a k (3 k ) ， 

k 二' 左二 1 

II Q II 2 = XI ，（或 || a || 2 = XI 丨 2 ) ， 

k 二 \ k 二 \ 

这里 a = ( q ，，…，， •••） ， /3= ( ft ， ft ，…， ft ，…）.在这个集合中引入线性结构和由上式定义 
的内积与范数后，我们得到一个空间，记为 Z 2 . Z 2 与 L 2 CE ) 线性同构.这个同构由 L 2 CE ) 中的一 
个完全的 0.11 .系来实现，选用不同的完全 0 . 11 . 系会得到不同的同构，但是总是同构.这个同构又 
是等距的，这一点由 （26) 式以及很容易证明的 

oo oo 

(/ ， S'〉 = 2 a A ，（ f， = a kP k 

k=i k =\ 

来实现.不问那个完全的 o . n .系如何选择，上面的关系式总是不变的.因为 L 2 ( E ) 与 I 2 有上述 
的等距同构关系，我们把二者看作完全相同的空间.而且上面已提到，在历史上是先有/ 2 ,后来 
才由里斯提出 L 2 ( E )./ 2 中也有里斯-费希尔定理，但我们不来证明它了.读了第六章中关于完 
备性的论述就会明白. 

至此也可以回答一个 问题： L 2 (£) 是无穷维空间应如何理解？这不是说 /( x ) GL 2 CE ) 而 
E 中的 x —般有无穷多个点就说 / Cr ) 是无穷维向量，而是因为 L 2 ( E ) 与 I 2 同构，而后者显然有 
一个含无穷多个线性无关向量的基底，例如 { (1，0,…，0,…）；（0,1，0,…，0,…）…；（0,…，0,1，0, 
} ，才说 Z 2 是无穷维向量.所以与它同构的 L 2 CE ) 也有无 穷维； 而上述 Z 2 的基底（或坐标） 
就对应于 L 2 CE ) 的一个完全 o . n . 系{义 Cr ) ，/ 2 Cr ) ， …， f k ix ) ，•••}. 

L 2 CE ) 空间具有无穷维的欧氏空间（或埃尔米特空间）的结构，因此是性质极丰富而简单性 
又仅次 fR N 的空间，它是量子力学的基本框架. 

3.L P 空间 研究了 L 2 CE ) 后，就可以考虑1/ CE ) 和这里 l p (£) 就是/>次 
幂勒贝格可积的函数之空间.这时会问当 P >1 时，若 |/( x ) I * 勒贝格可积， / Cr ) 本身又如何？ 
和 L 2 CE ) —样，若 m (£；)< + co , 则 / G :) 本身也勒贝格可积，否则就不一定了. 当然夕 =1时， 
L p ( E ) = L l ( E ) 即勒贝格可积函数空间，而且通常也喜欢用这个记号而不用 L ( E ). L ™ ( E ) 则 
是另一回事 .1/ CE ) 也是线性空间，这一点不难证，我们暂时略去. 

下面限于1<这个限制极为重要. 

L p ， />尹2和 L 2 最大的差别在 于！/ ip 參 2) 中没有内积，因此就没有 o . n . 系这一重要概念. 

但在1/中却有与施瓦茨不等式相应的重要不等式.以下我们说，适合关系式1 + 1二1的{和^? 

P q 

(这里 l < p ， g < co ) 为共轭指数，而1/与 L 9 也称为互相共轭的空间.当然 ，/ > = 1时 ， g = co , 所以 
L 1 和也互相共轭，但其性质与1 〈/ >， g < co 极不相同.显然，当 p =2 时也有 g =2, 所以 L 2 
是自共轭的. 

定理 7 嚇尔德 (Mder) 不等式 ）隻 f(x)eL p (E) ， gQr)eL q (E)^ + — = bl<p ， 

/( j ；) g - ( x ) G L 1 ( E )， 而且 




§4 平方可积函数 


2 


(28) 


| f ix ) g ix ) I ( J I f ( x ) I p & x ) ( I g ( x ) I 9 dx ) . 

E E E 

为了证明这个定理，我们先证明 

引理（杨 ( Young ) 氏不等式）若 a ， 6 X ) ， p ， q 同上，则 

n P u q 

. (29) 

P q 

证考虑 0< f < + ⑺上的函数 9 ( Z )= 广 — 的， 0< a <1.0< Z<l 时 〆 >0,1< Z < ⑺ 
时， 〆 （ r ) <0,所以 p ( r ) 当？ = 1时，达到最大值，即？ — a t^i — cm 而 

f《at + (1 — a ). 

如果 a = 6 = 0,则 (29) 自然成立，所以我们可以限于67^0的情况，令 a = 1//?，则 l-a = l -丄= 

P 

^■，用 r = 代入上式双方再乘以即有 

q 

n p h q 
ab <— + — . 

P Q 

赫尔德不等式的证明在上式中令 

/ (r p \ Up / /r q \ Hq 

a = / ( x ) / ( f ( x ) dx ) t b = g ( x ) / ( g ( x ) dx ) (暂设两个分母均不为 

^ J f J 

E E 

0) ，则 


dr = 1 ， b q dx = 1 . 


以 a , 6 代入上式并在 £； 上积分即得赫尔德不等式.若上面至少有一个分母为 0 ,例如 
/ ( x ) dx 二 0 ，则/ Cx ) = 0 几乎处处成立而 ( 28 ) 是自明的. 

定理 8 ( 岗可夫斯基 ( Minkowski ) 不等式） 若 / ( x ) ， g " ( x ) G 1 / CE ) ， 1 〈/ >< + °°，则 

/ r> I I -h \ \i -h / r> I I * \ \l -h / r> I I * \ \i -h 


Cx ) + g ( x ) dx ) ^ 


P \ Up / r p 

(工） dj ： j + \ g ( x ) Ax 


E E E 

证 在赫尔德不等 式中把 I g ■(: r) I 换成 \f+g\ plq ^ 即有 

、 pi q / C p \Y\ p (▽ p \llQ 

/ (x) f (x) + g (x) dx < ( / (x) dx) f (x) + g (x) dx ). 

E E E 

类似地 ，把 I / (:c) I 换成 \ f + g I plq •> 又有 

、 pi q / r p / C p \lh 

g (x) f (x) + g (x) dx ^ 1^ g (x) dx j \ /(x) + g (x) dx j 

E E E 

两式相加，注意到 \ + [ 二 p (丄 + 丄) 二 少所以 

q \ p q ’ 

- p r / r p \^lp / r p \ 1/p "I / r p \ 

f + g dx ^ l f (j:) dr J + ( g (x) dx) • ( f G:) + g Or) dx) 


p \ 1/9 

f ( x ) + g ( x ) Ax ) 


p \ 1/9 


双方除以 f fix ) 
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可测函数空间，而如果在定理7,8中这样来理解 L ' 则它们对 + 也是成立的. 

闵可夫斯基不等式当 p = 2 时就是三角形不等式.因此，在1/ CE ) 中我们仍可定义 /( x ) 作 
为一个向量是“长度”,称为模或范数，记作 

f r p \幻 P 

II / II //=( /( 工） dx ) ，1 < /> < + 00 ， 

||/|| L »= esssup |/ W |. 

尽管我们不能定义内积因此没有角度、正交性与 o . n . 系等概念，但有了向量“长度”，就可以定义 
两个向量或两个点 /, g ■之距离 〆 /, g ) = II f~g II .很容易看到，它和 L 2 CE ) 中的距离一样 
也具有以下三条基本性质 

(i) P ， g) = P 〔 g ， f)' 

(ii) (0(/ ，茗 )>0 ， (0(/ ，茗） =0 ㈡ /=g; 

(iii) (O (/ ， (/ ， A) + jO (A ， . 

所以 1/ 同样也是性质极丰富的空间 ：它们 有距离，也有线性结构，但除非 

/>=2,没有正交性的概念.它们也提供了 一系列十分有用的数学框架.不过我们要注意， L 1 和 
L °° 空间有许多重要的性质是一般的1/ ( l < p < + co ) 空间所没有的.在今后的学习过程中这一 
点应该牢记. 

最后我们要问，是否1/ (£) 空间也适合里斯-费希尔定理？答案是肯 定的： 

定理 9若{/」是1/空间中按 || • || ,/范数的柯西序列，则必存在 / GI / CE ) 使在1/意义 
下 lim/ A =/. 

A —00 

证明略去，我们只提醒一下，/><%时， 1/ 意义下的收敛都是以积分表示的一种平均收敛， 
只有收敛性是除了一个零测度集后的一致收敛性. 

§ 5高斯积分 

本章前一部分比较系统地介绍了积分理论.我们先讲了从19世纪中黎曼对自古希腊以来的 
计算面积问题的理论和方法所作的系统的整理，提出了第一个完整的可积性理论.继而介绍了 
20世纪开始时兴起的勒贝格积分理论.我们指出了，黎曼积分的局限性根源在于它是以只具有 
有限可加性的若尔当测度为基础的，而勒贝格积分理论则是以具有可数可加性的勒贝格测度为 
基础的.概率也正是一种具有可数可加性的测度，所以勒贝格积分在概率、统计，以至理论物理中 
起着不可替代的作用绝非偶然.最后我们则介绍了勒贝格可积函数所形成的一个空间的“阶 梯”： 
{1/} , + %,它们提供了重要的解决数学与物理问题的框架. 

本章其余部分则介绍一些与积分理论有关的发展.它们都有深刻的、广泛的应用，但又不能 
说是积分理论的主体的一部分.所以我们的介绍必然更简短一些，可能也显得比较零碎. 

这一节里要介绍的高斯积分，从计算的方法来讲实在简单不过，但是它的含意深远.我们先 
从一个理想化的物理问题开始. 

设有一个粒子在 x 轴上运动，粒子的位置限定在 x = nh ( n 为整数）处.如每过一定时段 r , 
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粒子就移动一个步长 /l ， 到: C = (72 - l)/l ， 或 X = (K + 1) /l 处.如果没有任何物理的理由使这个 

粒子更易向左或向右走，则我们说粒子从? i / i 处移到 ( n-Dh 或 Gz + 1) A 的概率都是再过一 

个时段 r , 粒子又继续随机地左、右移动.这里一个重要的假设是，粒子每一步是向左还是向右与 
其过去各步（即其“历史”）是无关的.如果我们记粒子在第；7步时，即在 t = nr 时粒子已从 : c = 
ih 移动到 x 二#的概率为 P (认- , nr ) ,则原来关于粒子运动的概率的假设是 

P tj 二 Piih — 二\^’ 州一 I (1) 

[0, I I -j | 7 ^ 1 . 

这样一个模型有两个特点： 

(i) 齐次性(或称均匀性）.概率只依赖于粒子移动的总的路程，亦即从 : c = A 移动到 : r = 
与从 X = (i + i (、) h 移动到 x = (j + i () ) h 的概率是相同的.所以 P tJ = PC ( i — j ') h ， z )^ i — j 的函 
数. 

(ii) • h)\ x = ih 移动到 x = j/i 的概率与从 : c = 移动到 x = 说的概率相同.因此 
P ((i — j) hi r) 其实是 U - j I 的函数，于是 _P y = P Jt . 

这样建立起来的数学模型称为 1 维随机游动 (random walk ) .现在我们来计算 P (G - j 、 h ， nr ). 
它是设在初始时刻粒子位于 x = 0处而在经过 nr 后移动到（纟 - j )/ i 处的概率.一'共游动了？7 
步，如果其 中有々 步是向右，则有 n — k 步是向左，结果则游动了 

kh — in - 0 h 二 (― w +2々 ）A 二 (i — j ) h • 

如果和《都固定，则由上式 々可 以唯一地确定.问题只在于一旦固定了々，则游动结果必达 
到 （i - j ) A . 这77步中总有々步是向右，但是是哪々步是不一 ■定的 .这些向右移动的步子的选法 

共有 ( )种，而每一'步向右、向左的概率又各为^ ■，所 以72步后达到 (i — j ) h 的概率是 

V 2 

丄 M 
2八 k ) ’ 


P ((i — j) h ， nr) 


我们可以从一个树形图（图 4-5-1) 来看为什么是这 
个结果:要想在 Z = / zr 时达到 A ，必须在 f = in ~ D t 
达到点或点 P k ，从点、 巧 M 再向前游动有两个可 

能，到达点巧的概率只有+，从点巧向后也是一样， 

所以 

P ((i — j) hy nr) = -^-P ((i ~ j ) h ~ h r (n — 1) r ) 

+ 去 P ((i - j) h ， (/z - 1) r ) . (3) 

但这就是著名的杨辉恒等式 
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若在 (3) 式中令 （ i - /)/1 =工， Gi - l)r = r ， 就得到 


P (x “ + r) 二 -^~P G: + A ， ？） + -^-P (x - A ， r). 


⑷ 


这里考虑的是粒子向左与向右的概率同为 I 的情况.如果向右游动与向左游动的概率分别为 

和 g 二1-/>，而且0</?<1，则代替上式有 

P ( x ，/ + r ) = pP Cx + ht t ) + qP (x — A ， r ). 

上面画的图的每条水平线 r = « r 给出了初始位置为: c =0 的粒子在这一时刻达到各个结点 
的概率，所以称为一个概率分布.二项式定理给出了 


2 P (人丄 - j ) h ， nr ) = 2 士 (々)=1. ⑸ 

(注意，若々<0或々 > n 我们规定 d =0, 这样在求和号下就不必具体指出々的变化范围 .） 

k 

(2) 式这种概率分布称为二项分布. 

上面给出的是一个离散模型.为了要由宏观量过渡到微观量，就需要令 A , r — 0,这样就会得 
到一个连续模型.但为此首先要引入概率分布的密度的概念.如果一个粒子位于长为/^的某个 
区间的概率是/>，则当区间长 A —0 时就会想到该粒子恰好位于某一点上的概率，在合理的设想 
下它可能为0,这恰好是很容易引起问题的.因此我们引入概率密度 g 的 概念； 粒子位于该区间 
的概率与 / i 成正比而为 gA ，这样，上面的 （5) 式(不妨令 j = Q ， mr = f ) 将成为 

^ P ( ih ，/ )=1 ㈡ q ixy t ) d x = 1. (6) 

现在我们就可以来引入连续模型了.从 (4) 式双方减去 P ( x , r ) 再除以 r , 有 

P t + t ) — P ( j :* t ) _ h 2 P ix ^ rh ^ t ) - 2 P t ) + P (x — h * t ) 

r 2 t h 2 ' 

再令 PCr ,?) (: r ,?) 即引入概率密度.令 r ， A — 0,但_ = D 不变，即有 

(7) 

一种流体这 iiSi 力学的观点出发的，而在本质上是统计的.它正是爱因斯坦研究布朗运动的 
基础.爱因斯坦利用已知的种种物理知识指出了扩散系数 D 与其它物理量的关系，并由此进而 
得出了阿伏伽德罗 ( Avogadro ) 常数——标准状况下一摩尔气体中的分子个数——与从其它方法 
得到的结果相符得很好，这样才使得原子作为一个实体的存在得到了公认. 

现在再回到一个粒子在初始时刻位于: c =0 处的扩散（我们用一维随机游动来描述扩散过 
程）.初始时刻该粒子位于 x = Q 处的概率为1而位于其它位置 CrT ^ O ) 处的概率为 0. 如果用概 
率密度来表述，若记该概率密度为 3( x )， 则 


8 (x) 



x=Q 
xT^O » 
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S (x ) dx = 1 . 

正如我们在第二章最后一节所讲的，这个概率密度应该用广义函数来描述，而这个3 G ；) 正是著 
名的广义函数——狄拉克 ( Dirac ) 测度，或称3函数.因此，如果用连续模型来讨论它，我们就需 
要求解以下的柯西问题 

二 I ) 气 \ g (x » 0) = S (jo) . (8) 

3 t d X 2 H 

这种以 3 Cx ) 为已知数据的解常称为偏微分方程的基本解.对于扩散方程，基本解是 


q 灸工， t ) = - / exp { — x 2 l 4 Dt ) » t >0. 

2/^Dt 


(9) 


这里涉及的广义函数知识在第二章中已讲了一点，下一节再仔细讨论，至于基本解的问题本书已 
经不可能讲了. 

一个概率分布如果其密度是 (9) 则称为或因为首先是高斯在讨论观测值 
的误差分布时遇到了它.这是一个极其重要不仅$ 1 ^¥出现在许多似乎全不相似的问题 
中，还因为概率论中有一个著名的定理(棣莫弗 ( DeMoivre ) -拉普拉斯定理），大意是说，当二项 
分布的 n 很大时，可以在一定意义下用正态分布去近似它.现在我们要提到的是,麦克斯韦在研 
究气体的分子运动论时也得到了它. 

麦克斯韦的论证从现在统计物理学的发展来看有不足之处，然而其基本思想仍然是正确的， 
而且只需简单的微积分知识就可以了解它. 

麦克斯韦考虑在一个容器内处于热平衡状态下的气体分子.由于其相互碰撞,分子的速度是 
随机的.因此我们不能说哪一个确定的分子在给定时刻的准确的速度是多少，而只能问速度在某 
个给定范围（例如 I 方向的速度在 q 到％ + d ^ 之间）内的分子数是多少.如果概率密度是 
f ( V ), w = (%, 巧， ％) GR 3 , 则它应该适合以下三个 条件： 

( i ) 规范性 条件： 

r> 

f ( v ) d*y 二 1， d*y = ， 

R 3 

上式表示气体分子的总数总是固定的，不妨设它为 1 .因此 / G ) 必须是 W 的可积函数. 

( ii ) 牛就兑， + # + 云力力 A ( SCI 胃 + ? 虫5：力 @ 艮 P 

(& ，:子是否旋转）上速度的分布是互相独立的.独立性就表示为速度分布 
(同时考虑三个速度分量）的密度是各个分速度的概率密度函数之乘积. 

f ( v )= f x ( v x ) f 2 ( v 2 ) f 3 ( v 3 ). ( 10 ) 

( iii ) 各向同性条件：即/ (* y ) 只依赖于 V 2 = v \ + v \ + v \： 

f ( V )= ① （ v \ + t^2 + ^ 3 ) . ( 11 ) 

现在我们要证明，只有高斯分布能同时适合以上三个条件.取 （ 10 ) 与 （ 11 ) 之对数，再对％ 
求导： 


1 d 




IO P 


^ ( 幻 2 ) 

0(v 2 ) 


同理，上式右方也等于 ^-^ ln/ 2 0y 2 ), 2 v dv ln ^ 3 (%), 因此右方必等于某常数而有 
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① ( v 2 ) = B exp ( Av 2 ) * 

B 待定.由可积性条件 A 必须 为负： A = - lla 2 , a 待定.现在求由以上可知应有 

f ' (•) =/ 2 (•)=/ 〆 •） = B 1/3 exp (—•/，）. 

代入规范性条件有 


B 


exp 


v 2 la 2 


) d*y 


B W a 2 ; r ) 3 ， 


因此 B 


1/3 


( g 2 k ) " 1/2 . 而有 


f» (a 2 丌 ) 


1/2 


exp 


v . 


2 1 a 2 }. 


而概率密度为 


f ( v ) = ( a 2 7 z ) " 3/2 exp {— v 2 1 a 2 }. 

不过这是一个三维的结果，而上面我们对一维随机游动所给出的结果是一维的.上式中的 a 麦 
克斯韦指出应为 


a = 


\/ 2 kTjm ， 


m 是分子质量，丁是温度,々是一个常数，后来称为玻耳兹曼常数. 
由麦克斯韦分布 


/ \ 3/2 彳 

f(v) — ( 2 二 T ) exp ^ ~ ~2 mxj2 ikT ) (12) 

可以得出关于气体的一些宏观物理量.就某一个粒子(气体分子）而言，要准确地说出它的某个物 
理量(例如动能|?^ 2 )是不可能的：因为我们只能知道该粒子速度在与 w + dw 之间的概率. 


但是要计算大量粒子的某个物理量 / G ) 的平均值是可能的 ：我们 只要把 / G ) 按一定概率分布 


密度 pG ) 求平均即可,/的平均值或者记为/或者记为</>: 

— 广 

/=〈/)= /(t?) p ( 幻 ) dt?. 

(一个量的方差即它与其平均值之偏差之平均值 <[/- (/>?> ,) 平均值也称为该物理量的数学 
期望值.我们现在就来计算一个气体分子的平均动能. 


2 


mv 




m 

~2 


v\f iv x ) 
m \ 1/2 ^ 


2 \2nkT. 


x^exp ( — kT ) dv { . 


令 


m 


1/2 


、2 kT 


= t 


，有 



m 1 2 kT 

• • 



t 2 exp (— t 2 )At. 


很明显，分子在： ^ 方向运动所产生的动能与温度成正比，而且各个方向（即各个自由度)运动所 
产生的动能均相等，所以这三个自由度所生的动能加起来可以得到 


= 吾 


上面这些计算都本质地依赖于计算 
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x n e~ x dx » n = 0 ， 1 ， 2 ， 


(13) 


计算平均动能时就要用到 2 = x 2 e~ x dx = V ^ i . 计算方法如下 ： n = 0时就有著名的高斯积 

J -OO 

分 . n 为其它值时在计算许多函数的数学期望值时有用.这里的积分限本可取为 （- CO , + %) . 但 
这样一来当77为奇数时，因被积函数为奇函数，（-〜，+ %)上之积分为 0. 为偶数时，被积函 
数为偶函数，所以 （- co ,0) 上之积分与 （0, +⑺）上之积分相等，所以我们只来讨论 (0, + CO ) 上的 
积分 （13). 

先看 n =0,利用富比尼定理 


_ 1 I 

e axdy 


第^象限 


Ax 


左方用极坐标表示为 


， n/2 


d 沒 


rdr = 


2 


， 7l/2 


d 沒 


e" 3 " ci^ = 7o • 


e " ^ d ? it — r 2 ) 


因此 


71 

T . 


"J~K 

"T 


计算可以用分部积分法.首先 


xe 


dx = 


1 

T e 


T 


然后利用分部积分法.当 Ti >2 时，注意到 e _ 


T (e 


x * x n ~ 


dx = 


2 


x e 




72 - 1 


n - 2 - . 

x e 


dx 


因此 


n 


2 


-2 


1 2 m 


(2m 


— 1) (2 m — 3) 
1 T~ X 



(2 m 一 1 ) (2 


m 


2 m 



—1)!. (14) 

上面我们讲到当 《 — co 时，二项分布将在某种意义下以高斯分布为极限，但是没有详细说 
明.下面我们来看一下物理学家是怎样用近似方法来得到这个结论的，这对于我们了解微积分的 
基本思想以及如何应用它们是很有益处的.其中我们还讲到著名的斯特林 （ Stirling ) 公式，它也 
是很有用的.以下材料引自 F . 瑞夫，统计物理学（《伯克利物理学教程》第五卷，附录 A . 1,高斯分 
布，437 〜 443页，该书由科学出版社1979年出版）. 

我们讲到一维随机游动时是假定了粒子向左、向右移动的概率均为而有 （2) 式 
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P ((i - j ) n ) = ^ ). 但若向右与向左游动的概率各为/>与 g = 1 - />，则应有如下的概率 


P ( k , n ) = 



n I 

k ! (n — 


k ) 


■p q 


n - k 


(15) 


若 n 很大，计算 k ! 将是相当困难的.但是因为0< /> ， g < 1， 故当或 K - 时，上述概率 

仍然很小，而 P (1 ， 77) 极大处 A = $总在靠近中间的地方（当/? = ^ = +时恰好在正中.正如二项 
定理之系数在“中点”07为偶数时)或紧靠“中点”左右两点 Gi 为奇数时）最大.所以当我们想找 


P (々， n ) 的近似公式时，除非/总是随着77同样取相当大的值.现在我们就来求 
P Qz ， n) 失子 k 的极大值. 

々是一个整数，所以每一次々的增量至少是1,这本来已是相当大的数了，但是如果々本身 
就已很大，其“增量”1与々相比仍然可以认为是“无穷小”，而且它所引起的 P 的变化也是极小 
的（这是很值得注意的事.在物理学家看来，甚至不太小的数也可以看作是无穷小.所以，一旦离 
开思辨的天地而进入现实，确有“海阔天空”之感.但是，这是不是说以前讲的数学都是没有意义 
了呢？暂时不要去争论，而是要多向物理学家学一点东 西）： 

\P(k + l,n) -Pik ， n)\ 《 Pik ， n) • (16) 

所以我们不妨认为々是连续变量而 P (々，《) 是它的光滑函数.我们又知道 InP 比之 P 是变化更 
缓慢的函数，因此，取 （15) 之对数 

\n P = In n • — In 々！ — In (tz - 々 ）！ + 々 In /? + (k — 々 ）In g ， （ 17) 

而且双 方对々 取导 数:这 里我们要注意，因为 A 是一个很大的整数，其増量= 1可以认为是 

“无穷小”，从而可以认为 A 是连续变量，并且可以用代替于是 

l\k ak 

din 焱！ ~ln (k + Ak) I — In 々 ！ _ In (焱 + 1) ! — In 焱！ 

~ M = I 

=In ) • = I 11 (々 + 1)^111 k . 

所以，由 （17) 对々求导即有 

P ^ - In 々 + In (tz - 々 ） + In - In g 
ak 

= ln ZL _ A .^_ (18) 

k q 

为了求 In P 之极大值应该令上式为0,即有 


k—k — np (注意 /? + g = l ). 
现将 h 尸在々=々处展为泰勒级数’注意到暫=0,即得 


In P 二 lnP (L ”）+ 1 ^ lnPCfe ^ ik - i ) 2 , 

2! aI 2 
dk 

这里我们略去了 ( k - k ) 3 以及更高阶的量.为了计算我们对 （18) 再对々求导一次，有 
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d 2 InP Ck ^ n ) 
dk 2 


n 


k n ~ k — kin — k ) 


所以可得 InP 的近似式 


npq 


In P Qz ， n ) ^InP (石， n ) 


(k ~ k ) 2 

2 npq 


P ( 々，/ 2 ) 二 Pexp [— (k - k ) 2 /2 npq ]» 


(19) 


这里戶二 72) .为了求它的值，我们要利用规范化条件，即全部概率（从々二 0 到々二? 7) 之和 

为1: 


2 P ( k ， n )= 2 P ( k ， n > Ak ， Ak = l . 

k — 0 k — 0 

和上面一样的想法使我们把上式看成一个积分和，而有 

P ( k ， n)dk = l . 

注意到 Z 则得 p a , 之近似式为 

PQz ， n ) = 1 R - ( ^-np) 2 !2np q (20) 

v 2 iznpq 

这正是高斯分布，所以我们说高斯分布是二项分布的极限情况. 

上面我们讲到如何近似计算一个大整数77之阶乘 H !. 实际上利用类似的想法可以得到一个 
很方便的近似式.我们有 


\nn ! = In 1 + In 2 + …+ lnw = In 是. 

和上面一样，我们认为每一项都有一个因子1 = △々，而把上式看成一个积分和，这样就可得出一 
个近似式. 

、 n 

Inn 丨 ^ \nxdx = Lx \n x — x~\i = n In n — /z + 1. 

J l 

所以当 n > l 时，略去上式最后一项即有 

Inn I Inn — n . (21) 

但是这还不是最好的近似.更好的还有著名的斯特林 公式： 


\nn I 


^n\nn — ?? + (2tt/z ) » 


(22) 


或 

7Z ! . (23) 

这里的 〜表示 两边的比值当 77 — oo 时趋于1.当 n >> l 时，因为 In ?? 比之 n \ nn 是低阶量，可以略 
去，这样就得到 (21) 式. 

当然读者会感到这里的讲法并不严格，但其主要思想是正确的.读者如能找到较详尽的数学 
分析教材中关于斯特林公式的证明以及概率论教材中关于棣莫弗-拉普拉斯定理的证明就可以 
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看到，主要思想是相同的.但是关于无穷大、无穷小量的估计在那些书中做得细致得多. 

最后我们讲一下高斯积分的一个简单的推广.高斯积分主要特点是被积函数是一个指数函 
数，而其指数是一个负的二次式.因此，我们不妨考虑一个 n 重积分 


1= e~ (Ax,x) dx ， (24) 

这里 A 是一 ■个 正定的 tz 阶对称矩阵： A = (a y ). 规定 A 为正定的原因在于当 I x I — oo 时， 
- (Ax,x> —- ⑺而 是可积的.对称矩阵一定可以用正交变换化为对角形，即存在一个正 
交矩阵丁 CT _ T = W ) 使 

A 1 

T~ l AT= '• ， 

这里，…，是 A 的特征根.因为 A 是对称矩阵，故其特征根均为实数.而当我们设 A 为正定 
时, Ai ， A 2 ，…，>0.现在作变量变换 


x = Ty ， 


则 


(Ar 1 x) = iATy 1 Ty) = (!TATy ， y) 


又因正交矩阵之行列式等于 ± 1，故 


代入 (24) 即有 


n 

= (T~ l ATy,y) = 

x= 1 

dx = | detT • 


fl fL 

exp (- = II 




=11 Wa,)^ . 


(25) 


如果 A 不是实矩阵，而只有 ReA>0, 也有相应的结果.因为需要更多的预备知识，我们只好 
从略. 


§ 6分部积分法、广义函数、索伯列夫 （ Sobolev ) 空间 

1. 分部积分法与对偶性 黎曼积分中起十分重要作用的分部积分法在勒贝格积分理论中 
是否适用？答案是肯定的，但是对函数的可微性、可积性要有更细致的规定.分部积分法之重要 
在于，它体现了一个非常重要的数学概念——对偶性——所以我们宁可暂时不问是那一类积分， 

也不把导数看成是^的极限而对它加以推广，以便突出分部积分法的主要思想.为此先按我们 

“常见的”形式看一下分部积分公式，但是是在 n 维空间的一个开集 D 上去考察它.先设 an 是 
a = 0，则 
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2 


D, 


3£ 


( x ) cp ( x ) dx = 




an 


dx 


f ( x ) ( x ) dx ， 


n 


: c ' = c ra ) . 上面加了一个 、表 示从: c 的坐标中把:^删去.我们希望9^1上的积 

分不出现，而这就需要例如假设 

9 I an ~ 0 . 

但是仔细想一下，问题并不那么简单，因为上式是 n 重积分，我们又用了富比尼积分把它化为逐 
次积分……等等.为此，对 D 的边缘 an 的光滑性就要有所限制.一维情况则简单多了，因为 R 1 
中的开集最多是可数多个区间的并，所以不妨设 D 就是区间（£7,6)，而90就是两个点 a 和6 .为 
了回避这个问题，我们设9? G ：) G G ⑺），下标0表不 p ( x ) 的支集是乃的紧子集.紧集就是有 


界闭集，而因 p ( x ) 只定义于 D 上而不是 >0上，所以 supp p ( x ) 是 >0的一'个紧子集，见图4 - 6 - 1 . 
由它到 3 D —定有一个正的距离，所以 《 p ( x ) 在附近为 0( 图 4-6-1). 

所以若补充定义 p ( x ) 在 D 外为0,则其光滑性不变，即有 cp ( x ) 6 C k (} ( IT ), 而 3 D 可以放在 
suppp 外任何位置，可以任意变形而不影响积分.于是我们有 

( x ) © ( x)dx = - / ( x ) ^^ ( X ) da :. (1) 

J T J dx t 

n n 

如果固定 / Cx ) ，而令 (X) 6 C ^, 变动，则上式双方都是 p Cx ) 的线性泛 
函， / Cx ) 与 p Cx ) 处于互相对偶的地 位：左 方是对/求导，转到右方则 
变成了对 P 求导 ./ 是生成泛函之元， P 是泛函作用于其上 之元； （1) 式 

指出，对前者施以^就对应于对后者施以与 P 是对偶的， 

dx t ox t r ox z 



与也是对偶的，分部积分法就建立了这样一个对偶关系•觀 


我们所说的“对偶性”的一个侧面. 

现在的问题是，即令 / Cr ) 不可求导，但若能够找到另一个& Cr ) 适合 


g t <p ( x ) dx = 
a 


/Cr) 

a 


d(p (x ) 


dx » 


则 & (: r ) 起了 g 的作用，因此可以把它看作/的某种广义的导数.尽管 它与# 有何关系并不 


清楚 ./ Cr),g Cr ) 要求某种可积性,不过也很清楚不需要它们在 D 上可积，因为实际上积分是 
在 D 的紧子集 suppp 上进彳丁的.而因当 p 变动时 supp ^ 也在变，所以指定 f ix ) ， ix ) 在 lO 的 
某个固定紧子集上可积也不行,所以我们给出 


定义1 若 / Cr ) 在 D 之任一紧子集上属于 I /，就说 / Cr ) 局部幂可积（局部 I /)， 记作 

/eLL ⑼ + ⑺. 

定义 
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我们可以仿此定义高阶 （ m 阶)广义导数，为此，需设 p ( x ) GC；T CQ ), 而有 
定义 y 设/ Cr ) 与 & (工） g lL ( n ) ，若对一切 cp (^) e ( n ) 均有 

\ g a ( x ) cp ( x)dx = (— 1) lffl f ( x )^ ^ ( f ) dx ， (3) 

J J ox 

n b 

则称& Cx ) 为 /( x ) 之 m 阶广义导数（弱导数），记作 & Cx ) 以上 ( Ql ，…，％)为重指 

标，且 I a I = a { + - ^ a n = m . 


若对适合的一切 a ，/ Cr ) 都具有弱广义导数 g 


则称 / Cr ) 为 m 阶广义可微(弱可微) 

■"'― -■"''w/■" 1 s_^ r_L 'w/ 


由于 Lk CQ ) 函数都是几乎处处定义的，（弱）广义导数也都只是几乎处处定义的. 

下面举一些例子，这里均设 (-M)CZR 1 . 

例1 令 /Cx) = |:r|, 很明显，按古典定义 /Or) 除在： r=0 处以外均有 导数： 这里我们利用 
了 pGcjcn ) 所以 p ( i ) = 9(— i )= o . 

J j' | 1 ， 0< >r< 1 ， 

d 工 1-1, - l<x<0 


也是/的广义导数.事实上，若取 9 ix ) e c ； co ) 则 


4^9 (x)dx = 
- j clx 


-1 


? 


Cr ) dx 


? 


Cr ) dx 


x(p 


(x) 


X(p 


( x ) dx 


+ x(p Gc ) 

所以#也是 |_ r | 的（弱）广义导数. 
dx 

例2 令 HCr ) 为赫维赛德 函数: 


xcp ' ( x ) Ax 


x I cp ' Cx ) dx 


H ( x ) 二 


k ) 


xX )， 

x <co . 


它不会有(弱）广义导数.实际上，若 CR ) 是 H ( X ) 的广义导数，对&>0取 pCx ) 使其 
支集在 Cr (> — h ， x ( 、 + h ) [ (0 ， 1 ) 中，应有 


+ h 

H ( x .) (p ( x ) dx —— 


+ h 

g (x ) cp (x ) dx » 

J % - A 


但式左显然为0 ,所以式右对适合以上条件的 p ( x ) 必为0.用后面讲的磨光方法即可证明 
g ( x ) = OS x >0处几乎处处成立.同样可知 g ( x ) = 0在： c <0 处几乎处于处处成立.总之，若 
HCx ) 有一个局部可积函数 gCx ) 为其(弱）广义导数，则 gCx ) =0几乎处处成立.于是由广义导 
数的定义，对任意 <p ( x ) G C 1 (— 1»1) ^ 

广 1 广 1 广 1 

0 = g ( x ) (p ( x ) dx = — H ( j ：) ^ ( x ) dx = — (p ( x ) dx = <p (0). 

^ -1 ^ - 1 wt) 


所以就会得出结论 :任意 <? (工）6(：1((-1,1 ))都在工=0 处为0.这个错误结论说明赫维赛德函 
数没有(弱）广义导数.它在广义函数意义下却有导 数:广 义函数 3 (X). 
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例 3把例 1 、例 2 联合起来看，我们发现 

=2H(x) -1. 
ax 

所以 4 ( 1x1 ) 不能是定义 2 中讲的广义导数,这就告诉我们，沿着对偶性的思想走下去，必然会 
dx 

越出至今我们讨论过的领域.第二章§4已经指出，古典的函数定义在刻画物理世界上是不够用 
的，例 2 中的 HGc ) 之“导数”应该是3函数，而它在物理上是十分自然而又有用的.它甚至超出 
了广义导数的范围，对此我们将在下面详述. 

从这几个例子看到，（弱）广义导数确实超越了古典的导数概念，那么自然会问，/ Cr ) 的古典 
意义的导数是否一定是它的（弱）广义导数呢？不一定.因为（弱）广义导数是由分部积分法衍生 
出来的，如果 / Cx ) 的古典意义下的导数能满足分部积分法的要求，则它自然就是（弱）广义导 
数，否则就不一定了.分部积分法的要求其实就是关于一个函数的可积性与其原函数的关系问 
题.在§ 1 中我们已看到，在黎曼积分理论中，这不是一个简单问题，在勒贝格积分理论中二者的 
关系如何实际上也非常复杂.所以我们现在走的是另外一条路.我们不去考虑例如（弱）广义导数 

是否与古典意义导数几乎处处 相等; S 是否几乎处处收敛于（弱）广义 导数； ……我们现在考虑 

的是如何沿着对偶性的路走下去. 

为此，我们首先注意到 p ( x ) 的选取.我们要求 p ( x ) G G CQ ) ,因此 1 Cx ) 在 3 D 的附近恒 
为 0 ,而不仅只在上为 0 .这样做其实有两个原因，其一我们已经讲过了，即避免了分部积分法 
中必然会遇到的 ap 之光滑性问题.另一方面是以后我们常要考虑函数序列收敛的问题.如果 

c k () ( D ) 中的序列{奶 Cr )} 在 b 上一致收敛，其极限函数当然在 ao 上为 0 , 但不一定在 an 某个邻 
域中为0;如果（％ Cx )} 在1/中收敛，则极限函数是否在 3 D 上为0也不得而知.再者我们要注 
意 、 k 的选取.如果我们只需讨论一阶导数，则 A = 1 即足够应用，但如果求导阶数不确定，则最明 
智的选取是令々= co , 而考虑 9 ( x ) ec ( ： cq ). 但这里又产生了一个新问题.例如对一阶导数 

#，我们希望某个式子对 ( peel ⑴）成立，此式当然对 < pec : ( n ) ec ； ⑴）也成立.但若我们 

只知道上式对 9 ec ： cq ) 成立，怎样保证它对 p ( x ) 6ciCQ ) 也成立呢？办法在于我们可以用 

一串〜(^) e Co ⑺）逼近 pG：)GCi CQ ), 使得在5上一致收敛于上式当 <p = ( p m 时是 

成立的.令 co 即知它对任意 ci ⑴）函数 pG ：) 也成立. {〜} 的作法下面讲磨光算子时会看 
到.所以，下面我们讲的 pG ：) 都选自 c;r cn ), 对它们还要规定一个很特殊的收敛性 . c ; r 在 
赋以这种收敛性后称为试验函数空间 . pCr ) 称为试验函数.不过要注意，我们会需要许多种不同 
的试验函数空间.上述的 C；T CQ ) 是最常见的一种，我们以后恒记为 DCQ ). 

现在要详细讨论 Din ). Din ) 的元素有很好的 性质： 它们可以任意求导（但是正如第三章 
中讲的，它们决非解析函数）.它们有很多用处，第三章§4中讲到如何利用它们来作“单位分 
解”——这是一个用于化整体问题为局部问题的有力工具，还讲到磨光算子.现在我们就来详细 
讨论磨光算子，仍然采用第三章§4的记号.令: r,：yG IT, 而 
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j s (x - y ) 


exp 

0 , 


y 

d 2 


-1 


X — y I < 谷 , 
x — y \ . 


(4) 


很明显 L Cx ) 是一'个支集在球 I x I 中的 C ( 7 ( R re ) 函数，而 h (，x — y ) — )i 


x — y 


•令 


L = ji (x ) dx » 

R " 

则 (K L < + ⑺，而且[允 （x - ； y ) dx = L ^ 1 . 我们称 (4) 为一个 : 

R " 


可以很容易地证明 


M $ (/) ( x ) 


J ^ x - y ) dy . 

R " 


(5) 


定理 1 设 / glL ( r h )， 则 
(o m 8 (/) ( x ) e c °° ( R ra ). 

( ii ) 若进一步设 supp /= KCCR n (“CZC” 表示左方为右方之紧子集，这个记号也称“紧包含”)则 
M d (/) 也有紧支集于 KZd 邻域坞 = [\ B d ( x ) ( B $ Cx ) 表示以3为半径的 72 维球体)内. 

o ： e/c 

( iii ) 若/在^中连续，则 M〆 /) 在 D 之任一紧子集中一致收敛于 / O — O ). 

( iv ) 若 feu ( R n ) A <： p < + ⑺，则在 1/ ( IT ) 内有 M 5 
证 ( i ) 就是经典的在积分号下求导的定理. 

( ii ) 令： c 在之外，则对任意 y ^ K ^ x ^； B d ( y ) 而有| >x - ;y I >3， （5) 式实际上是在 K 上 
的积分，而有 h ( x - j ) =0( x 在之外），因而 M〆 /) Cr ) =0. 


( m ) 因为 


LS n 


j $ Cx — 3 ;) d;y = 1 ，可见 


m s (/) ( x ) - j ( x ) I 


Ld r 


( j ) - 了 ix ) \ j $( x - y ^> dy . 


这里我们用到了七（ 2 - 3 ；)> 0 .令_ 2 ：- 3 ； = 2 ,上式右方为 


L 8 n 


/(x — z ) — f (x ) I j s ( 2 ) ds ， 


这里的积分区域实际上是当 X 在> 0 之任一个紧子集 K 内时，若3充分小， x - sGi^c 
D .因为/ 在乃 中连续，故必在 k 5 上一致连续,从而当 M 充分小时 l/Cx - 2 ) - fix ) I < 
e ， e 是任意小正数，由此命题得证. 


( iv ) 因为 /6 1/ ( R ra )， 而每一个 1/ 
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/ ( x ) G L p ( R ra ) ，先作 g G :) G C D ( R ra ) ，使 || f ~ g \\ / <|， 于是我们有 

II M s (/)-/!!,/< || M d ( f )- M d ( g ) ||,/+ \\ M d ( g )- g \\ [f 
+ \\ g ~ f \\ if - 

第一项与第三项均小于 e /3, 对于第二项，因为 g - ( x ) e C () ( R n )， 利用 （ iii ) 即知，当 3 充分叶 
小于 e /3, 定理证毕. 

我们附带提到，若 ( R ra )， 以上讨论仍成立. 

不过，上面的讨论当/? = + 00时失效. 

现在回到例2,在那里我们说，若 g (X) GLL (- 1, 1) 且对任意 P Cr ) G Ci (- 1, 
° g ix ) cp Cx)dx 二 0 ，则必在 Cx (, - + 中，有 g (: c )= 0 几乎处处成立.现在补— 

J x^~h 

O 口 PP m=I -r. -h- / , \ r-l-r 」一 fO 八 ~1T 、 t 儿 / 、广 1 r — V , 




266 


第四章积分学 


3£ 

3 x ， 


时，是把 ( 2 ) 式左方作为一个作用在 C；T CQ ) 上的线性泛函来定义的.凡用线性泛函来处理一 


个数学问题时，我们常用“弱”这个限制词.与此相对，若用范数来讨论问题时则常用“强”字.因此 
我们自然会问，有没有强广义导数的概念？有，而且这个概念有很深刻的物理背景.第三章变分 
法一节的最后，我们讲到从黎曼的时代，人们就知道用能量积分 


( u ) 


f du 

K dx 




来刻画静电场，而且指出“真正的”静电场必使上述能量积分达到最小值.由此就提出了“极小化” 
序列 {〜} ，即 〜 G C 1 ( iG ) ，而/ (、）— min 这个思想.但是如果限制在黎曼积分框架下，{、}以 
都不一定有极限存在，正是因此，我们才看到勒贝格积分理论何以优于黎曼积分 理论： 

OX } 

至少我们可以设想 {&} 与 


， d u n 
' dx 


在 L 2 意义下有极限^与因此有理由把 G 看作^在某种意 


义下的导数，这样我们就引出了 

定义 3 设 fQr)eL p CQ )， 若存在一个 C 1 (D) 函数序列 {/； G:)} 使得 || /； 

3 L 


县 1 / (0)^ L P 赛叉: 構限& ( x ) 6 1 / CO ): 


dx . 


g l 


if 


f II if — o ’ 班 
g t 沒 / 獲无 A 旌 


(强)广义导数并仍记以# = gi . 

仿此，可以定义高阶的（强)广义导数. 

于是产生一个问题 ：强弱 广义导数是否一致？答案是肯定的，这是一个重要的结论. 


定理 2 设而且具有强广义导数 = g ，则& ( X )也是 

/ Cr ) 之弱广义导数.若将强弱二字对调，结论仍成立.以上 1 </>< + CO . 

证 前面讲弱广义导数定义时恒取>= 1 ,实际上，取 1 </>< + CO 也可以，这一点下面不再 

贝口. 

(强 )0 ( 弱）.任取 p Cr ) G 01 C0 ) ，则由强广义导数定义，先对 /； Cr ) 使用分部积分法（这是 
许可的，因为/; (^) ec 1 cq )) 然后再在积分号下求极限（这里可以应用赫尔德不等式），于是有 


/； (X) 


/Cx) 


d (D (. x ) 

^0 C t 

d (p ix ) 


d x . 


d<x = 


dx = 


3f k (x) 

d x ： 




( x ) dx 


g t (x ) (p ( x ) dx . 


所以 g Cx ) 也是/ ' ( x ) 的弱广义导数.上面要注意，因为^ ( x ) G Cj ⑺ ） 而在3 D 附近恒 为0，故 
fix ) . g t ( x ) 等仅仅是局部可积也不影响计算. 


溺 )4 ( 强）.因为(: c ) 是/ Cx ) 之弱广义导数，故若令 （ 2 ) 中的 p (; y ) 为 j^njd (工 - 3 /) 
( x 当作参数）即有 


M d ( g t ) ix ) = g , iy ) <p (.x ~ y^>dy 
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2 


且 




d ) 


f ( y ) 


n 


9 cp (x — y ) 

d y l 


dy 


■^—M d (/) (x) = M d (g t ) (x). 

由前面讲的如何用磨光算子逼近，记 m 5 (/) Cx) = f d (x) e Lf oc cn ), m 〆 ^) Cx) = 
^ ( x)GLL ⑼，即有 II/,-/II ~一0, || II ~一0(尺匚匚^是任意紧子集)餐= 


gl8 .所以 / 之强广义导数即& (: r ) ，证毕. 

这两部分证明的难度显然有区别.前一部分我们将在以后看到，仅只使用了泛函的连续性, 
而这是一个很普遍的 性质; 后一部分则用了磨光技巧，这并不是处处都能使用的.因此在许多数 
学问题中，一个概念常有强、弱两种推广，证明二者相同是不容易的事. 

以下我们就只说广义导数而不再区分强弱. 

定义4 定义 

CO ) = { fix)eu CQ )， 且其广义导数 DYGI / CQ )， \ a \^ k ] ⑹ 

并称它为 Sobolev S 间，我们也常用记号 H b,p CiO ). 

从强弱广义导数一致性的证明中我们看到 CO ) 之元必可通过磨光得到的 C °° C0 ) 函数 
在范数 

II /II= ([ S 1 D T Pdx 广 ⑺ 

n lal ^ k 

下求极限而得.强广义导数定义中的 / iGc 1 ⑺）改成 c 00 ⑺）也是可以的（例如用/之磨光 
M llk (/) ( X )二 代替 /； 即可）.所以我们说 Sobolev 空间是 C 00 ⑺）经 (7) 完备化而得.现在问， 
如果取一串 / m G 再作一次完备化，会不会得到更多新的东西？结论是否定的.因为在 

II II ^中取 a =0 的一项可见 II Jm ~ ji II l p < II ~ Jt II0 , 所以一定存在一个函数 


/GL^{S || f m 


L p 


同理取 


f 3 _L 

^■d X , 


，又有 


df m _ 

JL 

dx . 

d x . 


L P 


^ fm ~ ft v/-' 


所以 g 必 

ox. 


有极限 I /. 由广义导数定义易知& .仿此类推可知 {/ J 必有极限 / GW 〃.这就是说 

定理3 W k,p ( n )= H k!p CQ ) 是一个完备空间. 

如果用 c;r cn ) 来作完备化,我们将记所得空间为 h，’ p cq ) 或 w ^ p ⑴），它也是完备的. 
但是其中之元并非具紧支集的函数.若々>1，可以证明 H^ p ( D ) 中之元在 3 D 上按一定意义为 
0 .以上用到的完备空间与完备化的概念，将在第六章详细讨论. 

注1在许多文献中，只在 p = 2 时才用记号 rf’ 2 CG ) 或 H ，’ 2 ⑴），但通常都将上标2略去. 

注 2 我们也时常要用到 Wt / ⑺ ） 或 ( O ). 


2 , 
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了著名的狄拉克的3函数.这种对象称为广义函数，当代对广义函数的处理最常用的方法是利 
用对偶性.下面我们就以此为线索讨论它. 

第二章§ 4 中已经指出，广义函数就是试验函数空间——例如上面讲的 D ⑴）——上的连 
续线性泛函（但那里没有在“连续”二字上做文章）.有许多种不同的试验函数空间.为简单起见， 
我们就考虑 D ⑺）好了.所谓泛函，就是一个线性 映射： Z : D ( D ) — 常数（这个数可以是实数，可 
以是复数.我们暂定为实数，于是泛函/也就用欧氏配对〈/， 0 表示.在第五章中会看见此常数 
取为复数的情况，于是记号这时就表示埃尔米特配对 （ Z ， 0 . 有的文献上用这不会 
造成大的困难）.所谓线性泛函，即对以及常数 q ， c 2 恒有 

I (C t <Pi + C 2 (f2) — Cj / (^j) + C 2 l ( 92 ). 

所谓连续泛函，如果细讲就要涉及试验函数空间的拓扑结构问题，我们将在第六章中作初步讨 
论，现在就只粗略 地说： 如果取一串试验函数 Cr )}， 而且设此序列在此试验函数空间中趋于 
0 ,则要求 Z (%)—0.这里有两个 问题： 一是什么叫在试验函数空间中趋于0?我们要指出，这正 
是广义函数理论之所以有强大力量的关键所在，我们马上就要来讨论它.二是一个数学对象的连 
续性是否可以用序列来刻画？这是拓扑学中的一个一般问题，我们将在第六章中稍微涉及. 

定义 5 D ( D ) 中试验函数序列{仰（ X )}在 D CO ) 中趋于 0( 我们引入一个 记号： 9k ^0 in 
DCQ )) 即指存在一共同的紧子集 K (^ n 使所有％ ( X )均适合 supp 而且对任意固定的 

重指标 a ， Cx ) 在 D 上对 ： r (而不必对 a ) — ■致 趋于 0 . 

supp 这个条件是重要的.因为若不如此，可能％之极限函数并不是在 D 内有紧支 

集的函数，因而 Z ( p ) 可能没有意义.例如取 (4) 式定义的 L Cx ) 为 p Cx ) ， 则 ( f k ( x ) = -^Cp Gc )— 0 

in C ( R ” ，但士 P ( I ) 则不是在 D ( R ” 中趋于0,因为 supp cp {^-〉= { x : \ x | ) 不含于共同的 

紧支集中. 

定义 6 Din ) 上的连续线性泛函/称为 IT ⑴ ） 广义函数（在不发生误解时就简称为广义 
函数）其集合记为 zy ( d ). 

所谓连续性就指：当0 in D C0 ) 时， Z (料） — 0 . 

下面看一些广义函数的例子. 

例 4设 / g ^ glLcq ), 则对 < p ( x ) e d ( o ) , 

/* r * 

/ (沪） =/ ( x ) (p ( x ) dx = / ( x ) (p ( x ) dx (8) 

J \j 

n r" 

是有意义的.它自然是 线性泛 函. 又若 < p k ( x)— 0 in D ( D ) ，则& (> 2 ：)在乃上对 x —'致地趋于 0. 
利用勒贝格控制收敛定理有 Z (%)—0,所以 （8) 定义了一个 IT ( D ) 广义函数.粗略地说，一个局 
部可积函数就是一个广义函数，而且称为^.但还有不能由局部可积函数定义的广义 
函数，称为奇异广义函数，其中最著名的函数. 

例 5设 0 GD ， 对于 pGD ^)， 我们定义 

(S y cp) = p ( 0 ) • (9) 

它也是线性连续泛函，称为3函数.上面例 2 讲赫维赛德函数时就证明了它不可能是一个局部 
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2 


可积函数.那里尽管是 SnCR 1 的情况来证明的，其实对高维的 IT 也是成立的.第二章§4中 
讲了 4函数其实是一个测度.这不是偶然的.由 （9) 我们可以看到 

| ( Scp ) | = | ^ ( 0 ) | ^ sup \ < pix )\ . 

5IJPP <p 

d 函数可以拓展到更大的空间 ( n ) z)D cg ) 上去.在 c (> cn ) 上我们用 sup I 料 （ x ) I — o 以及 
supp ^ [ K 来定义％ G :) —0 in C (> ⑺） . 凡是适合这种不等式的 D ' ( D ) 广义函数都是一'种测 
度，称为 Radon 测度.勒贝格测度也是一种 Radon 测度，这些我们都不能细讲了.但我们看到了 
广义函数中不仅包含局部可积函数，而且还有很大一类测度.但是还有更多的东西，例如 


例6 不是局部可积的， 当 9 (^) eC ( ： ( R 1 ) 时，一般而言 

DC i — oo 

是没有意义的.但是我们可以定义这个积分的哥西 主值： 

(p (x ) 


.p. 


(p (x ) 


dx — lim 

X 


- dx . 


注意到 <p ( x ) e Co ( R 1 ), 利用在 2 = 0 处的泰勒公式 

(p (x) — <p ( 0 ) + xip (x). 
代入上式，并令 supp^CI [ - A ， A ]， 有 

(p (x ) 


( 10 ) 


( 11 ) 


■dx = 


■ 



Ky 


L ] 


(p ( 0 ) 


dx 


ip (x ) d . 




(p ix ) d : 


A 会 I X I 


这里我们用到了^对 x 为奇函数因而第一项为 0 .代入 （ 10 ) 求极限，有 

、 Cpix ) 4 


X 


• P. 


-dx = 


x 


<p ix ) dx . 


( 12 ) 


它是线性泛函是明显的，利用拉格朗日公式可知 ipix ) = < p ' ( ftr ) ， x G supp (p . 因此，当 
9k Gc )—0 in D ( R 1 ) 时 ，0 Cr ) 在 supp < p 上一致收敛于 0, 因而 （12) 趋向0.这样，由 （10) 所定义的 


线性泛函也是一个 ZT ⑴）广义函数，以下我们记作 v . p . i . 很容易想象到，它不是一个 Radon 测 

X 


度，因为在证明其连续性时我们用到了试验函数的一阶导数.但是下面我们要证明 v . p.i = 

X 

( i n | x | y . 这里导数的意义将在下面解释. 

在物理学特别是在量子力学中会遇到许多“奇异的”对象而时常都可以用广义函数去解释. 
在数学中也有许多结果在用广义函数解释后更加明确.本书后面经常要这样做，所以现在我们再 
讲一些广义函数的性质. 

首先提到，广义函数由于只是泛函而不是本来意义下的函数，所以问它在某一点的值是多少 
是没有意义的.我们时常也把例如3函数写成谷 （ 
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只不过是为了提醒一下，它的来源之一是局部可积函数乘上 pCr ) 后再积分.但是这并不是说广 
义函数没有局部性质.例如0泛函作为一个广义函数 / Cx ) 其定义就是 /( x ) 作用在一切试验函 
数^(:^上之值为山所以若“，—=0对一切 pGD ( D ) 成立，就说/ = 0 inD ， 这是/ = 0的整 
体定义.它还有局部定义:我们说在 x D G 乃之某个邻域 L 7 中为0,即指若 < p ^ D ( O ) 之支集在 
U 中 ： supp =0.现在证明 

定理 4若 / Cx ) 在 D 之每一点的某邻域中均为0,则 / Cx ) 整体为0,其逆亦真. 

证对每一点： cGD ， 如上所述都可以找到一个邻域 L ^ CD . 对任一 p (： c ) GD ， 任取一点 
xGsuppp ， 必有其相应的邻域 L 「 x ，很明显这些邻域构成 supp p 的开覆盖，而由有限覆盖定理， 
它必有一个有限子覆盖： { L ^ ，…，％} . 作从属于它的单位分解 

N 

i = 2 i( x )，I ( x ) ec(r ⑴）， supple g ， 

f 二 1 

于是令$ ( x ) = I ( x ) p Cr ) ，其支集在；^的邻域 G 中.但由假设，/在 G 上为0,故 

N 

(/，沪〉= 2 (/，朽〉 eo ， 

1 = 1 

即 /( x ) 整体为 0. 

逆定理就不必证明了. 

定义 7广义函数 Cx ) 之支集 supp 定义为 

supp f ={ x ： :c 有一'个邻域使在其上 Jt ^ O }. 

^ 

supp / 显然是闭集. 

与此类似还可以考虑广义函数的光滑性.显然光滑函数都是局部可积的.若在： C 6 乃之某 
一邻域 L 7 中，广义函数 / Gr ) 与某一 C ™ ( L 7) 函数 g ■(: T ) 相 等：即 / Or ) - gGr ) 作为广义函数局部 
为0,我们就说 /( x ) 在: c 附近为 C °° . 若 / Cr ) 在某点附近不是 C °° 的，就说 x 点是 /( x ) 之奇点. 

定义8 /( x ) GD / (D ) 名竟 茎裏! 虚名: ft 僉： 

sing supp f — ( x ： 

奇支集 sing supp / 显然也是闭集. 

3 .广义函数的代数性质 广义函数之空间 ZTCQ ) 是线性空间这是显然的.现在要问，若“自 
变量” (上面已经说了，: c 其实是试验函数的自变量）经过线性变换 ， IT ( D ) 之元相应应如何变 
化？由于广义函数作为试验函数空间上的连续线性泛函最简单的形式是积分，所以这里讲的自 
变量的变换应该推广积分中的积分变量的线性变换（一般的变量变换涉及很困难的问题），先不 
妨设 / Cx ) 是正则广义函数， P (X) GD ⑴），则若 A ： R n ^ R n 是一个非奇异线性变换,或者说 A 
是一'个 n X n 矩阵且 det At ^ O , a G R n ，则对 G R n 

广 

(f (Ay — a ) ， <p Cy )) = f (Ay ~ a ) cp ( y ) dj ；. 

r " 1 

令 x = Ay ~ a t ^ y — A 1 (x + a )， 代入上式有 

1 r 

if (Ay — a )， 〆 ））〉= -- / ( x ) © (A 1 Gr + a ) ) dx 

Y det A J Y 

R " 

1 

= - (f ( x ) » <p (A 1 (x + a ))). 

I det A I Y 


( 13 ) 
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这里自然仍有 cpiA~ l + = 是 R ； 中的 D 在映射 x = A ： y - a 下的像.这 

里我们要注意开集与紧集在非奇异线性变换下仍变为开集与紧集，这样才知道 supp 0Cx ) 是开 
集的紧子集. 

对于一般的奇异的广义函数 fix )， (13) 式中间一项积分没有意义了，但两端两项仍有意 
义，于是我们给出 

定义和定理 9设/ Cx ) G IT (nj , A : IT — IT 是非奇异线性变换 ， a 6 IT , 则定义/在变 
换 x = Ajy — a 下的像 / ( A；y — a ) G D ' (D ) 为 

if (Ay — a) ， <p ( y )) = - -- (/ ( x) ， p (A _ 1 (x + a ) )) . (14) 

I det A I 

我们用“定义和定理”这个说法是因为 f ( Ay ~ a ) eD / ( D ) 有待证明.但是上式右方已经是 
一个连续线性泛函，这一点很容易看出.所以我们已经证明了这一点. 

现在看定义和定理9的一些特例. 

如果 A = J ， 就得到平移 : c =; y - a . 就是说坐标系是由坐标系向左移动 a 而来.这时， 
det A = 1，故 （14) 成为 

(f (y — a ) 1 <p ( y )) = {f ix ) cp ix + a )). 

p(x + a ) 的图像可由 p ( x ) 的图像向左移动 a 而得，所以，如果想把 /(>) 向右移一个 a 而得新 
的泛函 /(； y - a )， 只需将被它作用于其上的试验函数 p ( x ) 图像向左移动 a 就行了.例如 

(S (y — a ) * <p ( 3 ^)) — (d ( x ) * <p (x + a )) = <p ( a ^ . 

从所附的图 4-6-2 可以形象地看到这件事，而且也可以形象地理解“对偶”是什么意思. 

其次看 A = c/，a = 0,这里 c >0, 即线性变换是沿向量 x 方向放大或缩小 c 倍，这时 det A = 
c n ，于是 (14) 给出 

(f ( cy ) ^ (p ( y )) = c~ n if ix ), ( pixjc )) . (15) 



图 4-6-2 

研究函数性质时,齐性函数是十分有趣——且特别有用的 . A 次齐性函数即适合关系式 

/ ( cx ) = c f ( x ) •> c >0 (16) 
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的函数.这里与通常微积分教本不同在于我们限制了 c > 0 .这是因为上式从几何上讲的是如果 
自变量在 Ox 半射线方向放大 c 倍，函数值 y = /( x ) 将在半射线 0 ： y 方向上放大 c A 倍，若 c<0 
则自变量将在 Ox 的反方向上放大 c 倍， 3 ；放大的倍数 C A 可能是复数.更重要的是，我们常要在 
x 空间以原点为顶点的锥内讨论一个数学或物理问题，沿 Ox 的反方向放大则会越出锥外，这时 
常在物理上很难理解.若附加上 c > 0 的条件，齐性函数也时常称为正齐性函数，但这并不是说齐 
性函数限于取正值. 

若一个 zy co ) 广义函数 f ( x ) 适合 （16) 式，这里 c >0,我们也说它是一个 a 次正齐性 zy oi ) 
广义函数.这时，我们有，对于 cpeD ( n ) ―― 

(/ icy ) » <p ( y )) — c~ n ( I )〉= c A 〈/ ( jO ， t ( y )) . (17) 

因此 

(fi Cp ) = c ~ iX + n) {f { x ) y Cp (王) > . (18) 

特别是，若 / ( j ) 二 3 ( j ), 由 （17) 有 

(d ( cy ) » <p Qy )> — c n (d ( x ) ^ cp (子) > =c n (p (0) — c n id ， ( p ) ， 

因此 

8 ( cy ) = c ~ n S ( y ) ■> 

即是说 3 函数是次正齐性 zr co ) 广义函数. 

我们知道，对 A 次正齐性可微函数 / G :), 有欧拉公式 成立： 

^ x 1 ( x ) = Af ( x ). (19) 

i 二 1 七 

对; l 次正齐性广义函数它也是对的.这与 （18) 相比较有一点 怪：在 （18) 中齐性指数是 c + n，n 
的来源自然是“积分的变量变换”.可是到了 （19) 式，这个 n ——积分区域的维数——又不见了， 
其原因下面讲到广义函数的求导时就自然明白了. 

若 /( x ) gd / cn ) 在线性变换下不变，就称之为此变换下不变的广义函数.例如若 f (工 ) e 
d / cn) 相对于某个固定的平移 a 是不变的，就称之为以 a 为周期的广义 函数： 

(f (x — a) ^ cp (x)) = (f ， <p+ a)) = if 、 y) ， cp (3;)} . (20) 

当然表面上看这似乎意味着 p(y + a ) = p (3；), 但其实不是.因为 （20) 中的 pGD ⑴）应该是任 
意试验函数而不一定有周期（再说，一个周期函数除非恒等于0,—定不会是紧支集的），所以问 
题出在 /( x ) .我们可以举一个周期广义函数 之例： /( x ) = e _ ，它不是可积的，但是是局部可积 
的(/ ( x ) =1相应于 CO = 0也只是局部可积的），它以 a =2 iznlO )， n = 0, ± 1，± 2,…为周期（或者 

说以# 为周期）.这是一个很有用的广义函数. 

CO 

若 A = - I， a =0,则线性变换为 x = Ay ~ a = ~ y * 即一个反射.在反射下不变的广义函数 

/(-))=/()) 

称为偶广义函数;若 /(- y ) = -/( 3 ;) 则称为奇广义函数. 

4 . 广义函数的分析运算 因为广义函数建立后最直接的应用是在线性偏微分方程上，所以 
我们首先要考察一个线性偏微分算子 
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Pix , d x )= 2 工）％ 

I d I 

如何作用于一个广义函数上.这里包括了两个运算，一是乘以系数，它们是函数~ Cr ); 二是求 
导.我们依次来讨论. 

首先讨论函数 a ( x ) 与 /( x ) GD / CQ ) 之乘积，仿照 / Cr ) 局部可积时广义函数的定义 

r> r> 

La (x) fix) ] (p (x)dx = f Cx ) La (x) cpix) ] d:c ， 

我们应定义 a ( x ) / ( x ) 如下： 

(a ( x ) fix ) i <p ( x )} = ( f ( x )^ a ( x)(p ( x )) . ( 21 ) 

但为此就需要 a ( x ) <p ( x ) ^ D ( O ). 这就需要 a ( x ) G C °° ( il ) ，还需要当 & Cr )—0 in D ⑴）时 
a ( x ) < p k (: r)—0 in DCO ). 这也是容易的，因为 supp ^, 均含于 D 之一个共同紧子集 K 中，所以 
supp a ( x ) & ( x ) CK ; 又因&的任一固定阶导数一致收敛于 0 , 的同一阶导数当然也一致 
收敛于 0 ,总之 a Or ) < p k Cr)— 0 in D CO ) ，因此 

lim (a (x) f ix ) i <p k ix )) — lim if ix ) i a ix ) cp k (x)) = 0 . 

々一 ►oo ►oo 

所以 a / GZT ⑴）.总之我们看到，不是任意函数都可以与 / GZT ⑴）相乘，我们需要 a ( x )： 
zr cn)—zr Co ) (下面还要证明这是一个连续映射）.适合这种要求的函数称为 zy ⑺）乘子.上 
面我们看到 C 00 C 0) 函数都是 IT ( D ) 乘子，也易见，若 a Cr ) $ C 00 ( D ) , a / 就可能不属于 D CO ). 

读者自然会想到 ：两个 广义函数可否相乘？ 一般说来这是不可能的.问题在于我们不能随心 
所欲地胡乱定义某个数学概念.我们想要定义的广义函数之乘积既是通常函数乘积之推广，则它 
自然应该具备通常函数乘积的某些基本性质.这里我们希望能保持的是乘法的一些基本运算律, 
而我们会发现恰好是乘法的结合律 ( AB ) C = A ( BC ) 现在不可能保持. 

如果乘法要有意义，我们当然希望 i _/( x ) =/( x ) , / eo / ( n ) ，因为 1 是 zr cq ) 乘子； 也希 
望 o */( x ) 二 0,因为0也是 zy (lO) 乘子.同时注意 xd ( x ) — 0 (xGr 1 )， 这是因为 x 也是 zy ( R 1 ) 
乘子，故对 pC ^ GLKR 1 ) 应有 

ixd ( x ) ■> (p ( x )) = (d ( x ) ■> x(p ( x )> = \_ x(p ( x ) ]^ =0 = 0. 

但这样一 ' 来 ， * x^j8 (x) = 1 • (x) = 5 ( ： c) ，但丄 . (x)) = 0 (上面丄指 v.p. 丄，丄 •: r = l 应 

该证明，但是很容易证，故略去）.这样一来，如果我们勉强去定义广义函数之乘积,则连乘子运算 
也不能包括在内.近来的研究表明，广义函数相乘的“障碍”在于它的奇性.时常有人想求 Six ) 
的“平方”，按现在的知识水平，还没有一种公认的处理方法. 

其次要考虑广义函数的导数，这时我们仍然模仿分部积分法而给出如下的 

定义和定理10 
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到的，为了证明其连续性，我们只限于 (23) 式，并以代替其中的^而来证明当％—0 
inD ( D ) 时， （23) 左方之式也趋于 0. 这是很容易的.记成=4,则易见成 GDCQ ), 而且 supp 

ox 

^ c = S up P 9 k cK ( n 的一个公共的紧子集），芯的某一固定阶导数沪成也是％的某个 

OX 

固定阶导数，故当 A — CO 时对工一致趋于0,因此 (23) 的式右由于 /G CQ ) 应趋于0,从而式左 
亦然.这还告诉了我们 ，1/( X 2) 广义函数可以求任意阶导数. 

下面讲一些有关导数的性质，有些很简单的就不证明了.首先讨论原函数问题.为此，我们限 


令 DCR 1 . 若 /GD/ ( D ), g eD / (乃），而且^ = &就说/是&的原函数（其实只是广义函数）.对 

于古典意义的函数，并非一切 g ■(: r) 均有原函数，甚至黎曼可积函数也不一定有原函数.所以§ 1 
的达布定理只说，当 g Cx) 既是黎曼可积又有原函数存在（若 g Cx) 连续，则两个条件都满足），牛 
顿-莱布尼茨公式才成立，但是广义函数给了我们一个惊喜，因为我们有 

定理 5每一个 IT (R 1 ) 广义函数均有无穷多个原函数存在，且任意两个原函数只相差一个 
常值 函数； 反之由任一原函数加上常值函数即可得出全部原函数. 

证 证明分两部分.首先设 g Cr) G IT (R 1 ) 确有原函数/ Cr) G IT (R 1 ) 存在： g = g ■，我们 

要求出 /(x) 的表达式.其次再证明这个表达式确实定义了一个 IT (R 1 ) 广义函数，而且确是 
g ■(: c) 的原函数.由此，原函数是存在的. 

先看第一部分，要找 IT (R 1 ) 中一个 /(X), 只需知道它作用在任意 pC ^ GEKr 1 ) 上之值即 

可.若 p(x) 有原函数 4(:r) (这是不成问题的）在 DCR 1 ) 中（这一点却不一定 ）4(x) 二 

EKR 1 ), 则 (/， < p ) = (/,〆> = -〈/，⑹= -〈g,0> . 所以， /Cx) 作用在这种 p(x) 上所得的值是 
清楚的，那么，什么样的 p Cx) 才有 D (R 1 ) 原函数呢？这种原函数如果存在必是0 Cx ) = 

cp ( t)dt . 因为已设 supp <pCl [- M，M]， 至少当 ：c< - M 时 $ Cx) =0,但我们还需要当 ：c 充 

J - CO 

分大时 0(x) 二 0, 所以应要求 f™ p(Dck 二0.说来也巧，如果 p(x) 适合这个条件，则当 x>M 

J - OO 


时，4 (X) 


? 


it) At 


cpit)dt + 


? 


it ) At 


cp (/) d ? = 0. 这就是我们要求于 <p ( x ) 


的性质.因此，我们记 


H = ( x ) G D ( R 1 )» J <p ( x)dx = 。}. (24) 

H 当然只是 DCR 1 ) 真子空间，问题在于这个 p Or ) 是否在 H 中 . C °° 不成问题，但是 
D ( R 1 ) 中的兀必可分为两项之和，一'项在 H 中，另一 ■项是 ％ ( x ) 的倍数，这里的％ ( x ) G 

(?)dz = l .例如令 

J - OO 

| aexp [1/ ( 工 2 - 1) ] ，： cd 

(工） 

l0 x>l ， 
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而《适当选取即得.事实上，若 pCxWLKR 1 ), 令 A = f 则显然 

J -oo 

( p H ( x ) = (p ( x ) - A ( p () ( x ) G H ， 

或者说 ， D ( R 1 ) 中任一元均可分解 如下： 

cp ( x ) = ( p H ( x ) + Ap 0 Cr ) . (25) 

f H ( x ) 之 DCR 1 ) 原函数是 

(p ( x ) = ( p H ( t)dt = (p (?) d ? - A ( p (} (?) d ?. (26) 

i _ oo _ oo _ oo 

现在用 / Cr ) 作用于 (25) 两端得到 

(/，9〉二〈,，势 + A (,，>〉 

= -〈 g ， 0〉+ C [ <p (t )dt . (27) 

第一部分证毕，再看第二部分，就用 (27) 式来定义/，它是线性泛函是显然的，为了看它的连续 
性，取一'串& ( x )— 0 in D ( R 1 ) ， supp 科 C [- M ， M ]， 用@代替 (26) 和 (27) 中的 p ， 于是0也变成 
相应的办 （ x ). 由 （26) 第一'个等号易见 : supp ip k d M ' ， M ' ] ，这里= max ( M ，1) ，而且当々— 
+ co 时其各阶导数均对 xGR 1 一致收敛于0,即是说办 G :)— 0 in DCR 1 ). 由 （27) 即知〈/， 料)—0. 

所以， Q 7) 确实定义了一个 IT ( R 1 ) 广义函数.我们只需证明 g 即可，为此，用/ ( x ) 代替 (26) 

oo -1- oo x 

中的9，则八= f = <p ( x ) =0,而 (26) 给出 $ ( x )= 〆 （?) 士 = p Cx ) ，因此 

J - oo -oo J-oo 

(/ ， 〆> = -(g ， . 

而 / 确是 g 的原函数.证毕. 

推论6若 ( R 1 ) 且 # = 0,则 fix ) = const . 

注我们是对 u ( r 1 ) 证明了这个定理的.但实际上它对 u (^)也成立，这里 ucir 是一 
开集，但定理的结论中“只相差一个常值函数”要改成“只相差一个局部常值函数”，即在 d 的不 
同连通分支中可能取不同的常数值的函数.这里强调一下连通分支是必要的，例如我们在第二章 

§4中就已看到 ( x ) = 3 Or) ， H Gc ) 是赫维赛德函数 


Hix) 


1 ， - 
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果把这两个连通分支合起来，这时得到 DiR 1 \ {0}, 我们只会得到 


努 = (C+ -C_)S(x) 

ax 


c + - C _ 正是 D 上的函数 / Cx ) 在 : C = 0 处的跃度. 

这件事绝非偶然，在许多物理问题中，例如在量子力学的散射问题中，我们常会遇到在两个 
不同区域中研究某一个物理量，而在两个区域的连接处给出一定的“边值条件”把它们连接起来. 
在每个区域中我们实际上并不在 IT ( D ) 中考虑问题而是在通常的比较光滑的函数之空间中考 
虑问题，例如在古典意义下取导数.如果不把这两个区域分开考虑，而从整体上的 R 1 上来看问 
题，我们应把这些函数都看作 DXR 1 ) 之元，而在广义函数意义下求导数，这样就会出现 ^( x ). 
因此，问题的实质在于我们究竟采取哪一种 观点 ： IT ( R 1 ) 还是处的光滑函数以及连接二者 
的边值条件.两者实质是相通的.由此也就提出了一个问题 ：设有 R 1 上的函数 / Cr ), 它在 x>0 
和 x <0 处均有一阶连续导数(这是古典意义的导数，我们记作 / d .)/ Cx ) 在 : r = 0 处又有第一类间 
断点，记其跃度为[/] (> =/幻+ ) -/(0-), 我们仍记/之广义函数导数为/,现问/, [/ I 与/^三 
者关系如何？有 

定理 7对上述 / Cr ), 我们有 

/ ( x ) =/ d ( x ) + Lf \ s ( x ). ( 28 ) 

证 考虑函数 


Fix ) = fix ) - 

显然 FC ^ GC 1 ( R 1 \0), 因而其古典意义下的导数与广义函数导数一致，但当 x ^ O 时，1^ = 
/ I ,所以 

F' (x) =/ (x) - [/] () ^ (x) ， Fd (x)=/ d (x )， 

因此当：时 

/：i Q )=/— [/ U ( x ). 

此即 (28) 式.不过这里的 / d Cx ) 理解为古典意义下的导数所定义的广义函数.所以我们不加注 
:.再则4 Cx ) 在某点之值是没有意义的，而应看作一个整体，所以也没有必要再注明 xT ^ O . 

这是一个非常有用的结论，因为它把“集中分布”（以3 ( x ) 为代表）与“边值条件”连接起来 
了 .我们只在一维情况讨论了它，其实在高维情况下也有类似结论. 

古典意义下导数的性质有许多在⑴）理论中仍成立.例如 
(1 ) 莱布尼茨公式.设 a Cx ) 为 IT CQ ) 乘子， / Cr)GZT Cx ) 则 

9 [a (x ) / (x) ] = a (x ) 9/ (x) + [9 a (x ) ]/ (x ). 

证略. 


(2) 


d\f - d\f 

dX 2 3x 2 dx 


证明也略去.在通常微积分教本中会介绍一些函数 / 使!^ ■.但时常只在个别点或 
个别曲线、曲面上如此.在广义函数中，则高阶偏导数作为一个广义函数整体与求导次序无关. 


(3) 齐性广义函数的欧拉公式.设 / Cr)GZT ( R n ) 为 A 次正齐性广义函数，则以下的欧拉公 
式成立 
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2 


3 f (x ) 


h , 1 dx 

事实上，任取一个9(1)60(!^),我们有 


Xf (x ) 


s 




3£ 

dx. 




S 〈/, 


3 (x t (p) 
dx. 


n 


〈/，9〉 - 2 (/' 




另一方面，由 A 次正齐性广义函数之定义 


(29) 



(/， cp ) = c ~ a ' n) 〈 /Cx),9(f)> , c>0. 

双方对 c 求导，再令 c = l ， 有 

0 = - (X + n ) if ， < p ) — ^ (/» x t ， 

即 

-n if , 9 )~ 2 if , x t |^>= A (/， 9 ). 

i = l i 

代入 U ) 式即得 (29) 式，我们现在看到，由“积分的变量变换”而多出来的 n 是怎样消除了的. 

5. 广义函数序列的收敛 第二章§4末尾，曾引用了狄拉克的话说3函数并不是通常意义 
的函数，而是它们的极限，并且引用了一个例子，用这种思想证明了数学分析的一个重要结 论:魏 
尔斯特拉斯定理.下面我们引入 

定义11 设 {/Jar Cn ) , / G 1 / CH ) ,使得对于一切 < p ( x ) eD ( D ) 均有 

lim ( f k » ( p ) = if ， cp 、， (30) 

是 —co 

WtU f k ^f in D ' iO ). 

™ 注意，这个定义不只是说存在，还要求极限是 DCG ) 上一个连续线性泛函.因为 

我们暂时无法肯定这个极限自动地定义 DCH ) 上的一连续线性泛函，所以在定义中事先明确 
规定了 feD / CO ). 我们可以证明这个极限确实自动定义了一个 IT CO ) 广义函数，但是我们不 
去证明这一点，因为这涉及了 1/⑺）作为 DC0 ) 的对偶空间有什么样的拓扑结构的问题.由于 
它过于专门，我们只好略去不论，而把极限为一连续线性泛函这一事实归入定义11中.我们只说 
一下，在文献中这个定义中的收敛称为弱收敛，它是非常广泛的.例 如：设 {/； ( x )} 是正则广义函 
数， g 卩每个 A Cx ) 都是 D 上局部可积函数，若此序列在 D 的每个紧子集均一致收敛于 
/(• x )，/(: c ) 也一 ■定是 D 上的局部可积函数，而且易证 lim ( x ) = / ( x ) in D ' ( D ) .然而它有许 

左 — oo 

多古典的一致收敛性所没有的性质，例如 

定理8 若 lim /, =/ in IT ⑴），则对任意重指标 a , 有 lim 9% = d a f . 

请读者自行证明. 

这个收敛性之所以重要在于每个 zy ⑴）广义函数都可以表示成为“很好的”函数（甚至 
DiO ) 函数)之 zy cg ) 极限.在物理学上特别重 
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i k = rf ci-x 2 )Mxi"\ 

l j -i 」 

是一个 3 序列，而且我们常称之为朗道序列（这里的朗道是指德国数学家 E . Landau , 而不是前苏 

联物理学家 L . Landau ). 上一 ■节 中我们又指出正态分布的高斯核 exp [- x 2 jADt ]，/ >0 

2 V^Dt 

也是一个3序列.不过这里没有指标 h 而以连续变化的 1 // 0 +时 1 "— +⑺）来代替々.现 

在我们来证明 


定理 9( 局斯序列） 当 0 +时， g ( x ， r ) 


2 v nDt 


exp [- x 2 jADt ( x ) in D " ( R 1 ) 


证 任给 pCxWDCR 1 ). 很明显，因为 


所以 


于是我们有 


2 V K Dt 


cp ( 0 ) 


2 v kDt 


exp [— x V 4 D?]d X 


9 (0) exp [— x 2 /4 D/]dx . 


2 v 7zDt 


(q ( x ， t) ， cp ( x )、 — cp ( 0 ) 

L(p (x) — (p (0) ]exp [— x 2 14 Dt ] d_x 


把积分分为两部分，一部分在 [-13] 上记作 h ，其余的是在 R 1 \ [-13] 上的积分记作1 2 .任 


给一 ■个 e > 0 , 因为^ 5 (> 2 ：)在[- 3 , 3 ]中是一 ■致连 续的，故当谷充分小时有 | ( pix ) - cp ( 0 ) | < f ， 
x I d 因此 




2 \/ jzDt 」 

1 — 5 

£ 1 

• 



2 2v^Di 


(p (x) — cp ( 0)1 exp [— x ■/4 D?]d X 

oo 

exp [— x 2 14 Dt ]dx = . 

— oo 丄 


现在固定谷并令？ —0. 因为 p (X) GDCR 1 ), 故有最大值 M , 而在1 2 中 | < p ( x ) ~(p (0) |<2 M . 在 
1 2 中 I x I ，从而 exp [— x 2 /4 Dt ]<exp [— d 2 /SDt ]exp [— x 2 / 8Dr ]t 因此 

I j I ^exp [- 8 2 /SDt ] 
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而定理证毕 


上一节中我们说过 g Cx , r ) 是扩散方程 


1 3 u _ 3 2 u 

D 9 1 3 x 2 


oo<x< + oo ， t>Q 


的基本解.这就是说，当 t >0 时 g Cxd ) 适合上面的偏微分方程（这一点读者很容易自己证），而 
当0时 ， g Gc ， t )^8 in D ' ( O ). 这就是我们上面证明的事实.基本解是偏微分方程理论 
的基本工具.有了广义函数理论就能给出系统的基本解理论.这是广义函数论之所以重要的一个 
很大的理由. 

我们不妨把这里的证明与第二章§4关于魏尔斯特拉斯定理的证明比较一下，立刻可以见 
到它们是十分相似的.实际上，我们常用的3序列常是这样的光滑函数序列 ( x ) l ： 


( i ) K n ( x )>0; 


( ii ) K n (x ) dx = 1; 

^ — oo 

( iii ) 不论如何取各 >0， Gc ) d : c —0 (k — °°)，而 K n (x) . 

1x1^5 I X I < 5 

即是说这个积分之值“集中”在 x =0 处，这在物理上与第二章 § 4 讲的质量分布是一致的.但这 
会给人一种印象，即3 ( x ) 的几何图形总是“钟形曲线”.然而这是不对的.下一章就会看到，例如 

还有极重要的费耶 （ Fejer , 匈牙利数学家）核1 (工）=丄 「 sin ( n7IX ) f ,它在傅里叶级数理论中 

n L sin jzx J 

极为重要.我们将在下一章解释何以会有这种类型的3序列.到那时就可以进一步体会到广义 
函数理论的深刻性. 

适合以上 ( i ), ( ii ), ( iii ) 的3序列时常称为正型序列. 


§ 7复积分 


1. 复变量函数的积分 在讨论了实变量函数的微分学以后，我们很自然地进入了复域.这 
时就发 现了： 在我们面前展现了一片新天 地：即 解析函数类.现在我们也要把积分学推广到复域 
中，令我们吃惊的 是：我 们又一次遇到了解析函数类.这样我们终于认识到，复变量函数的微积分 
是一个新的领域，它有自己的问题和方法.因此，这一节里我们关心的不再是函数的可积性问题， 
从而可以限制于黎曼积分的讨论，而把注意力放在由于进入复域而产生的新问题.我们特别关心 
的将是如何对待、处理一些拓扑学的问题.拓扑学在现代数学的理论和应用中占据特别重要的位 
置.本书当然不可能介绍拓扑学，但是在讨论复域中的积分时不利用机会介绍一些拓扑学的思 
想，是令人遗憾的. 

正如在实的情况下我们习惯把一个一元函数写成 j = / Cx ) —样，在复情况下，自变量常以2 
= x + iy 表示，函数值以 zv = u+iv 表示，本书中凡见到 ™ = / ( 2 ) 就一定是指复变量的函数.作 

为复函数,它是一元函数，作为实函数，它是很特殊的二元（实自变量） 函数； 因为 z = x + 故^ 

= x - ij ， 而 x = (z + z) ^ y = (z — 所以一 ■个 一 ■般 的二兀实自变量函数 /( x ， jO 将写为 
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f Cxi y ) = f (z + Z ) ^ ^ r(z — Z ) ^\ = F (z y Z ). 这样 W = /( 2 ：)只能是一 ■类 特殊的二兀实自变 


量(但可能是复值）函数（即相应的 F G ；， 2 ：) 不依赖于 2 ) 了.本章将一直使用这样的记号. 

实域中通常的定积分 \ h fixUx 之积分区域是 R 1 的一个区 

间 [ a , 6 ], 但是 R 1 可以看成是复平面 C 1 中的一条曲线.因此，要 
把它推广到复域中就有两种考 虑：一 是考虑 C 1 中某一曲线 L 上 
的积分.二是考虑 C 1 (作为 R 2 看待）的一个 2 维子区域 D 上的 

二重积分但在两种情况下，都需要对 L 或 3 D 之 

边界的光 4 性加以限制. 

先看曲线 L , 设其参数方程为 

x — x (t ) y y = y ). ( 1 ) 

如果要在 L 上的 AB 弧段上积分，仿照黎曼积分的作法，先选一些分点 A = q ， ，…， z N = B 
(图 4-7-1), (%的相应参数值为~)，然后作积分和 

N-1 

X ] /(毛_ ) (3 +1 — z j ) ， (2) 

j =° 

再求极限.因为$ = & + , 

Azj — z j + 1 — Zj = (xj + 1 — Xj ) + i (yj + 1 — y 』） ， 

所以 



X ： 


X ： 


yj 


yj I < I A ^- 


X ： 


y y . 


y ) 


'个便利的方法是设于是 


t \ z , I ^ max 


这样求积分和的极限就化为对实变量 
! - ~ |— 0 并求极限. 

当：时，曲线弧^可 求长: 


x it) 1 

的分割 


yitY (^ 


(3) 


< h <…< ~求积分和的极限，即需令 


max 


S 


AB 




x (t) 2 + y it) 2 dt . 


(4) 


但是这只是 AB 可求长的一个充分条件.常用的比较更广泛的可求长条件是，相应于上述分割可 
以得到 

N-1 

V P x (?) = \ x + — x \ ■> 

J = 0 
N-l 

V 沙⑴= 2丨3^ + 1 )— 3^)1- ⑸ 

如果这两个量对一切可能的分割 P 有有限的上确界 

Vx (/) = sup V F x (?) <C + 00 > Vy (t) = supVpjy (?) <C + °° t (6) 

p p 




§ 7 复积分 


就可以定义 AB 之长为 


S A b — V | 2 ： (?) | = supV P V x (?) 2 + y it ^) 2 . (7) 

这时我们就简单地说 L 是可求长曲线. P 

如果一个函数 p 适合 (6) 那样类型的 条件： 

N-1 

supV P cpit ) = sup I (p —沪（巧 ）I < + °° ， （8) 

就称之为有界变差函数，所以，可求长曲是具有某种参数表示 （1)， 其中 ： r (/)，>(/)均为有 
界变差的函数的曲线.关于有界变差函数详见 §3. 

但是在以下凡讲到曲线 L 以及 D 的边界为曲线时，总 
是设它们可分为有限段，而每一段均为 C 1 曲线弧，有时我 
们会用到封闭曲线，而且假设它是若尔当曲线.或简单曲线， 

也就是不自交的封闭曲线；也就是其参数表示 Cl ) 中的 
x ( t) ， y ( r ) 不会有 （ j : (ty ) > y (ti )) = (x (?**)， 
y ( n ) ——除非 二 t Q ， f 二 tN ——的曲线，这时可以 
应用著名的若尔当 定理: 平面上的任一若尔当曲线必将该平 图 4-7-2 

面分为两部分（内部和外部），把某一部分的某点 P 与到另 

一部分的某点0连结起来的连续曲线必定与该若尔当曲线相交.这虽然是一个著名的应该证明 
的结果，但我们不再引述其冗长的证明了（图 4-7-2). 

复积分的另一 ■个 情况是考虑 / G ：， >0在复平面的某一 ■个区域! 0上的二重积分 / G ^ jOci ^ dj .由 

§1所述，讨论二重积分时需要假设 D 若尔当可测.为此应要求 D 之边界 3 D i 有0勒贝格测 
度.若我们已假定了 3 D 是一个分段(其实是分有限段） C 1 曲线，这个条件是自然会满足的.这是 
我们约定恒假设 3 D 为分段 C 1 曲线的原因.我们既然要讨论复积分，最好是使用复记号.上面我 

们已说了 / Cxg ) 可写为 f S ), 为简单起见以下我们就直接讨论 / G , 在 U 上的积分. 

dxdjy 也有复记号：我们把它写成 Adz . “ A ”称为外积，关于外积及其与 dxdjy 的关系，本书 

最后一章要详细讨论，我们目前只要记住 :第一 ，两个向量 A 和 B 的外积，很像通常微积分教本 

中讲的向量积，其大小即以这两个向量为边的平行四边形面积，所以 hAd ^“ 是”一个面积.这 
自然十分适合二重积分的需要.第二:外积运算适合分配律和反交换律： 




14-7-3 
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它写成 jdz Adz . 


最后还有一点要提醒，在讨论某一简单封闭曲线 L 上的积分时，时常要在 L 上规定一个“定 
向”——通常讲的顺、逆时针方向与左、右手坐标系都是讲的“定向”问题—— L 上的定向是相对于 
L 所围的区域而言的，因为前面介绍的若尔当定理已指出， L 把整个复平面分成（即“围成”)两个区 
域，现在指定其中一个，使当一点沿 L 运动时此区域恒在左方,就说此方向对于所指定的区域是正 
向.例如单位圆周对于单位圆而言逆时针方向就是正向（图 4-7-3). L 上规定了一个正向后就说 
L 是有定向的.但有时也要讨论 L 不是简单曲线的情况，这时 L 上的“正向”就纯属一种约定. 

现在我们可以讨论复积分了 .我们现在讨论第一种情况，即一维的 L 上的曲线积分，即要求 
一个连续函数 / G ) = w + iw 沿一分段 C 1 曲线 L 由 A 点到 B 点的积分.这里 L 是有定向的，而 
由 A 到 B 即为正向（将定向倒转为由 B 到 A 为正向的 L 则记作 - L ). 我们给出 
定义1 / G ) 沿有向路径 L 由 A 到 B 的积分定义为 


/ (z ) d 


/•B 


z = 


f (z ) d 


z = 


M 


+ i^) (dx + id^) 


广 B 

uAx — vdy + i 

J A 


vdj ： + wdj 1 . 

J A 


( 10 ) 


的方法定义此积分为积分和的极限 


N-l 

f (z )dz = lim / (€ ) (3 + l — Zj ). 

」 A 」二 0 

这个定义与上面的定义 1 显然是一致的. 

在我们关于 L 的光滑性和 / G ) 的光滑性的假设下， （10) 中的积分显然是存在的，而且就是 
通常的黎曼积分.所以下面不再讨论可积性问题. 

如果 L 有参数式（1 )，则因其中的:均为分段 C 1 的，而 A ， B 两点分别相应于参 
数值 r 二 a 和 r 二6，若记 〆 （?） = x (?) + ij / (?) ，由 （10) 式立即有： 

f ( z ) dz = f f(z ( t )) z ' ( t)dt . (11) 

l a 

现在我们将参数变为 Z = f ( r )， 而 a — — t (/?) .并且也设 Z = Z ( r ) 为分段 C 1 函数，则由 

上式右方作变量变换又得 

f ( z)dz = f [ 2 ： it ( r ) )~\ z ' it ) t ' ( r ) dr 

、 ^ a . 

= f\_z (? ( r )) ] z ' ( r ) dr . 


其形式与 （ 11 ) 是一样的.可见积分 \ f ( z)dz 之值与参数选取的方法无关.我们特别要作一个变 

换 - r ， 则参数 r 之值在中， r 由小到大变化就相当于 2 沿反向变化，或者说^ 
在 - L 上变化.由上所述有 

广 ~ a 

f ( z^dz = fLz ( — r )] ( — 2 ：' ( — r )) dr . 
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但上式右方是复值函数的实变量积分，所以可以应用实变量积分的变量变换公式，把 -r 改写为 
t 而有 


f ( z)dz = f\_z it ) ] z ' ( t)dt 


f\_z it ) ] z ' it ) d? 


=- f ( z ) dz . (12) 

这是一个很重要的性质，只在 l 上 4r 了定向以后才会有它成立. 

积分 （10) 的许多性质，例如对被积函数的线性性质以及对积分路径的可加性都和实黎曼积 
分一样.现在我们要讨论关于积分 （10) 的一个估计 .L 的参数式 （11) 中的参数/自然是实的，如 
果 L 的定向对应于 r 由小变大，则由 （11) 有 


f ( z)dz ^ | / ( z ) | | 2：' (/) | d? > 


， 


但 I s:' G) I 2 = x it ) 2 + y G) 2 ，从而当 dz >0 时， I 2：' it ) I d? = ds = | dz | . 所以我们有 


fiz)dz ^ I f (. z ) I I d2： 


f iz ) I. 


这里出现了对弧长的积分，这是一种与 （10) 不同的曲线积分，其定义为 

f ( z^ds = / (z) I dz I = fLz it ) ] I 2：' (?) I d/ . 

而且规定参数 r 由小变这种积分 1 与 （10) 不同之在于它不区别 L 与 - L : 


f ( z ) ds = f ( z ) I dz 


fLz ( t ) ] I 2：' ( t ) I d?. 


=f iz) dj . (13) 

不论如何取参数，最后成为通常的^积分时总是由小的参数值积到大的参数值.我们称它是在 
“不定向”的 L 上的曲线积分.许多常用的微积分教材中则把它称为“第一类曲线积分”而把前面 
讲的称为第二类曲线积分.其区别在于前者适合 （13) 式而后者适合 （12) 式.由于通常的一维定积 
分是在: c 轴上积分的，: r 轴自然是已定向的，而且我们都“默认”其正向是: r 由小变大——向右， 

所以它是“第二类积分”.但通常的二重积分 J ]>( x ,3^) dxd3 ； 由于我们也“默认”了 dxdy 作为面 

积单元总是非负的.因而无所谓定向，即无所1胃- 乃上的 积分.所以是在“不定向”区域上积分， 
是“第一类积分”.这个区别反映在它们的变量变换公式上，对前者我们有 

^ b r* j 3 

/Cr)dx= f ix) x (?) d? » a = x (a ) b = x (/?). 

J a ^ a 

x G ) 就相当于 （12 ) 式中的/ G ). 对后者则有 

dxdy = /Lr (s ， / ) ， (s ，广 ）]det 3 ( ^ ^ dsdt . 

JJ JJ d 、 s ， t) 

fl CD 

det lfey 贝帽朗 〆 (d I ■只啊⑽麟只仙 t 

f*/(2) dz = [* fLz (s) ] (sgn L) I 2：' (5) I ds» ad 
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这里出现因子 sgtiL : 当 L 的正向与 s 由小到大的方向一致时就取为+ 1,否则就取为 -1. 当然, 
这只是形式上的 改变; 把 L 定向的改变转移到因子 sgn L 上去了. 

但是这究竟是一个很重要的区别.第七章中还要仔细讨论.本节中我们则只限于讨论第二类 
的积分 （10). 由于它的实部和虚都是形为 


的积分，我们就从讨论它开始. 


P y ) dx + Q ( x ， ）） d ) 


2 . 柯西定理 如果 L = AB 的两端一 ■端 A 固定，另一*端^6为=可以 
变动，则积分路径 L 的选择，将影响积分 （14) 之值.宁可说积分 （14) 是 
L 的泛函，而不能说 （14) 定义了一个2的函数.为了使此积分定义 z 的 
函数就需要它与积分的路径无关.在通常的微积分教材中都介绍了 _ 
公式 — 


Pdx + Qdy = 

3[l Q 


( dQ 

dx 


dP 

d y 


) dxdj ). 


(14) 



这里对于 D 取正向.如果 （14) 与 L 无关,作两条 LpL 连接 A , 如果由 A 出发沿 L 到 B 
再由 B 沿- L 2 返回到 A 形成一个闭路包围了一个区域仏即 L - L 2 = dH (图4-7 - 4)，而若 


PfOSnUaDi 6上相当正规，则积分 （14) 与 L 无关的充分必要条件是 

9Q _ap =n 

d x d y ' 


(15) 


上面我们说的“相当正规”是指 P 和 Q 在乃。9 1 0 = 1 ^上属于 C 1 ， 其目的是为了使格林公式适用， 

但这显然是过强的条件.实际上，只要 P 和 Q 在 D 上连续而在乃上具有一阶连续导数， 3 D 是简 
单可求长曲线即可.但是证明却十分困难，而对理解事物本质助益不大，所以我们宁取“相当正 
规”的模糊说法以绕过困难. 

在条件 （15) 之下积分 （14) 确实成了 2= ( 即 B 点）的函数中 ( x ， y ) 了，当 D 为单连通 

区域（什么是单连通我们下面再解释）时，是单值函数.第二章中我们明确指出，凡函数 
均应为单值的，而对常见的多值函数应如何理解也作了仔细的讨论.下面我们也将对 D 不是单 
连通，从而① Cr ， jy ) 具有多值性问题作出解释.总之， Pdx + Qdy 将成为中 y ) 的全微分，于是 

P — ⑽ n - 90 

1 — - t io/ -^— . 

OX O y 

这样一来就发现条件 （15) 即^■.这个似乎不引人注目的事在物理上却有很重要的含 

OXO y dyd x 

意.如果设有静电场£：= (£；/£；) ，而是£；的两个分量，则积分 （14) 表示将单位电荷由 A 
移到 B 点电场所作的功.这个功的大小（如果固定 A 点）只决定于 B 之位置而与由 A 到 B 的路 
径选取方法无关.物理学中有许多场都具有这个性质.例如静电场与引力场，这种场称为有势场， 
函数中 ( x ,： y ) 称为势函数(不过在物理学中我们却称 U ( x , y ) = -中 （ x ,： y ) 为电位，它与电场强 
度的关系是 - grad L 7. 对于引力场， L 7 称为势能.势能也叫位能，即由位置引起的“蓄势待 
发”的能）.势函数的存在是一个在数学上和物理上都十分重要的事,本书中将多次在第七章中遇 




到这个问题. 

现在我们就回到复积分的情况.首先我们引入格林公式的复表述方法.现在我们引入两个形 
式符号. 

2 X 1 d 9 z 2 ^dx 1 d yf 


称为庞贝 ( Pompeiu ) 记号 ( Pompeiu 是罗马尼亚数学家）而 / ( z ) = u + iv 为解析的 C - R 条件即 


现在我们有 

定理1 


f ( z ) ec l cn ) 而 3 D 是分段 c 1 曲线，则 

\ f ( z ) = f df Adz 


这个定理我们不加证明了，因为它就是对 （10 ) 中的两个实曲线积分 - wdj 与 

dn 

vdx + udy 应用实的格林定理的结果. 


但若注意到 


d/=||dx 




( d ^： + d 2 ： ) + > ^ (dz — dz 

i 


= d /dz + ^d~z. 
d z - 

d Z 


再利用“外积” A 的反对 称性: dz 八心=0,就可以把 （16) 化为 


/ ( z ) dz = A dz . (17) 

dn n ^ z 

请读者决不要对此等闲视之.表面上看这里只有一些简单的形式计算，而实际上却揭示了积分深 
刻地体现了一种上一节我们说积分可以看作作用在被积函数上的泛函，因而得出了广义 
导数乃至广义函是在被积函数空间的对偶空间（即连续线性泛函之空间）上做文章.现在更 


进一步看到被积函数与积分区域之间也有一种对偶关 系：对 /的求导运算 i (虽然现在只是一 

d z 

个形式记号）与对 D 的一个拓扑操作——取边缘——3相对偶. （17) 式只是深刻的斯托克斯定理 
最简单的情况.斯托克斯定理是第七章的重要内容. 

现在回到 f ( z ) 是 z 在中的解析函数的情况.先 设乃 有一个子域，其边缘是 
一 个若尔当曲线，其内域即，通常我们设 A 为单连通的，单连通的定义下面再给.这时利用 
格林公式 （17) 立即可得. 


定理 2( 柯西定理， 1875) 

以 A 为其内域，则 


若/(=)在乃中解析，是分段 C 1 的若尔当曲线，而 

广 

f Cz ) dz = 0. 
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证明非常简 单:直 接利用 （17) 式即可.问题在于定理的陈述.我们没有说 I * / G ) dz =0, 因为 

dn 


/(=) 在 an 上是否有定义尚且不知，更说不上是否可积了.如 

果我们将条件改成 “/ G ) 在 b 上解析”，则由函数解析性的定 

义可知，它必在 b 的某一个邻域中解析.把这个邻域记为乃而 
把原来的 d 改写成仏即得.我们对此定理的陈述还大有改进 

的余地.例如设5^是分段 C 1 曲线， / Ce ) 在 D 中解析，而在 b 
上连续又如何？结果是 :定理 2 此时仍是对的.实际上，现在通^ 



b=a n 


用的许多关于复分析的书籍中，这个定理的条件都放宽了，因 A=A ° 1 

为人们后来把 /( Z ) 在点解析的定义改 成了： /( 2 )在 q 的 14-7-5 

某一邻域中可求导，而不要求/ ( 2 ) 的连续性.这样一来就不能再用格林公式了.古尔萨 （ E . 
Goursat ) 在解析性的这个定义下不用格林公式证明了如我们所陈述的定理，所以在有的书上称 


定理 2 为最后又经许多人努力才把条件放松到“乃中解析， b 上连续，且 
是可求长了，但对问题的理解好处有限，所以我们采用现在的讲法. 

真正的问题 有二： 一是积分路径不一定是若尔当曲线，而可以自交.也不一定是某区域的边 
缘.对这个问题的处理的方法 如下： 曲线由曲线段构成，而曲线段是闭间/= [ oaJeR 1 在某映 
射 pj — c 下的像(这里 C 指复数域， 1 中的变元就是曲线段的参数 ），/ 的两个端点（不妨设为 r 


= 0,^ = 1) 的像构成曲线段的边缘，记作 a ( AB ) 不过起点加上负号，终点带上正号，以示该曲线段 

的定向 A . 每个曲线段称为一个 1 ( simplex ), 而一条曲线则由有限多个 1 

维单形“首尾相连”而成,我们可以形式地写为 

一 -^ — -〜 ,-^ 

L = AA y + A l A 2 + + A n _ j E » A = A 0 ， B = A n ， 

9 L = d ( AAy ) + d ( A l A 2 ) + - + dCA N . x B ) 

= (B — A n _ i) + (A N _ i - A n _2) + … + (A 】 — A!) + (A 1 - A) 

=B A . 

其中例如出现两次，一次取正号表示它是 A (> Ai 之尾，另一次取负号表示它是 AiA 2 之首，这 
就是“首尾相连”的意思——因首尾相连，故正负相消.于是，一条曲线称为一个1 _ ( chain ); 
链是单形的代数和.如果一条曲线是封闭的，即上面的 A 与 B 相同而又首尾相连= 
就称它是一个 g 或_ ( cycle ). 所以积分区域 L 就是一个闭链.现在我们把 L 这个闭链分解 
如下 ：如果 L 交;^们可以把 L 分成几段，使每一段都从一个自交点开始并再回到此点， 

但此段之中不再有其它自交点.于是每一段都是一个 闭链： 


L = + L 2 + …+ 

然后就有 

f ( 2 :) dz = f ( z)dzy 




而每一个 A 都是一条封闭的若尔当曲线. 

第二个问题是看 L 是否包围一个区域乃.为此我们又把 D 分 
成々个小的曲边三角形 △ A ^ B ^ (j =1,2,… 4), 所以我们形式地 

把它记作2 ^ A A C J 并称之为一个2 (图 4 - 7 - 6) .每 

个这样的三角开^称为一个2维单形.对每个三角形 △ ,我们 

定义其边缘是 

〆 〜 〆 、 〆 〜 

a(A A ^o=^. + CA+A^. 

边缘的定向的要 求是: 其定向必须与 a 乃 原有的定向相容.因 为把乃 
划分成三角形是利用 an 再加上一些曲线段形成的.在最简单的情况 
下，后加上的曲线段一定位于两个三角形共同的边缘上.这两个三角 
形一在其左.一在其右.所以这个加上的曲线一定要走两次且方向相 
反: 第一次保持某一个三角形在其左方从而定义了这一次走的是正 
向.第二次一定要走反向以保持另一个三角形在左方.这样一来，如 
果原来的乃被划分成了仏+仏+…+ a , q = △△ 马 c ; 

k 

90= ^ dC^A^q). 




diAAjBf^Bfj+C/j+A% 

图 4 —7 — 6 


一个区域的边缘一定是一个 闭链； 因为边缘再没有边缘 了：例 如一个圆盘的边缘是圆周，但圆周 
再没有边缘了，或者说其边缘为 0. 因此 

d 2 n = dL =0. 

总之，我们有 

3 2 =0. 


这是一个很深刻的关系式，将来我们会看到,它与微分学的一个基本公式 




是互相对偶的. 


至此为止,我们都是在作一些形式运算.读者会问，边缘为零何不直接说是边缘为一空集合？ 
为什么要说“单形之和”，而不说是一些单形的并集？我们正是有意不用集合的语言，而把几何问 
题用组合的方法化为一些形式运算.这样就可以用代数学的方法去研究它.这个观点是19世纪 
末由法国大数学家庞加莱首创的，它是代数拓扑学或称组合拓扑学的开始，是现代数学一个重要 
的支柱，而在积分学中开始介绍它是最自然的办法. 

在这样处理了这两个问题之后，我们将得到 


定理 3( 柯西定理的一般形式）设 / G ) 在 nczc 中解析 ，仏 cd 有分段 c 1 边缘，则 

广 

/(^) dz = 0 . 

dQ i 

证将仏写成一个2维链如前所述.为此只需在仏中另加进有限多条曲线段，于是 
2 ^而每个％都是一个2维单形，即一个曲边三角形.对于每一个％都可以应用单连通情况 

尸 1 

下的柯西定理，即定理2,于是 
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fiz ) dz = 0 . 

我们来分析每一个 3%. %作为一 个&边 三角形，其边缘是三个1维单形，而且各赋有正向 
——即使得％在其左侧的定向——这些单形可以分成 两类： 一类是3^^的一部分，另一类是外 
加的曲线段.关于第一类，容易看到整个都被分成若干段，而每一段都在某个曲边三角形的 
边缘上，所以第一类1维单形加成一个1维链31^，它当然是一个闭链.再看第二类，它们来自外 
加的曲线，所以每一个都是两个相邻曲边三角形之公共边.这两个三角形分别位于其左右侧，所 
以任取一个1维单形7，它赋有正向后使某一曲边三角形 Ai 在其左侧.这样，与它相邻的曲边三 
角形 A 2 必使- 5在其边缘之中.这里一定要写 - ~因为这样才能使八 2 在其左侧.所以第二类1 
维单形必成对出现，一为 CT ， 另一为 - CT ， 这样就有 


因此我们有 


= d (第一类单形）+ Yj 心 —a 

第一类 &第二类 

= d ^l - 


J f(z)dz= J f (z) dz = 2 . 

定理证毕. 

定理 3 包含了多连通区域的柯西定理.那么什么叫做单连通，什么叫多连通呢？如果我们不 


想多用拓扑学的语言而只来看 D 是有界连通区域的情况，所谓 D 为 
单连通区域就是说 ap 把复平面分成两块，一块包含无穷远点，不妨 
称为外域 ，一 块则不包含无穷远点，称为内域.如果 3 D 把平面分成 《 
+ 1块，则说 iQ 是〃连通的.这77 + 1块中只有一 ■块 含无穷远点，称为 
外域，其它；7块就可 能是； 7个“洞”.所以，多连通区域就是有洞的区 
域.每一个“洞”都有自己的边缘 r r r 2 , …， r n . 外域也有边缘记为 
r 0 . 它们都按以前的规定有各自的正向.例如 r (> 的正向即是把无穷 
远点置于其右侧的方向，即逆时针向； A ，…，的正向则是顺时针 



方向（图 4-7-7) .我们再一次指出，这种表达虽然直观却是不严格 


的.但是下面的概念却是严格的，而且具有基本的重要性. 

定义2 若1维闭链 y 是一个2维链>0之边缘，即 y = 3乃，就说 y 同调于0,记作7 〜 0. 
两个 1 维闭链与 y 2 之差是 D 的边缘 ：h - y 2 = 3^ ，就说与 y 2 同调，记作 y x - y 2 . 


“1 维闭链”一语中的“闭”字，似乎是多余的 ：既然 y 已是边缘，自然有 ay = 0( 前面已经说 
了），再加闭字岂非多余？确实如此,但是在 / j -72 中，我们只知 h - y 2 是闭链而对 分 
别是否闭链并不清楚，但是同调关系是用来处理闭链的等价分类的，所以若7^7 2 本身并非闭 
链，说〜 y 2 就只是一种方便说法.所以在定义中必须指出 h , y 2 是闭链. 

现在回来看柯西定理.利用上图，我们再引入一些闭链，…，％.这一次 ％ = r f> , 即定 


向也不变，但 A = = 1,2,•••,々，即内部的那些闭链也改成以逆时针方向为正向.令 7 = 7 , 

+…+八，则有 3 D = A - 7 i - 7 k = 7 o - (h +…+八） = h 7.所以7。同调于7而定理 




3 即成为 
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亦即 


/( 2 ：) d2 ：= / ( 2 ：) dz - /( 2 ：) d2 ：= 0 ’ 

4 7 


f ( z ) dz = f ( z)dz . 

7 o 7 

一般而言，我们有 

定理 4( 柯西定理的同调论表述） 设/匕）在 d 中解析， }^， y 2 为 n 中的两个闭链，若广〜 
7 2 ，则 


f ( 2 :) dz = f (z) dz . 

Y2 

注意，同调关系是一个等价关系 I 互相等 价的& 链形成一个同调类.所以定理 4 实际上是说. 
对于固定的 / G ) dz , 积分值决定于积分路经的同调类.下面我们还要指出，被积表达式 /(ddz 
(我们不说被函数 / Ce ) 而说被积表达式,其中有深意焉，详见本书第七章）也有某种等价关系，称 
为上同调关系.积分值其实依赖于 f(z)dz 的上同调类.这叫做斯托克斯定理，详见第七章.所以 
定积分实际上表现了同调类与上同调类的对偶关系. 

有了柯西定理就可以回答复积分的原函数问题 .一 个复变量函数 / G ) (暂时不问它是否解 
析函数）的原函数 F G ) 就是适合矿 G )=/ G ) 的函数.对于实变量函数 / Cx )， 如果它连续，则 

一定有原函数，它的具有可变上限的黎曼积分就是一个原函数.但对复变量 z 情况就 

不同了 .这时也是复的）就不只依赖于同时还依赖于由 a 到 z 的路径 L ， 所以它 

不是 z 的函数.为了讨论 / G ) 的原函数应设此积分与路径无关.由此我们容易想到，若 / G ) 是 

^中的解析函数，则积分 \ Z f (^ dz 已经与路径无关（当然这时应规定路径只在 D 中变动），它 

是否为 / G ) 的原函数？讲到这里应该提到，在复域中研究解析函数有两种 观点： 局部的和整体 
的.局部观点 如下： 首先在一点附近定义 / G ) 的解析性（利用/ G ) 连续以及 C - R 方程），然后 
问/匕）在 D 这“一点附近”以外是否解析？这时就需要作解析延拓.如果作了 “一切可能的”解 
析延拓，则得到一个整体的解析函数.整体地研究它就发现它可能是多值的，为此就要引入黎曼 

曲面的概念.具体的解析延拓如何实现？第二章中讲了一些初等的方法如处理 vG 那样，一般地 
则可以用幂级数——泰勒级数.现在我们指出，在证明了 是 / Ce ) 的原函数以后，这个 

J a 

积分实际上正是把原函数沿积分路经作解析延拓的具体方法之一.因此我们先从已 

经成为 2 的函数 FG ) 开始.但首先设 D 是一个单连通区域，甚至只是 U-a |< r ，它是 a 点的 
单连通邻域，并在 D 中证明我们的结论.即我们采取局部的观点.至于如何把这些结果解析延拓 
到整体去，最后会得到一个什么样的多值函数，则是另外一回事了 .由此至定理8都这样处理，所 
以下面不再说这样的话了.今证 F ( z ) 是/ G ) 的原函数.为此我们来考察 
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LF Cz + Az ) — F ( z )]. 我们先取一 ■个路 径 _L 联结 a 与 z 这样得出 F ( z ) = /" ( z ) dz . 在计算 

L 

F(z + Az ) 时，因为积分与路径无关，我们取一个特殊路径 A = L + Le , z + Az ], 这里 k , z + 
Ad 表示连接这两点的直线段（当 I Az I 充分小时，这个直线段总在 D 中）.所以 


士 [F (^ + A2：) - F(2：) ] = ▲ 

一项时我们利用了 


f(^)d^=f(z)+^ j [/(p-/(2)]d 「 在计算第 

Lz^ z^Az^i Lz? z ： + As：] 

dz = Az , 这应该由积分的定义算出，而不能用牛顿-莱布尼茨公式，因 


Lzj 2 ： + As ：] 


为在复域中这个公式是否成立还不得而知.至于第二项，利用 / Ce ) 之连续性有 


△ 之 [z ， z+ Az] 

由此得到下面的 


[/ (^) 一 f ( z ) ^\dz 


<■ 


i\z 


max | / (〔）— f ( z ) 


dz 


[s: ， sr+As:] 


max 

z + Azl 


定理 5 单连通区域 D 中的解析函数 / G ) 必有原函数 FG ) = /(pdb 其中 aGD , 而积 

%) Cl 

分路径含在 D 中. 

求 i 是连通的是因为这个积分只能在含 a 的连通分支中定义 fg ). 至于单连通问 
题下面再说. 

定理6 单连通区域 D 中的解析函数 / G ) ，若以 F G ) 为其一个原函数，则 F ( z ) + C 就都 
是 / G ) 的原函数，而且给出了其全部原函数. 

证 与实变函数情况一样，我们只需证明若 P " (2) 二 0,则 FG ) 二 C 即可.但是这里的证法 
与实的情况不同，因为复的情况下没有拉格朗日公式.这是实的与复的情况的重要区别.现令 
F iz ) = u ( x ，>0 + iw ( x ， y ) ，由于 F ' ( 2 ：) 之值应与 2 ： + A 趋向 2 ：的情况无关.令 A 为实数，即得 
i 7 ' (2) = + i % ，由 i 7 ' (2：) = 0即得 ~ = * y x = 0于 lO 中.由 C — R 条件又有 U y = V y =0 y 所以 W ， 

W 都是常数，定理证毕. 

由此立即可得复情况下的牛顿一莱布尼茨公式. 

定理7 假设同上,我们有 

f ( z ) dz = F Q ?) — F ( a ). 


柯西定理的逆定理仍成立，实际上我们有 

定理8 ( 摩列拉 ( Morera ) 定理） 若/'( 2 ：)在 乃 中连续，而 D 之每一'点 a 都有一'个单连通邻 
域，使在其中 / (^) d 卩均与积分路径无关(或者说在每一 ■点 a 均有一 ■个 单连通邻域，在其中沿 

V 


证由上所述是《附近 
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涉及原函数的定理5 〜 8 中均假设了 D 是单连通区域，这是有深刻的原因的. 如果乃 是多 
连通的（即有洞的）区域，原函数将是多值的.这在物理学上是有根据的.因为原函数的求法与一 
个场的势的求法是很相近的：若设/ '( 2 ：) = w ( x » y ) + iw Gc ， 3 ;) 是解析函数 ， F ( 2 ：) = fp + 是它 
的原函数: F ' ( z ) = /" ( 2 ：). 如果我们让 2 ：是沿 x 轴变化的，则 F ' ( z ) = .于是 = u ， 

t = w . 但由 0 尺条件，％ ; =-巧，于是有 

① x = u ， =-幻. 

即是说，中 ( x ， ; y ) 是向量 （ w ， - ^)(相应于函数/ ( z ) = m — i * y ) 的势函数.势函数成为多值函数， 
这在物理上有重要的意义.为什么在多连通区域中原函数会出现 

多值性呢？试利用积分式 F ( z )= /(卩) df 把 F ( z ) 最终解析 

J 0 

延拓到区域直到不能再继续延拓，这时 3 D 称为 FG ) 的自然 

边界 (natural boundary ) ，而 D 中有若干个洞，…，^ . 我们还 

设在 D 中可以作一个若尔当曲线 U 包围所有的“洞”，又对每一 

个洞 q 可以作一个若尔当曲线1^包围它.如图4 -7- 8 .于是 

对 a 点和 D 中一点我们先作一条路径 h 由 a 到如果再取 

另一条路径/ 2 由 a 到则- ，成为一个闭链.这个闭链的 

构造可以十分复杂.例如图 4-7-8 中的7 2 - 7 i 实际上绕过 

仏和乃 2 各两次.总之 _ 

图 4-7- 8 


Q 



H 2 

j = 1 

这里 q 是正负整数或 0 . 而由柯西定理的同调论表述(定理 4) 有 

I /( ⑽= J* 仰 dd c J/( ⑽ 

^2-^1 攻巧 J 

J 

= ， 

J 

这里 g 二 J */(〔) d ^ 而 q 是整数. 

厂 j 

" /(?) 叩=「 f(^dz+ XM 

JaCr 2 ) J ( 7l ) j 

这个式子明确地告诉我们，多值的原函数之任意值一定是它的某一指定值再加上 g 的“整系数 
线性组合” 这些$称为“周期”.其实我们在第二章中就已见到 

J 

Ln z — In z + k * (2 m )» 

这里的 々就是 整系数 2m 就是不过我们看到其实周期是说的对数函数的反函数 2 =^有 
周期 2 ; ri . 

细心的读者马上就会看到，上面的讨论很不严格.怎样证明 y 2 - 7l 和同调呢？这 
就涉及对有洞的区域上的闭链之集合如何刻画的问题.由此引进了同调群这 i 代数拓扑学中的 
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中心概念.可见，一旦把积分引入复域而考虑解析函数的积分时，这些拓扑学的问题就很自然地 
浮出水面了 .尤其令人吃惊的是，在20世纪后半期，发现了它与物理学有十分密切的关系. 

3. 柯西积分公式 我们不但发现了解析函数的积分有如此丰富的性质，进一步还发现了， 
所有的单值解析函数又一定都可以表示为一种特殊类型的积分.它不但与上面讲的拓扑学问题 
有关，而且还与上一节讲的3函数有关. 

下面我们介绍解析函数的这种积分表示法——柯西积分公式.它是研究解析函数性质的重 
要工具，但它的应用范围并不只限于复变量的解析函数，而且对实变量函数的研究也有很大的意 
义.所以，我们将在实的情况下来讲述其基本定理，然后再把它用于复的情况.但为此，我们先用 
复记号表示实函数.例如就看成 R 2 中一个区域，这时我们用另一个字母 o ； 来表示它.因 


此，下面凡说到 C 1 ( d 就指实变量 （ xq ) 在 o ； 上的复值 C 1 函数，而非2的解析函数，而反之 
c 1 cn) 则约定表示复变量的连续可微函数，因此一定是解析的.同样，对 ^ec 1 (⑴)导= 

d z 

只是一个形式记号. 

定理 9( 柯西积分公式） 若 uGC 1 ( m ), 则对 zew ， 

u (^) = (2k0 ~ 1 U ^ Z \dz + (2tvO ~ 1 ^ 八 d z . (18) 

J z~ ^ JJ z ~ ^ 

d w OJ 

证 记 = 这里 e 是充分小正数.对 m ( z )/ (z - =) 应用格林公式 


(17), 注意3/32虽然是一个形式记号，但莱布尼茨乘积求导公式仍适用于它，这一点读者容易自 

9 ( 1 


打验证.又因一当2 ：时对2：是解析的，所以在 04 中 

之 r> 


3 


Z 


、z 


飞‘ 


0.这样，由 （17) 注意到 


dco £ = 3co — {z : \ z - = e} ，艮 P 得 

— ~ ^dz A dz = u (z) (z — 1 dz—i u (^ + ee l& )dd. 

这里我们应用了在 |s: - = e Jl z — ^ = ee l$ ，而 I 2 f I = e 的正向是沒由 0 增加到 2 ti .令 e—0 

即得 （18) 式. 

(18) 式无论对实的情况与复的情况都极重要，而我们现在要把它应用于复情 况:特 别限于 M 


在5上解析而且3 




个特定概念来刻画它. 

定理11 若 L 为一分段 C 1 闭曲线，而 a $ L ，则 

(J ) — 1 「 d 

71 \L^ , a J — ^： ~ : - 

Z7T1 J Z - 

L 

必为一 ■整数 ，称为 L 对于 a 的环绕数 (winding number). 
证 1 作为 z 的函数其原函数为 In (2- a )， 故 

z — a 


n CL ， a ) = ^~：ln \ z ~ a 
Zm 


■arg 、z — a 


这里 /(2) k 表示 / G ) 在 L 上的变幅 :任取 L ，/(2：) L 表示 /« 从 /(%) 开始，再令 2： 沿 L 
解析延拓一周回到 2 ：。后的终值之增加值.记 z - a = e is ，前一项为 ^lnr ^ =0,后一项为別^，即是 

z - a 的辐角当 z 依正向绕 L 一周(即 z 沿 L 正向绕 a 回到起点）的增 fi . 所以即环绕的次数. 

2 ；! L 

这个定理虽然简单，却有丰富的含意.首先，它告诉我们，在前面定 O 

理5~8中我们一再强调原函数从局部观点看与从整体观点看是不同 

的: 这里正说明了 1的原函数 In Ce - a ) 从整体看是多值的.其次，正 ) 

Z — a I 

是这种多值性给我们提供了一个刻画 L 的拓扑性质的重要的不变/ / 

»—，從 ，石鮮 神®到勺雌 .*m 就觸、 I / 

的若尔但未给证明.不证明并不等于说它不重要，而是由于证明 

太长，而且这定理本身未必能很明晰地说明问题.如果路径比图 4-7-8 ° 

还复杂，怎么能确定哪里是内，哪里是外？给了一条闭曲线 L 就把复平 14 " 7 " 9 

面划分为若干块，但不一定是两块，图 4-7-9 就是三块.这个图形所表示的正是一个复形，它由 

两部分组成，一是整个最外面的心脏形曲线所包围的 C 平面上的区域，可以写成 I + n ，另一部 

分则是内部的曲线所围成的，它也是 n ， 但却不能与 c 平面上的 I + n 混淆，否则按图上所给的 

正向来分别区域的内、外就会有困难，所以把它看成一个复形 （I + n ) + n = I + 2n 最好.还有 

一块即含无穷远点的无界区域 o . 由定理3,仍有 J / G)dz = o . o , I 和 n 三块之中一定有一块 

即我们这里的 o 包含无穷远点，不妨称为外域（如 7 果 l 本身就通过无穷远点，则要修正我们的 
讨论.在复分析中怎样讨论无穷远点有一套办法，并在理论上有充分根据，我们不能在这里讲 
了）.我们马上看出环绕数以下的性质. 

(0 若 L 是不自交的若尔当曲线（图上的 L 是自交的因此不是若尔当曲线），则当 a 在外域 
中时? 7 ( L ， a ) = Q,a 不在外域中（即在内域中） 时？ 7 ( L ， a ) =1. 

( ii ) 若 L 是允许自交的闭曲线，则虽然仍有外域，内域是什么就难说了.图4-7-9中的 I , 
II 哪一个在哪一个之内呢？为了区别各块，我们把 n CL ， a ) 看成 aGC \ L 的函数，容易看到 


(L ， a) 


27 ii 」(之一 a ) 


2;ri 」 dz 


这时被积函数又有原函数但它是单值函数，而与一^的原函数 liiCz - a ) 为多值函数 

z—a z—a 
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不相同.因此， 


d 

da 


In(L » a ) 


= 0,从而 n (Li a ) = const ， 只要 a 


在变化中不触及 L 即可.就是说 


n CL , a ) 是一个分块常值函数.例如在图 4-7-9 中 


f0 ， a GO; 

(L ， a) = j 1， a G I ; (21) 

a g n. 


当然也可能有这样的 L , 对于位于不同“块”中的 a , nCL , a ) 取相同值,但是不论如何，现在用一 
个可计算的积分来刻画 L 的几何性质，比之若尔当定理，总是更容易理解和捉摸. 

现在再回过头来看柯西积分公式 (19) .那里我们假设了 an 是一可求长若尔当曲线，因此对何 

处是其内域，何处是其外域是很清楚的.但是如果考虑;^ f 4^，而 L 是一个一般的闭曲线，即 

Z7I1 J Q - Z 

可以自交，可以缠绕 D 的某一个洞多次，等等，如图 4-7-8 那样，柯西公式应如何改写？从 （19) 
看，如果令记 a 乃为 L ， 则因 L 把平面分成两部分，即 D 与其外域，很容易看到 L 的环绕数是 


n (L , z ) = 



z 在乃 夕卜， 

2 ：在 D 内 • 


所以， （19) 可以写为 


2m 


/( ⑽ 


n 




Z 




(22) 


于是我们会想到，若 L 为区域 D 中之闭链，而且 L ~0, 则对在 D 中解析，在 OUL 上连续的 
fiz ) (如果 LCD ， 则 / G ) 在 DUL 中连续的条件自动成立），应有 (22) 式.它就是一般的柯西积 
分公式.这当然是要证明的，而为此就得把同调的概念会仔细讲清楚，我们这里就略去不讲了. 


注1 以上的讨论全是以对数函数的多值性为基础的，而对数函数 hi (2：-«) 则是1的原 

z ~ a 


函数 - a ) = f C . 因此在许多较新的复分析的教材中就直接以 P ^作为对数函数 

J a z~ a J 1 2 ； 

w = z 之定义.这样做最大的优点在于立即看出环绕数与对数的关系，但是对数函数的其它性 

质则不那么清楚.更重要的是这种作法的优点在实变量的情况下看不出来.注意到这个原函数 

m = r 生必定是以下柯西问题 之解： 

J 1 2； 



zv (1) 二0， 

我们也可以用上述常微分方程柯西问题之解作为对数函数的定义.尤其是，这个函数的反函数 
2 二2 (^)是下面的柯西问题之解 


dz _ 

— Z ， 

GLZV 

2； (0) = 1， 

而可以用这个常微分方程柯西问题之解作为指数函数的定义.我们在第二章中就是这样做的.本 
来 ，一 个函数常有多种不同的定义方式.采用哪一个方式全看我们想要研究的是此函数的哪些性 




§ 7 复积分 
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质; 用哪一种定义方式又能更快地达到目的，并能更好地对这些性质获得新的洞察，发现新的联系. 
正是从这一点出发，我们在第二章中对一些最常见的初等函数都采用了微分方程来定义它们. 
还要提到一点，在上一节我们指出一个具有第一类间断点的函数，其1/导数恰好是 SGr), 即 

H (x) = d (t)dt 

J - oo 

现在则有(我们把 a 记作 x, 尽管它仍是复的） 


71 


Cl , ， x ) = 


2m 


dz 


z — x 


可见 


2k\ iz — x. 


■多少与 3 函数有些类似.再说 


(x) = 


2tzi 


j 


f (^) (x) » 工在 !^ 内 ’ 

f^ dZ ~ lo : r 在 L 夕卜. 


所以 ICx ) 之内、外极限之差恰为“密度”函数 /(x) | xei /这与3函数之“再生性” (reproducing 


property) 

/• co 

fix) = 

J - OO 

也十分相似.怎样从广义函数观点去看待柯西积分公式是一个很诱人的问题，而且在理论物理 
——量子场论的发展中起了作用. 

把微积分学引入复域我们在本书中是分成两部分进行的.在第三章中先把微分学引入复域， 
并且得到了关于解析函数的两个定义.一个定义说所谓的解析函数/(2)就是在一点的某个邻域 
中连续可微的函数.由此得到 C-R 方程.而且从几何上看，加=/匕）是由 Z 平面到 w 平面的一 
个映射，且在/ (2：)尹0处，这个映射保持角度不变，因此称为共形映射.这种几何的观点是黎曼 
的观点.我们不妨称这样定义的解析函数为 C-R 意义下的解析函数.第二种定义的方式是说所 
谓 /G) 在 z 点解析就是在 a 的某个圆形邻域 |z-a| <r 中可以展开为幂级数的函数.用幂级 
数去研究解析函数是魏尔斯特拉斯的主要方法和贡献.由幂级数的性质知道，在收敛圆内 /(z) 


= D 〜 ( z - a) n 一定可以无限阶求导（自然也是连续求导），所以这种解析函数必为 C-R 意 

义+的解析函数.那么，其逆是否成立？好在我们还有第三个途径.若 /Ce) 是 C-R 意义下的解 
析函数，利用格林定理立即可得关于积分的柯西定理（当然也就适用柯西积分公式）.但柯西定理 
之逆摩列拉定理也成立.所以我们还可以说.适合柯西定理的函数的就是解析函数.这样一来，解 
析函数就有了三种定义.其关系 如下： 

幂级数意义(或称魏尔斯特拉斯意义 )^C-R 意义$柯西定理意义. 

所以我们只要能再 证明： 柯西定理意义>幂级数意义，即证 明：若 /(z) 在乃 中适合柯西定理，则 
/G) 处可在 D 内任一点《的邻域中展开为幂级数，就得知解析函数的这三种定义是等价的.特 
别是 C-R 意义的与魏尔斯特拉斯的解析函数是一样的. 

当然，上面讲的都是局部意义下的解析函数. 

现在我们来证明，若 /G) 在 a 点附近连续可微(从而满足 C-R 方程，从而是 C-R 意义下 
的解析函数），必在这点附近任意阶连续可微.实际上，满足 C-R 方程，则亦满足柯西积分公式. 
在 a 点的这一个“附近”中取开区域 nAidn 为分段 c 1 曲线 L = a 仏则对 zGd 有 
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/( z ) 


2tzi 


in 


座 


d 〔. 


(23) 


因为 zeO 故= 而上式中的分母 =7^0. 用含参变量 z 的积分对 z 之可微性 （ y ^ 对= 
之可微性在第三章已证明了），即知由 （23) 定义的/(2)在 D 中连续可微，其导数是 




d[2 


^ C ~ z 




再用一次含参变量积分的知识知/ (2：) 在 D 中连续可微.（我们也可以分开被积函数的实、虚部 
再用实黎曼积分的知识，证明/ G ) 之实、虚部的偏导数适合 C - R 方程.这一切都不再说了 .） 
类似地有 


1 in) 


Cz ) 


2 m 


f ( t ) 


d[2 




Z' 


- df . 


(24) 


a. 


所以，若 / Cz ) 在乃 中连续可微，它必在其中任意阶连续可微. 

现取 a G D 而作/ ( 2 ) 在 a 点的形式泰勒级数 

2 / \ a) (z~a) n =^ 2 、 

^ nl i n A - a ) 

并研究它的收敛性，因为 a 故由 a 到扣之距离 r >0, 在圆 \ z ~ a ^ r 0 < r 中任取一'点=，则 

I 之 —a | < 厂 0 < | 〔 — a | ， ^ G 90 > 


■ d 2： 


(25) 


所以 


2： 


a 


a 


< 


厂0 


沒<1，从而级数 


S 


(.z — a ) 




a . 


f 一 a 


s 


z — a 


x~ a 


f 一 a 


z — a ^ ~ z 

丄 ' C ~ a 

在 I 2 : - a |< r 0 , ^ Gdn 上对？ 一致收敛.这样可以用逐项积分求得 (25) 之值，而有 




• Cn) 


(a) 


n I 


(z 


a . 


2tzi 


dn 




2tzi 


da 


座 

^ - Z 


dz = f ( z ) 


这个式子在中成立.但是我们不能说 r (> 或 r 就是泰勒级数的收敛半径只，后者是 


[ li ^7 | f n) ( a ) |/n ! ] _1 ， 是由 /&) 在 a 点“附近”的状况决定的.现在我们的 D 选得相当任意， 

^ 2 —► OO 

因此上面的^和 r 也相当任意.但是我们决不可能取一个把 h - a | < 只 包含在内的区域选作 
D ， 不然的话，我们将会得出级数 （25) 在收敛圆 \ z ~ a \< R 外仍收敛的结论，而这与收敛半径的 
定义是矛盾的.这样我们就看出，任一解析函数在任一点 a 的泰勒级数的收敛圆周上必有其一 
个“奇点”，要不然的话，就可以取上述更大的 D 了. 

至此,我们已完全明白了， C - R 意义下的解析函数与魏尔斯特拉斯意义下的解析函数是完 
全一致的. 




第五章傅里叶级数与傅里叶积分 


§ 1傅里叶级数 -从什么是谱谈起 

1. 什么是谱 傅里叶级数和傅里叶积分理论系统地首次出现在傅里叶 （ Jean-Baptiste 
Joseph Fourier ， 1768— 1830) 的名著《热的解析理论 》 (Theorie Analytique de Chaleur ， 有中译本， 
武汉出版社， 1993) 中.这是一部伟大著作.可以毫无疑问地说，它开创了 19世纪数学和物理学的 
新篇章.麦克斯韦称它是“一首伟大的数学诗”.将近两百年来它的理论和方法渗透到几乎一切 
数学物理分支中，成为一个十分广泛的数学分支——调和分析，可以说长盛不衰.其实傅里叶这 
本书最开始是为了应征巴黎科学院的悬赏求解而在1807年提交的一篇报告.到1822年正式成 
书.书上开宗明义就指出，自然哲学（当时人们对数理科学的称谓）的目的就在于探讨自然界的 
规律性.牛顿和他的先驱们虽然已取得伟大成就，星体的运动、光的本性、声的传播等等都被归 
结为几个最基本的规律，但是热却未探讨过.而热现象又是宇宙中最常见、最基本的物理现象. 
傅里叶研究它，不只着重于国计民生的实际应用（当然他丝毫也未轻视这一切），而且还有例如下 
述的种种问题 ：地球 处于太阳的热辐射中，既从太阳吸热，又把热量辐射到空中，怎样才能达到平 
衡？因为太阳的热辐射而产生的大气运动，怎样影响气候？同样因太阳的热辐射而产生的洋流 
有什么规律性？傅里叶认为这一切都是牛顿未曾涉足的领域.可是在这部书中同样地没有回答 
这些问题，而且他关于热的基本概念是错误的，这一点我们在第三章 §1 中讲过.那么傅里叶的 
功绩何在呢？他在这本书中引用牛顿在《自然哲学的数学原理》序言中一段话 ：“几 何学的荣耀在 
于，它从别处借用很少的原理，就能产生如此众多的成就.”这其实也是牛顿的方法 论：把 一切机 

械运动归结为几个根本定律，并进而写成一个二阶常微分方程组：％ ^ = f t 傅里 

dr 

叶也力图采取这个方法论，他指出关于热的纷纭万象，其实都可归结为热的贮存（比热）与传导 
(导热率），然后明确给出一个二阶偏微分方程——热传导方程.这个方程我们已在第三章 §i 
中详细讲过.其次他为求解这个偏微分方程提出了系统的方法.这个方法的要点我们将在下面 
讨论.现在的问题是，经过将近200年的发展，傅里叶的理论与方法已得到极大的发展，我们可 
否回顾一下，从中得到一些有助于了解人们认识自然界的富有成果的思想？从谱论的角度来看 
待傅里叶的理论与方法（以下简称为傅里叶分析或调和分析)无疑是十分有教益的. 

那么什么是“谱”呢？ 19世纪关于光谱的研究是物理学的最重要的问题之一.光谱学 （ spec ¬ 
troscopy ) 是迈克尔孙 ( Michaelson ) 和莫莱 ( Morley ) 仓 j 立的.当时他们测量了铺的谱线，并以其波 
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长作为长度的标准.迈克尔孙因此获得1907年的诺贝尔物理学奖.这个长度标准一直使用到 
20世纪60年代才使用铯133的一条谱线代替它.光谱学被用来从复杂的信息中获取有用的信 
息，或者在如有人说的，去寻找“隐藏着的周期性”.这是怎么回事呢？让我们用一个历史早得多 
因而更容易理解的力学模型来说明. 

第三章中介绍的偏微分方程，除了热传导方程以外，都出现于18世纪中期以前，都是牛顿力 
学对某些具体情况如弹性体、流体上应用的结果.丹尼尔•伯努利 (Daniel Bernoulli ) 研究了弦的 
横振动.他的基本模型首先是把弦看成是由微小的物体——微元——组成的因而可以应用质点 
组的牛顿力学.不过这些质点互相之间是有联系的，这种联系就表现为弦的张力.因而，一个质 
点的振动就带动了其左右其它质点振动.振动于是沿弦传播开去，就成了波.我们把这个思想 
用于杆的纵振动.虽然从几何上看不如弦的横振动那么直观，但其物理机制更容易理解.于是 
设有一杆，位于 x 轴上区间 [0， L ] 处.我们认为杆是位于等分点上的 JV +1 个质点组成的，其质 
量都相同为 m ， 间距也都相同为&而且相邻的质点是由相同的弹簧连接起来的.令％ G ) 表示 
第 z 个质点之位移(从？ =0算起）. z =0 与 z = N 则是杆的两个端点.设杆的两端是固定的，即 
q {) ( t )= q N it ) =0,现在我们要求其它的％ G ), 这里 z = 1,2 ,…， iV -1 .第？ 7个质点原来位于 ： r 

— x n — 处，在时刻 f ，因为它有了位移 g ， f ) ，所以位于 x n J rq ( a: n •> t ) 同样第 77 - 1 和 n + 1 

个质点现在分别位于 x n _ l J r q G ; h _ j 1 1) = ( x n — a ) + q ( x n — a ， t ) 以及 x n + l J r q G :„ + 1 ， r ) = + a ) + 

q Qr n + a ， Z ) 处.于是例如弹黃 ， x H + 1 ]之长成为（:+ a ) + g ( x n + a ， t ) — x n — q (~ x n ， t ) = a + 
+ 其相对伸长（即长度的增量与原来长度之比，亦即弹性力学中的形变） 

为 + 同理，弹簧[ ] 的形变为 —n 弹性力学告诉 

a a 

我们，&处的质点受的力与形变成正比，其比例系数我们假设对各个弹簧都是一样的，为 K , 因 
此，第 7 Z 个质点的运动方程为 

m q n = l(q n+ i — 2% 十 L-i) - 





如果杆的质量是平均分布在杆上的，则第；7个质点之质量可写为^7=0^是密度，它也是一个 
常数，于是我们有方程组 

pq n = c (q n + l -2q n + q n - x ) . ( 1 ) 
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以上 c = Kla 2 ， q n = q ( x n ，/) . 

(1) 是一个二阶常微分方程组，我们可以把它写成矩阵形式 

pq = cAq . (2) 

这里 g 是一个列向量/ ( q (、， …， q N )， 除了 （2) 以外，本来我们还有两个“边值条件” 

Qo = Q ® ，/) = Q ，= q (Z，？）— 0» (3) 

但是为了讨论问题方便起见，我们不妨用 <^ (?) = (?) 来代替 (3) ，这就好比我们在考虑一个首 
尾相连的环形杆，虽然不自然，却能更好地说明我们的方法的实质.矩阵 A 是一个三对角矩阵 

2 1 ) 

1-2 1 0 
1 -2 1 

A = ... ⑷ 

0 1-2 1 

、 1 - 2」 

为了求解这个方程组，从数学上说，我们应该设法把未知向量换成一个新的未知向量 a (?) = 

玄 而使系数矩阵成为一个对角矩阵.现在，我们把记号整理一 下：设 连同两 
端一 ■共有 N 十1 个点，重新编号为 ( Z ) ，…， ( Z ) ，0和 N 是两个端点，而边值条件是 G ) = 
a N it ) . 这样，我们需求的只有& G ) ， …， a N it ) ■ 

把 g G ) 换成 a G ) 就相当于作线性变换 

q n ^ = 2 〜 ( ? ) 心 （ 5 ) 

注意，我们这里重新编号，于是 n 和々都从这在物理上是什么意义？常微分方程组 
(1) 是一个“稱合”的 （ coupled ) 方程组，意即第 i 个质点的运动受到第 i -1 和第〗+ 1两个质点的 
“牵扯”，而且仿此，所有 N 个质点都牵扯在一起.把 A 化成对角形，得到一个形如 


• • c 

U — - S^CL 

P 

的常微分方程组，其未知函数向量是 a = i ( a x ( t ) ，…， a N ( t )、 ， si 是一个对角矩阵 



而方程组成为 


所有的都互不牵扯，物理上称为“解顆” ( uncoupled ). 一'旦实现了解稱，解方程自然很容易.可 
是在物理上重要的是这个新向量 a 有特殊的物理意义，而反映了这个物理系统的物理本质.所 
以在物理上，这个新的未知函数向量称为简正模式 (normal modes ) ，其各个分量称为简正坐标 
(normal coordinates ) :即原来的位置向量对于基函数 (basis functions ) u n 的线性展开式之系 
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数 (对々 求和， n 则是 g G ) 之分量的标号），至于在数学上它们是什么，下面可以看得很清楚. 

下面我们来研究如何求 < 和 aG ). 我们已经说了，为方便起见我们不妨讨论周期边值条 
件 g >)= g N (?). 我们甚至不妨认为&⑴对 一切； 7都有定义，而且适合^ 这 

就相当于把定义在区间 [0, Z ] 上的函数周期地拓展到整个 R 上.既然如此，由 （5) 式可见/对于 


n 也应有周期性^ 


—U 。 


+ N 


，为了适合这个要求，我们取 


\kan 


而 


IkaN 


，所以我们令 


ka 


U ^ — 


2 kI 


v^V 


I 为整数， 


⑺ 


( 8 ) 


a = L/N (就是前述两质点的距离 a )， 所以有 々=2; r " L ， 至于 （6) 式中的因子一^是为了规范化 

VN 

(物理学家喜欢说“归一化”，其实都是为了把某个向量变成单位长向量） （8) 式中的整数 Z 限取0 
< /<] V 值，这是因为= e i 2 _ / N 对/有周期 N ，当 Z 越出这个范围时同样的 < 将会重现.这就 
相当于物理上说的“分辨力”不够. 

现在再来考查 (7) 式，^实际上代表位置，所以是一个空间变量，它与相近，而后者是平 
面波4称为波数，其量纲为 [ Li 1 . (7) 中的々 也是一样，所以 （7) 实际上是正弦形状的平面波 
的离散化，它的重要性质是 

定理 1矩阵 L /= UjQz 表示行，《表示列）是一个酉矩阵. 

证 我们只要证明以下两个等式 即可： 


N 


n = I 
N 

S 


一充 • R 一义 
U n U n — O kk ' ^ 


U- ' W. 


S '. 


(9) 


(10) 


其实它们只是作简单的三角运算（由简单的三角学公式可以得到如此重要的定理实在大为值得 


注意）.为证 (9) 式，令厂二^，々二^，则时 

i\a i\a 


N 


2 


N 

n— i 

2™ a - niN 


〉 : ^2til (/ - t) nj N 


1 


2ra (/- n 


e 


N 


1 


2m a - i)IN 


0 


e 


这里我们应用了等比数列的求和公式，因为 Z 与广均在1到 N 中，广不可能是 N 的整数倍， 
因而分母不能为0,但分子一定为 0. 

当/ = 广时 (9) 式自然成立. 

(10) 式的证明与此类似. 

还要注意到 = 、而 q (?) 应该是实值的，因此 (5) 式中应取心 G ) = a _ k ( Z ). 注意到这 
样一些事实以后，我们就完全转到复域中去考查方程组 (2). 这里 A 本来是实对称方阵.现在看 
作复的埃尔米特方阵.线性代数知识告诉我们，它一定可以用一个酉矩阵 U 对 角化： 
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U_ l AU = st - 


；l i ，…， A N 是 A 的特征根.故若将向量 g 变化 如下： 

qit ) = Ua ( t ) 1 

方程 (2) 就成为 （6) 

pUa = cAUa 即 a = — sia . 

9 

这就是简正模式所满足的方程组 (6). 

现在我们来求解方程组 (2). 为此，以 （5) 式代入 （1) 右，并把 (5) 中的々换成代入以后，对 
方程双方各乘以 〆 ，并对？7求和，这时，利用 （9) 式，有 


n \ k n 


v (t) ut (u k … -2u k + 


但是由⑺有 


6 ±; “义.利用 （5) 对 Z 求导二次,再代入上式左，利用⑼有 


2 Yj 

k' n 


k k ' / 


(广 —2 + 


对上式右方再用一次 (9) ，上式右方成为 


(， -2 + e _ i ^) a , it ) 


oj l(Zl (?) ， 


— Cl-cos ka ) = 2 J — sin 年 

p \ p l 


所以简正坐标 ^ ( D 适合一个完全解耦的方程组 


A (广)+ (芑 ) =0， cok — 2 / ^ y — sin 


方程 （1 1 ) 即所谓谐振子 (harmonic oscillator ) 方程，它的解就是本书第二章一'开始所介绍的指 
数一三角函数 

a k it ) = b k e lW}<t + b - k ^ W}<t 

二 A k ，〜 + () ， ( 12 ) 

这里我们取系 数为& 与目的在于保证 = a_ A G ), 而这是保证最终心取实值之所 
必需.这样我们看到，杆的纵振动的离散模型表明 ：一个 iV 自由度的物理系统的运动实由一些 


谐振子构成.这些谐振子的频率 04 全由这个物理系统决 定：决 定它的关系式_ = 2^1 j 

• sin ^ 称为色散关系，在研究这个物理系统的本性时起重要的作用.这些谐振子的振幅 

与初始位相则由初始条件决定.一根杆的纵振动可以是多种多样的，但总是由这些简正模式合 
成的.所以，分析一个物理系统的状况就应该首先求出这些简正模式，这些简正模式的频率就称 
为这个物理系统的谱 ( spectrum ) ，它刻画了这个系统的物理本质.上面讲到的寻求“隐藏着的周 
期性”就是这个意思.至于一个系统是否有如上类型的隐藏着的周期性，在我们的例子中全决定 
于一个算子(矩阵就是一个算子）可否对角化.如果可以，我们就看到，谱就是特征根.如果不 
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行，问题将极为复杂. 

重要的是要提到，我们虽然只讲了 一个机械运动的例子——杆的纵振动，但是这样的问题在 
研究种种自然现象时都会遇到，特别是在量子力学中.由于不假设读者知道很多量子力学知识， 
我们只能限于经典物理学中的问题.现在只提一下为什么我们就杆的离散模型讲这么多？ 一根 
连续的杆就是 iV — CO 时的极限状况，它是一个具有无穷自由度的物理系统.当过渡到这个极限 
状况时，许多有趣的性质将会被掩盖，特别是色散关系.但是当傅里叶着手研究热传导问题时, 
他确实是从极限状况开始的.下面我们就仿照傅里叶的方法来考虑连续杆的纵振动.我们从方 

程 （1) 开始，并令 a — 0,由于 （1) 中 c = Kla 2 而4 Lq n + l -2 q n +所以代替常微分方 

a ox 


程组 （ l ) ,我们会得到一个偏微分 方程: 


p 


3 -A = k ^ A ， 或写作 - 


d 


dt 


d x 


^ L dX a d t‘ 

这里^ =尺/^它不是上面讲到的 a , 写成^只不过是为了保证它取正值.除了方程以外还应 
该有边值条件，如果研究两端固定的杆，就有 g (0 ， Z ) = g (/ ， Z ) = 0;如果研究周期情况，则有 
q ( i ), t ) = q { L , t ). 此外，因为 （1) 是牛顿的动力学方程，求解时应知道初位移与初速，它的连续 
极限，也就成为相应的初始条件 g Qc ，0) = (p Cx ) ， q t (: c ， 0) = 0 ( x ). 总之，我们会有一 ■个 如下的 


初边值问题（我们把未知函数改写为 M ( x , r ) 了）： 

1 d 2 U _d 2 u 
t dt ox 

f (0 ， t.') = u (L ， t) = 
c Cx ， 0) = p Or) ， u t 


0, ， 

(x ->0) = (p (x ). 


(13) 


(13) 中的偏微分方程通常称为弦振动方程.这是因为，和常见的情况一样，数学物理中同样的方 
程可以刻画不同的物理系统，弦的横振动也适合同样的方程.这个方程也有很长久的历史了. 
达朗贝尔研究过它，丹尼尔•伯努利也研究过它，而且其解法与傅里叶的方法是一样的.只不过 


傅里叶作了更系统的贡献.这个方法如 下：我 们来看 （5) 式，这里 gG ) 写成了 一和式，其每一项 
都是的函数& ( r ) 与一'个与 r 无关，但与？？有关的4相乘，因为 n 代表离散模型中质点的位 
置，所以是一个空间变量，这样，在连续模型中我们试图求 （13) 的这样形状 的解： 


u Cx ， ？ ） = X ( x ) T (?). 

这里我们当然设 XCr )_0， T (?)_0, 否则我们将会得到平凡不足道的解 ： w ^0. 以 a 的这个表 
达式代入 （13) 中的偏微分方程，即有 

n )_ 1 Tit ) 
x(x) — ZTTTT’ 

所以它应该是一个常数 - A . 于是对 X Or ) 和了 （ r ) 我们分别得到以下的线性常微分 方程： 

n ) = - AX ( x )， Tit ) = - XaTit ). 

暂将后一方程放在一边，先看第一个方程.我们想求它的一个非零解 XCr )_0, 但希望这样作 
出的 W Cxd ) 能适合 （13) 中的边值条件.因此要求 

iX // +XX = ()r 
W (0) =X(L) =0. 


( 14 ) 
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如果 A = - 〆 <(),则上之方程有解 

Xix) =Ae^ + Be~^. 

但因要求 X ( Q )= X ( L ) =0,就必须有 A = B =0, 只能得到无意义的零解.所以 A = - 〆 <()是 
不可能的.若;1=0,同样又有 X ( x)=A + Bx , 而由边值条件又得到零解.因此为使上式有解, 
必须 X — p ? >0»但是又非一'切正的 A 都可以给出非零的解：当 A = p 2 >0时 ，X ( X ) = A cos jix + 
Bsin 由 X (0) =0, 即有 A =0, 再由 X ( L ) =0, 又有 Bsin juL =0. 但是 B =0 又是没有用的. 
因此"必须取得使 sin pL = 0,从而 [jl = kiijL，k = l ， 2, ?>，••， (1= - 1， - 2， - 3,…给出同样的 
x ( x )). 总之，我们要求参数； i 之值使 （14) 有非零解.这个问题称为 
( Sturm - Lbuville 简称 S - L 问题 ）， 即求； l 之特定值，使 （14) 有非零解 X Cr ). 所得的 ；I = 


( j ^ tt / L ) 2 称为其固有值 ( eigenvalue ) ，相应的 X ( x ) = Bsin 空 x 称为相应的固有函数 ( eigenfunc ¬ 
tions ) . 固有值的全体构成 S - L 问题之谱.固有值与固有函数在许多文献中分别称为特征值与 
特征函数.它与矩阵的特征根实质一样.于是我们看到 S - L 问题 （14) 之谱即一组实的、分离的 
固有值之集合，所以我们说这个问题有离散的谱.固有函数 X ( x ) 中含有一个特定常数 B ， 我们 
将这样去取它，使 XCx ) 的 L 2 范数为1,在我们的情况下，因为 



故常数= #,物理学家喜欢称它为归一化因子. 

在解出了 X ( x ) 后，再来看： TG ). 由 T ( t )+ Xa 2 T = 0 以及;1= 〆 =(^) 2 即有 


r-r-^ / \ ^ k 7Z(Zt . 厂 、 .k 7Z(Zt 

1 \ t ) = L cos — — + D sin — — 


M kC o S {^ + e k ). 


这又是一个谐振子，其频率是 f (相当于离散模型中的 w ，但是现在的 a 相当 （1) 中的 
在讨论离散模型时，我们的频率@与两个质点之间的距离 a 之间有色散关系# 二2^ 

• sm # .如果 a — 0因为 sin # ，所 以叫〜 即在极限情况下叫与 A 成正比，色 

散关系特别简单，称为非色散波.在连续情况下，正是^这个简单式子把一般的较为复杂的 
色散关系掩盖起来了. 

关于振动与波的讨论我们暂时只能停在这里了，下面再回到傅里叶级数的讨论. 

初边值问题 （13) 中方程与边值条件俱已满足，余下的只有初值条件.为满足它们，需要把所 
得的 X ( x ) TG ) 叠加起来，得 


(jc ft ) — >: 


kizat . ^ . kizat \ . kizx 

cos — —十 L) k sin — — ) sin — ^― 


这里 C ； 与认都是未定数.我们需要这样确定它们，使得 
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/ x _ 厂 .k 1ZJC . / \ _ x 1 klZd , k TZ^jC 

<p Kx ) = Zj Ly k sm l ， y 、工 ）= 之 j l sin ^ . 

k — 0 

从初等的微积分教本中我们已熟知，它们正是 pCx ) 和 0 Cx ) 的傅里叶展开式，而且 


( 15 ) 


Q 


2 

L 


? 


/ \ k TCJC 1 

cJsin — — ax » 


A 


2 「 L 
kna Jo 


<p (x ) sin 


knx 

~T~ 


dx . 


由此以下我们转入纯粹数学的讨论. 

2. 傅里叶级数及其收敛性问题 第四章一开始我们就指出了，傅里叶由此提出了任意函数 
都可以展开为傅里叶级数的问题，这对于从18世纪以来就存在的何为函数的争论正如火上加 
油.其实从18世纪以后，许多数学大师都参加进来，互相问难以至“诋毁”，终于有了狄利克雷的 
函数定义.黎曼积分的出现与此问题直接相关，勒贝格积分理论也是这样.所以许多人说，傅里 
叶分析是现代分析数学的起点.但是它不仅改变了整个分析数学的面貌，而且与群表示理论，代 
数数论、概率论等等都密切相关，出现了调和分析这个广大的分支学科.集合论的研究也始自这 
个问题，而集合论的出现改变了全部数学的基础这是没有疑问的了. 


这个问题的中心，首先是函数 / Cx ) 在什么条件下可以展开为其傅里叶级数？因此，本节前 
半部分主要是讨论傅里叶级数如何由谱的问题产生，下面则要讨论其中心问题——收敛性问 


题.以下为简单起见，我们在区间[-71， 71] 上讨论 /(X) 之傅里叶级数，而且采用复 记号: 


fix )— 2 C k 


e 如， 


Q 


2 tt 


f (x ) e [kx dx 


它与常见的实的记法 


a ( 


/ ( x ) 〜 ( a k coskx + b k sin ^ x ) 
丄 A = 1 


a k 


71 


f ( x ) cos ^ xd _ r ， b k 


71 


f ( x ) sin^x dx 


不 同：在 （16) 中々从 - co 变到 + co , 而在 （17) 中々则从0变到+ co , 而且 


a k = C k + C _ k ， b k = i (Q - C 


-k 


(16) 


(17) 

(18) 


所以积分号前的因子在 （16) 中是在 （17) 中则是 

Z7T 71 

(16) 或 （17) 都是适用于 [-71,71] 上的.但其右方则是 R 上的以 2 ti 为周期的函数，所以在 
[- 7 T ， IT ] 外也是有定义的，而/ (X) 则只在[- 71， 7 T ] 上有定义.因此我们说 （16) 或 （17) 代表/ (X) 
在 R 上以2；!为周期的周期延拓.准确些说则是把 /(X) 在 [-71, 71] 中的一段周期地重现到 R 
上. （16) 或 （17) 右方以任一长为 2; r 的区间为基本周期，不论这个基本周期是 [0,2; r ] 或 [-7 T ，；!], 
只是平移一下之图像而已.但若/(工）原来就定义在 R 上，取其 [-; r ,; r ] 上的一段或取其 
[0,2；!] 上的一段作周期延拓，其结果就可以完全不同.所以作 / Cx ) 之傅里叶展开 （16) 或 （17) 时 
必须先说清是取 / Or ) 之“哪一段”来作展开.我们特别要注意，即令 / Cx ) 在 R 上连续，取其 
[-；!,!!]上之一段作周期延拓后，可能得到不连续的函数.例如若记周期延拓后所得函数为 
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(工），则 (7 T — 0) = / (7 T ) ，/* (7 T +0)=/( — ； r )， 所以在 X = 7 T 处会出现一‘个第一'类间断点. 
对 / Cx ) 之各阶导数也是这样.这一点下面应该特别注意. 

既然得出了 /Cr) 之傅里叶展开式 （16) 或 （17), 基本的问题自然就是收敛性问题.但我们不 
妨从更宽的角度来看待它，而问这些级数与 / G :) 关系如何？例如它们是否收敛，若收敛是否其 
和一定为 /Cr) 等等.要注意，收敛性问题只是问题的一部分，所以我们在 （16) 或 （17) 中都未用 
“二”号而用“〜”.首先是，我们打算在什么框架下讨论这些问题.在19世纪中叶狄利克雷和黎 
曼的时代，自然是在黎曼可积函数类中讨论它.如果没有适当的可积性理论， （16) 与 （17) 中的傅 
里叶系数公式就无法定义，而且正如第四章一开始就指出的，黎曼积分理论正是这样出来的.到 
19世纪末，有了勒贝格积分理论（它至少部分地也是由傅里叶级数理论引起的），人们自然会在 
L 1 框架下讨论它. L 2 空间中的傅里叶级数理论我们已在第四章§3中讲了一个头.它后来引 
导到泛函分析、数学物理等很广阔的天地中去了，我们也就不再讨论它了 . L 1 与 L 2 中的傅里叶 
级数理论都极为细致，由于我们分析数学方面准备不足，只好割爱.在本章中，我们较多地从广 
义函数角度来讨论它，并适当涉及 L 1 与 L 2 理论. 

在进一步讨论 （16) 或 （17) 的收敛性前，我们还要作一个约定，因为 （16) 可以直接由 （17) 经过 

关系式 （18) 导出，所以若对 （17) 取部分和々=0,1,…， N , 则 （16) 中也只出现 . 因此以下凡 
讲到 （16) 的部分和时恒指 


N 

S N ( x )= 2 c ^ lkx ■ (19) 

为了讨论 （16) 或 （17) 的收敛性，一个最直接了当的办法是估计的大小.这里我们有一个 
基本的，然而很简单的 

定理2设 /( x ) 由其定义域[- 7 i ，7 i ] 经过以 2 ti 为周期的延拓后成为一个 C m (m >1) 类函 
数，则其傅里叶系数 C ； (或 A , &) 适合估计式 

C k \< : Mlk rn i \ a k I , \ < Mlk m ')， (20) 

链. 

证因为 /Or) 在周期延拓后为函数，所以 /(7 T -0) =/(7 T ) =/(-7 T ) =/(-7 T + 0). 对 
/的不高于 m 阶的导数，也有这样的公式.由分部积分法 


2 kiz \ 


:/ Cx) 


2 km 



— —i 

上面我们多次应用了分部积分.由此直接得出 （20). 

这个定理看来简单，但若由它可以得证 （16) 或 （17) 绝对而一致地收敛（有些文献上 
称为正规收敛），而这个结果对于很一般的 S - L 问题也是适用的，在那里我们没有办法应用指 
数函数和三角函数那么丰富的性质.但是即令是如此简单的定理，也还有许多值得挖掘的地方. 


例如，如果 


7 Z 处有第一类间断点，则 
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2 kr :\ [/ (― 71 + 0) — /" (兀 — 0) ] = ( 2^- ~ [/ (ti + 0) — / (ti — 0)] (注意 /"( x ) 以 2 ti 为周期）， 


从而二 0(+), 反过来，若二0(+)，我们可以猜到，函数会有第一类间断点.本节下面的 

例子说明确是如此.因此产生了一个根本 思想： / Cx ) 的光滑性与其傅里叶系数衰减速度直接相 
关.这个重要思想将在本章最后一节中详细讨论.现在我们先要再讲一下1/函数的一个性质. 

我们在上一章中已经看到，任一个1/函数 + CO ) 都可以用一个连续函数去按 
系数逼近.但我们没有详细证明，这不是因为这一性质不重要，恰好相反，它是极为重要的，因此 
我们将在下一章在子空间的稠密性的背景下去讨论它.我们这里只指出，不但可以 
用连续函数去逼近，而且可以通过例如磨光算子，用 C ； r 函数，即 D 中的函数去作1/逼近.不但 
如此，我们还可以用阶梯函数去逼近.所谓区间 J 上的阶梯函数，即把 J 分割成有限多个小区 
间： 

I : a 二 a 0 < 〜 …< a N 二6 (J 即 [ a ，6])， 

而阶梯函数即在每个小区间上各取常数值的 函数： 

Cp CjC) — t ~ 1’2’ •" ， iV. 

此外还可以证明 f ( x ) eL p 有所谓平均连续性，即对任一 e >0必可找到一个 I 使当 | /^ | <3时 

/ r \ lip 

|| f(x + h )- f ( x ) || = ( \ f (x + h ) - f ( x ) I p dx ) < e . 

这些性质不仅对有界的 J 成立，对可测”的 J 例如 J = R 也是成立的.下面我们将自由地应用 
这些结果. 

首先给出 一 个重要的定理. 


定理 3( 黎曼- 勒贝格引理） 若 /(x)GL 1 ( R ) 则 fix ) e lAx dx—0 (々一 °°) • 

〜 〜 J _co 

证 因为 /( x ) GL 1 ( R ), 故对任意 e >0 必可找到正数 M , 使 


M 


f ix ) dj ： 


-M 


f ix ) dj ： <C 


所以 


f (x ) e 如 dx = 


■ 

' -M 

P + oo - 


+ 

1 

■V 

— oo ^ 

1 M 」 


/(x) 


ikx 


3 . 




dx 


■M 


/( 工） 


\kx 


dx » 


其中前两项绝对值均小于 e /3, 现在看第三项.由前述1/函数的性质，可以找到一个阶梯函数 
w (: c ) ，使 


rM 


■M 


f ix ) ~ zv ( x ) I dx < 音， 


而如定理 2 前所述 




ZV 


( x ) e {kx dx 由有限项 A , 


■M 


'CLj 


i-1 


e {kx dx = [e 


， ] 相加而得， 


当々充分大时它们可以变得任意小.所以 只要々 充分大，必有 


■M 


•M 


/( 工） 


\kx 


dx 


N 


< 


rM 


M 


l/(x) 


ZV 


(X) 


\kx 


dx 




A - 

f* a. 

J - ikx 1 

e ax 


a • d 

J-l 


< 
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因此当 A 充分大时 

「广 - M 广 + oo -j 广 M 

f(x ) e lkx dx ^ + | f(x )e ~ lkx \ dx + f (x ) e [kx dx < e . 

J - ⑺ LJ-mJ/Vf 」 J - M 

特别是，若 / (X) G L 1 ([- 71 ， IT]) ， 则 / (X) 之傅里叶系数 G 当 00 时，必趋于 0. 

由于这个定理的重要性，我们不妨分析一下其要点何在.实际上，重要的是右方第三个积分 

的估计:我们用 TO (: C ) 去逼近/ (： C ) ，而 (： C ) 至少在 一 '个小区间[% _ i ] 上是不变的.而另一 ' 

个因子，因为其周期为¥，这个小区间中包含了它的许多周期.每一个周期中 e ife = cos kx + 

k 

i sink : 之实虚部都是正号地变一段，又完全同样地反号再变一段，因此乘上 ™ G :) 二 * 后，平 
均地完全抵消了. / Cx ) 虽然不如 w ( x ) —样在某区间中不变，但既可用 wCx ) 逼近，也就可以说 

是缓变的.所以 /( x ) e fc dx 中既有缓变因子 /( x )， 又有急变因子^〜：二者相乘又相加，就 
J -M 

好像是使 / Cr ) 之值加“权”正负相消了（这里用语不太准确，因为“权”一般总是正的）.这实际上 
是傅里叶级数的一个“诀窍”：例如在2(：^〜中当々充分大时是急变的，即高频成分.我们证 
明定理2时只利用了关于1 C 」的估计，而对，之振荡特性用到不多，所以得到的结果必然是比 
较粗糙的. 


但是即令如此，我们通过分部积分以及 


+ C 仍然利用了 e ife 之振荡特性.话 


已至此，索性多讲几句在今后可能会对读者有用的话. 

3. 阿贝尔变换和第二积分中值定理 我们处理的级数是形如的，分部积分讨论的是 

/ Cr )* pCr ) 的积分，如果暂时不谈极限，则也是 f 类型的和式.关于这类和式有一个著 



现在，把这个变换用于无穷级数 D a k b k - 为了证明它的收敛，只需应用柯西准则，即对 e >0 找 

是=1 

一个 M , 使得对任意的 N 



a M + kb?A + k 


对此式则可再应用上述阿贝尔变换而有以下两个判 别法: 


< £ . 


定理4 0 阿贝尔判别法 若 b k 收敛而 {a j 是单调有界序列，则上述级数收敛. 

6二1 

OO 

( n ) 狄利克雷判别法 若 Y b k 的部分和序列有界，而{^}单调趋于0,则上述级数收敛. 

左二1 

M+N k 

证 我们把 (21) 应用于 X a 点，于是令执 = D b M + 1 . 先看 

i 二 M+ 1 1 二 1 
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对于 ( i ), 这时只要 M 充分大则一切都适合，又因 {&} 有界，所以 | % |< A , 
从而 I % — + 1 I < I A I + \ <^ k -\ <2 A » I a N I ，应用柯西准则， 

M 

S I — 〉: a M+ ^b M+ . k ^2Ae + Ae — 3Ae . 

从而原级数收敛. 

在 （ ii ) 的情况，一切 I 战 I ，而 I a M + 」< e ，应用柯西准则，又有 

| S | <2 段 + Be = 3 Be . 

定理证毕. 

阿贝尔变换在积分中有什么类比吗？首先就是分部积分法.现在我们不要太严格，这样可 


以自由地在积分和和定积分之间随意变换.考虑 |/ G :) pG :) d : r ， 通过把 I 分割成许多 小区间 

I 

N 

[ x 0 » X ! ] U [x ! ，: C 2 ] U … U [ x N _ ! » X N ]把它变成积分和 2 f (。屮 (耷 k ) 匕 k 工，令 a k = m ) ， b k = 

k = \ 

ip (6 ) ，则 = 心 + … + p (5 )△# ，我们又把它写成 B ) = [ pCr)dx (注意 

B ( x (> ) =0) ， 于是阿贝尔变换成了 


f ( x ) B ' ( x)dx 二 


2 [汉（氐）- a (色 + 1 


■ x k 


9 


(x ) dx 


「 x j\j 

+ a ( x N ) 


cp (x) d_r ■ 


(22) 


但 

a ($ _ j ) — a ($ + j ) = — f ( x ) dx y 

J 4 -i 

忽略一些“可以忽略的”误差，还注意到 B ( x (> )= 0，并把心写成 x ，阿贝尔变换式 (22) 立即成了 
分部积分公式 


/ ( x ) <p ( x)dx = f ix ) B ( x ) 


x rx 


工 0 J x o 


f (x ) B ( x ) dx . 


我们在第四章中就说过积分(黎曼积分)其实就是组合学公式“加上一点极限”.达布关于牛 
顿-莱布尼茨公式的证明说明了它，分部积分法又一次说明了它.可是，把阿贝尔变换用于积分 
学对我们当前讨论的傅里叶级数最重要的贡献在于它给出了第二积分中值定理. 


定理5 ( 第二积分中值定理） 设 /( x ) 与 p Cr ) 均定义在 [ a ，6 ] 上， /(: c ) 单调而 p (: c ) 连续， 
则必存在 eG [ a , 6], 使 

广 b 广 f 广 b 

cp ix ) f ix ) dx = / (a + 0) cp ^ x ) dx + / (6 ~ 0) <p ix ) dx . (23) 

%) Q, h) (X ^ 

证 不失一般性可以设 / Cx ) 单调下降（否则考虑 _/ Cr )). 单调函数最多有可数多个第一 
类间断点而且必可积.于是 p Or )/' G ;) 可积.对单调函数/ (工），/ (a + 0) ，/ (6 - 0) 均存在，我 
们又可设/(6-0) =0,否则可以用 F ( x ) =/ Cx ) -/(6-0)代替 / Cx ). 如果我们证明了 




b 
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( p ( x ) F (x) dx = i 7 (a + 0) (p (x) dx + F (b ^ 0) cp ( x ) dx 

a %) a %) ^ 

r f 

=i 7 (a + 0) cp ix) dx» (24) 

%) a 

将 F(x) = f ( x ) -/(6-0)代入上式即可得到 (23). 

现在作 [a，6] 的一个分划， a = •x D <:c 1 < 〜<:c N = 6,并令 G (x) = cp Cx)dx 为 p Cx) 的一 

CL 

个原函数，则 G (>x ) 是 [a ， 6 ] 上的连续函数，从而有最小值 m 和最大值 M . 我们要作 

C b n 

Fix ) 9 ix ) dx 的一个积分和^ FC ^ cpC ^)^. ^ 的取法 如下: 对下式应用积分中值定理， 


G ( x t ) - G(^_! 


(p (x ) dx = (p ) Aj 


并且利用这样定 出的乞 作上述积分和，于是对 D 应用阿贝尔变换，而以 

x= 1 

i 7 (在） 作为 p (色） Ag 作为 h ，于是 = ~ + …+ 乂 = ^ p (乞 ）d:c= <p ix ) Ax = 

)=1 J J a 

G (xj). 应用阿贝尔变换有 

N N-l 

2 F (^) 9 (^) A ^= 2 [F (^)- F (^ + 1 )]^+ F ( e N ) E N . 

i=l k=\ 

因为 FCx) 是单调下降而且非负的，压 与 Bn 均为 G(x) 之值，从而 m < B k ， B N < M ，代 入上式 
有 

N-l N 

m [2 (F(e,)-F(e, +1 )) + F(e N )]< S f( ew \工 

6 二 1 1 二 1 

< m [§ ( f ( e ,)- F ( e , +1 )) + F ( e N )]. 


亦即 


取极限后即得 




mF (a + 0) ^ F ( x ) (p ( x ) dx^MF (a + 0). 


由于 m » M 分别是 p Cx) 在 [a ， 6 ] 上的最小与最大值，由连续函数的中间值定理，一 ■定 存在 
[a ，6 ] 使 p ($) 之值适合 


F ( x ) <p ( x ) dx = <p ($) i 7 (a + 0). 


此即 (24) 式，从而定理成立 


与关于无穷级数的收敛性相应，关于积分 f ix ) <p Cx)dx， 我们也有相应定理. 

v Q, 

定理 <( i ) 阿贝尔判别法若积分 f °° f ( x ) dx 收敛，但不一定绝对收敛，而 p(x) 单调有界， 
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则 / ( x ) p ( x ) d:c 收敛. 

Cl 

( ii ) 狄利克雷判别法 若 /(X) 在 [ a , + co] 的任一子区间 [ a , A ] 上可积，而且 f A / G ：) d ： r 对 

V d 

A 有界； p Cr ) 当 x —+ 00 时单调趋于0,则 f ( x)<p Cr)dx 收敛. 

J a 

这个定理的证明我们略去.但要指出，对其它类型的反常积分，也有同样的结果成立. 

4. 从广义函数观点看傅里叶级数的收敛性 下面我们再回到对傅里叶级数的讨论.我们 
来看级数 （16) 或 （17) 是否在 X G [- 71 ， 71 ] 处收敛于 /(X). 这里假设已对/ (X) 作了周期延拓. 
把 （16) 中 C A 的公式(积分变量换成 W ) 代入 （16) 中的级数，则其部分和是 


N 


S N (X)= 


2 71 


71 


r ( \ X 1 _ \ku ijfcc 」 

j ^ u ) 2 _j e e au 

k 二 -N 

r N i 

f 〔 .U) 2 COS 是 ( 工 — U) + J 


du y 


但: 


N 


cask ( j ; 一 m ) + 


是 =i 


~1 


n cask (x — u ) sin (x — u ) 


s 

k -二入 


n sin 


左 =i 


sin ~2 (x — u ) 


, k + 2 r x ~ u) 


sin 


~1 


k ~ ^r) (X — U) 

、 L 1 


2 sin ~2 (x — u ) 


sin 


[iV + I) (工 - 以 ) 

2 sin (x — u ) 


令 


U 一 X 二 


代入上式，有 


4 


sm 


S j\j (工 - 


71 


2 


■ f (x + t ) dt . 


2 sin 


2 


为了证明 lim ( x ) = / Cr ), 只需证明当 iV — co 时 

JV 一 GO 


sin 


S N ( x ) - fix ) 


71 


2 


_/ (x + t ) - f ( x ) ] d / 


^ 

zsin - 


趋向 0 即可，这里我们需要倒用上面的求和程序，而有 


71 


in (N + 备 ) f 


N 


■dr 


2 sin 


2 tt 


2 e l ^d? = 1. 


2 


—k = -N 


(25) 


迄今为止,我们对 / Cx ) 之光滑性未加限制.为简单计，暂时固定并令 / G ) GC ™ 且支集在 x 




附近，则有 
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- Lf (x + t ) - / () ] G L 1 (— 7T ， 7T). 

. t 
zsin ~2 

因此利用黎曼-勒贝格引理即知 UmS ^ vGr ) =/( x ). 这样做似乎没有得到 好处： 我们的结果还 
未超过定理2,而且还没有考虑到当 X 接近 [-7 T ，; r ] 的端点时因 /(X) 周期延拓而可能产生的新 

1 sin (n + i ) ? 

的第一类间断点.但是它告诉我们， R 上的以 2; i 为周期的 C ™ 函数 ( i )=^- —-——^构 


成一个3序列， (?) 称为狄利克雷核，于是我们有 
定理6 { D n (?)} 是一个3序列，亦即 

D n ( t )^8 ( t ) in D " ( R ). (26) 

这个定理给了我们一个新的 视角： 注意到 (r) 是由用几何数列求和得出来的 

(我们只是为了不在复域中迂回，才把它直接化为余弦之和 ' 并 S 了积化和差分式，其实使用几何 
数列求和结果是一回事，读者自己不妨一试），所以可以写成 

J - ^ e lkt = d (D in D ' ( R ). 

Z 兀 & 二 _oo 

如果再注意到=1，则上式左方又可以说成是 3( f ) 的傅里叶级数，定理 6 就可以改述 
为 S ( D 之傅里叶级数在 IT ( R ) 中收敛于3 G ). 这样说法听起来固然颇有新意，但追究到底，因 
为 ZT 广义函数是 D ( R ) 上的连续线性泛函，所以我们还只是证明了 D ( R ) 函数 /( x ) 之傅里叶级 
数必收敛于 fix ) ——还远远没有超出定理2 ! 

但是3 ( D 不仅是 DCR ) 上的连续线性泛函，在第二章§4中就指出了 3 G ) 甚至是连续函数 
空间上的线性 泛函： （1/> =/(0)对连续函数即已成立，上面说的 Q ( r )， #0=1就是用的这个 
结果.于是傅里叶级数收敛问题就变成 ： D N G ) 在什么样的空间中可以看成3序列？为了回答 
这个问题，我们还是认为 / Cr ) 定义在 [- tt ，；!] 上，并经周期延拓到 R 1 上，于是在 x = ±; r 处会 
有多余的间断点.现在来考虑 

S N ( x ) -去 [/ Gr + 0) + / (x - 0)] 


sin (N + t 


[/(x+ ?) -y/(x + 0) -y/(x-0) ]d/ 


•o sin (iV + 备 )? 


Ifix + t ) — 士 /(x + o) -y/(x-0)]dr 


smyN + t 


{Lf (x + t ) — / (x + 0) ] + [/'( x -?) — / (x — 0) ]) d ?. 
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今记 


(xy t ) — ---([/ (x + ? ) — / (x + 0) ] + [/ (x — r ) — / (x — 0)]). 

. t 
Ztisiii ~2 

固定: r 并视少为？的函数，于是若 平 （ x ， t ) 为 L 1 函数即可利用黎曼-勒贝格引理证明级数 
(16) 收敛，而且其和是^ ■ [/ Cx + 0) + / (x - 0) ]，即左、右极限的均值.注意到 sin +〜音，所以 

只需 /( x±J ~/( x ±0) eLl 即可.但是有许多情况可以保证这一点，例如设 /(?) 在 f = 处 
适合赫尔德条件 

\ f (x + h ) — f ( x ) 

(a = l 时称此条件为利普希茨条件）即可. 

从今天的角度来看，我们自然知道,真正的问题在于在一个尽可能宽的函数空间中寻找一个 
谷序列，就是找一个含参数的核.这种核为数众多，我们下面还可以看一个很类似的核 


它与狄利克雷核相近，因为 


it) 



尸 71 


J 0 



(t)dt = 




J 0 



t 

-0 it) 


(p it)dt 1 


( 21 ) 


其中中（?） =^?-, 它在 [ i ,7 i ] 中是很光滑的.我们用参数 m 代替 N + 备， 下面证明丄^^ 

.t Z 7Z t 

sin T 


当 m — CO 在满足狄利克雷条件的函数类中是3序列，所谓狄利克雷条件即 

CD ): 若 / Or ) 在 [ i ,; r ] 上最多只有有限多个第一类间断点，而且可将 [- ir , tt ] 分为有限多 

个区间，使 / Cx ) 在每个区间上均为单调，则称 / Cx ) 适合秦件 ( D ) -狄利克雷条件. 

定理 7 核 ( D 在上述函数类中是3序列，即是说，若 / Cx ) 适合条件 ( D ) ,则有 


lim — 

"一 co 71 t 


W N ( r )/( r ) d ? [/(0 + ) +/(0-)]. 


在证明此式前，我们先要提到一个著名的积分公式 


(28) 


值得注意的是这个积分收敛但是并不绝对收敛.因为比较详尽的微积分教材都有这个例子，我 
们就不来重复证明了.现在我们回到定理7的证明. 

我们考虑 




_f Or + t ) 


-去 G : + 0) 


~ -^-f (x ~ ]d? 



sin 



2 


t 


t 


_ f ( x + t ) - f ix + {)) ]dr 
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.0 sin (n + / 


_f (x + t ) — / (x — 0) ]d?. 


这里我们已利用了 


sin [N + t rK sin [N 

-是 z 的偶函数，从而 - 


(x + 0) dr 


li 1 


f(x + 0)dt. 在后一积分中作变量变换 


，则上式可化为 




_/ (x + t) + f (x — D — / Cx + 0 ) — fix - 0 ) ] d ?. 


由条件 CD ) 知，只要取 3 充分小 ， / Cx ) 在： c 之左侧[: c - 各，工 ] 和右侧 \_ x <> x ~ 各]中均为单调的， 
sin(N + 冬 ) r . r s sin (n + t 

-i — >■ t ― 一 * \ / ' t I - \ > I~r - — .~~• t t \ i — . » t . \ ._• ，s I 、 / * I - ^ 


又由于 - 


-在[ 0 ,幻中总是可积的，所以例如对积分 


_/ (x + t) 


/(^ + 0 )] d ^ 应用第二积分中值定理，知此积分 


1 re sm yN + j t 

= — Lf(x + d) -/(x-o)] --- d? 

3T Jo t 

1 r (N+ 士 ） f ■, 

— Lf(x+d) -/(x-0)] —dt. 

Tt Jo t 


后面的积分当 N — %时极限为 f ， 所以不论 N 和谷如何取，它总是有界的.再由 / Cx ) 在 
Dr , x + 幻中为单调的假设（单调函数只有第一类间断点），对任意£> 0 必可找到一个 3( e ) 使 


f (x + 8) - / (X + 0) I < -t4-7 ， M = s\ 


所以 


了片 sint 


d ? ， 


同理当 ^ 充分小时 


_/(x - t) — fix — 0) ]df < 


现在固定这个 l 它与 iV 无关，而 (29) 中的积分化为 


71 sin (N + 备 ) f 


丄--- Lf(x + 0 + f ( x ~ t ) —/(x + 0) -/( x -0) ^dt + I } + I 2 

71 J 5 t 

对前一积分可以应用黎曼-勒贝格引理而知当 N 充分大时,其绝对值小于 e /2 . 由此知 


、 71 r\ r> 

lim W N (t ) f (x + t ) dt = lim — 

— - K J\f^OO 71 J Q 


( a /+ 士 ）71 sm 


in(N + |: 


_/ (x + 0 ) + f (x — Q ) ] d ? 
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= (x + 0) + / (x — 0)]. 

但这只是证明了 是3序列，还未证明级数 （16) 是否在条件 （ D ) 下收敛于 /( X ). 于是我 

们还需证明 

定理8 (狄利克雷定理） 设 / Cx ) 在[- II ， 71] 中适合条件 CD ) ，则级数 （16) 必收敛，其和为 

y^j c k e kx = + [/ (x + 0) + / (x — 0) ]. (30) 

k 二 - oo 乙 

证 前面已经证明了左方之和为 

广 71 

lim D n ( t ) f ( x + t)dt y 

N -⑴ J 1 

定理 7 则证明了上式右方为 lim f W N ( Of(x + Odt . 所以现在需证的只是 

n 一 J - K 

f*7Z 

lim [ D n ( t ) — W N (/) ]/(x + ?) d / = 0. 

n — _ n 

但是 


D n ( r ) - (?) = sin (N + 音） ？ 


2 sin 


2 " 


zsm - 


-在 ZG [- JT ，7 T ] 中只有一'个奇点 Z =0, 但是 


2 sin 


2 




1 -sin r r -I 


t — sin r 
2 rsin r 


T 


H - 


2r 


2 . 


2 


3! 5! 


r 


2*3! 


S 

k 二 2 




这里 r = ^ ■，而级数在 r = 0 即 r =0 附近收敛，所以 D N (?) - (?) = ^( r)sin (N + 士？ )， 而少 

在 [-71，；!] 上光滑，因此 L 1 可积.利用黎曼-勒贝格引理即得定理8的证明. 

上面我们详细地讨论了级数 （16) 的收敛性问题并且利用了很细密的数学分析方法.当然读 
者会问，能不能找到更精密的方法来证明 D N G ) 即在连续函数空间中也是一个3序列呢？答案 
是否定的，因为早在1876年就有人找到了一个连续函数，其傅里叶级数 （16) 可以在某点不收敛. 
甚至有这样的例子，即连续函数的傅里叶级数可以在“许多点”上不收敛.如果对 /( x ) 只假设可 
积性，即 / Or ) GL 1 , 科尔莫哥洛夫甚至构造出几乎处处（甚至处处）发散的例子.如果假设 
/ Cx ) GL 2 , 鲁金在1915年就猜测， L 2 函数 / Cx ) 的傅里叶级数必几乎处处收敛于 /( x ) (此级数 
必在 L 2 意义下收敛则上一章§4就已讲过了，是一个非常简单而又基本的事实）.这个猜测在 
到1966年才由瑞典数学家卡尔孙 （ L . Carlesoti ) 证明.总之，我们遇到的是这样一个问题，既刻 
画一个函数类，又刻画一个级数 （16) 之类； 即刻画出一类 U ， 使二者相互一一对应.由此出现 
了许多结果，使我们看到傅里叶级数理论是一个内容非常丰富而又十分困难的理论.但是我们 
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不能不问，是否能走另外一条路呢？我们想走广义函数的路.下一节我们再详细地讲，现在只简 
单说几句. 

我们现在回到定理2,并且先作一些不严格的讨论.上面我们已经说了，3 ( x ) 的傅里叶级数 
是 

§ i x ) = V 丄 

f J / TT 


它在 ZT 意义下收敛.如果应用狄利克雷定理，应有 


4 

(2 k + 1) 


■sin kx = 


0< X<71’ 

— TT^X^O 


不过，在间断点: C =0, ±71 应该按狄利克雷定理对级数的和作必要的修改.其实，由 3( X ) 的展开 
式逐项积分也可得到它.这个级数可以与定理2的证明联系起来看 ：若函 数本身有第一类间断 


点，对其傅里叶系数 q 二 O .把 G1 ) 看成一个波（在信号处理中人们时常这样看，而且把 x 

解释为时间），则 (31) 是一个“方波”，在信号处理中它是很重要的.其实第四章一开始就有类似 
结果，见第四章§ 1图 4-1-1. 

71 _ cos 3 x , cos 5 x 

= COSJ ： - -^- 十 -^- — ••• • 

它与 （31) 形状不同只是因为它们是同一个函数在不同区间上的展开式. 

级数 (31) 在物理上就表明方波可以用不同频率的正弦波之叠加来逼近.由于方波是很有用 
的，所以物理学家自然想办法造了种种仪器去生成正弦波（这是很容易的）并把它们合成.其实 
这些仪器都可以看作是专门用于调和分析的计算机.有了现代的计算机以后，这更是不成问题 
的小事了.本节开始说到的迈克尔孙就设计了一个“计算机”来用 （31) 的部分和生成方波.可是 
试用的结果总是不能满意.他生成的波在间断点处总会有些地方超出方波，高度约为半跃度的 
9%.这个现象称为吉卜斯 ( J . W . Gibbs 就是第四章§5提到的著名的统计物理学家)现象，因为 
吉卜斯在1899年“自然”杂志上致信迈克尔孙指出这是一个一般现象.这个缺点显然是 （31) 不 
一致收敛造成的，因为如果 （31) 的部分和 S N (/) 在 [- 71 ， 7T] 上一致收敛，则其极限函数一定连 
续,而现在极限函数显然是不连续的.所谓一致收敛性就是说在 / Cr ) 的曲线上下各划出一个宽 
为 e 的带形，当 N > N ( e ) 时，& (/) 的曲线一定在[- ti ， ti ] 区间中 
全部位于此带内.吉卜斯现象则指出，只要 e < 半跃度的9%则不 
论 N 取多大， S N (/) 的曲线在间断点附近一定会“冒出”这个带形 
之外.当我们讨论不一致收敛时，注意到在几何上什么是不一致 
收敛是很有必要的.从实际上生成方波来说，克服吉卜斯现象以 
改善收敛性是很有必要的.为此，我们可以采用无穷级数的求和 
法以改善收敛性. 

无穷级数理论中有许多求和法，我们下面要讲的是所谓 C 1 
求和法 （ C 是指意大利数学家切萨罗 （ CesArc )， 把它应用于傅里叶 
级数的则是匈牙利数学家费耶 （ Fejer )). 其法 如下： 设有级数 
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y ] ，记其部分和为 U n = ^ ，我们考虑序列 U () » U x » *** » U n 的算术平均值并记为^ 


k = () 


n + 


k=() 


( U () + Ui + … + U „) ，现在问 A 之极限是什么？如果用一点比较简单的极限计 


算可知 ~ — L 7, 但其逆并不成立.所以 {&} 的收敛性“好”于 { R }, 若 A — L 7, 则说级数 L ^ 

为 C 一 1可求和 ( summable ) ，而其 C 一 1和为 L 7. 现在把它应用于级数 （16) ，前面我们已多次计 
算过它的部分和可写为 


N 


2 tt 


N 


/ (x + 0 e kt dt . 


•N 


r f \ \ ^ i — 丄 

j \ u ) 2 _j e dzY = 7= r ~ 

我们说这里的 S 是它的部分和管实际上它是 2 N + 1 项之和.计算它们的算术平均值会 
得到 

N , \k 


K N ( t )= 2 U 


\kl 


K n ( D 称为费耶核，可以证明 


k 二 一 N 


K n it ) 


N 


sin 


N + l / 

N+l 1 


2 


t 


sin 


2 


证法要点 如下: 
注意到 


所以，经过简单计算即有 


sin 2 ~ 2 = ~ 2 ^-~ cos 广) 


2 


i eit ， 


sin 2 -^* K n it ) 


(~ T e 

l ( l 

nTT v T e 


N 


2 1 


1^ I -L -L ；/ 


々 I 、& 

e 


:(N+ l)//2 


: CN + 1)^/2 


2 


sin 2 


N+l 


值得注意的是 , K n ( D 即使在连续函数空间中也是 3 序列，实际上，对任何 [-7 T , 71] 上的连续函 
数 fix ) 


lim 

/V 一 co. 


f ( u ) K n (u — x ) du = f ( x ). 


这里的证明不难，我们都略去了.总之，连续函数 / Cr ) 的傅里叶级数 （16) 必为 C — 1可求和而 
以 / Cx ) 为其 C 一1和.看一下图 4-1-2 中标注了费耶和的曲线，就看得出它克服了吉卜斯 
现象. 


2傅里叶变换 


1. V ( ir ) 函数的傅里叶变换 傅里叶级数出现后不久，就有了傅里叶积分——傅里叶变 




§2 傅里叶变换 
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换.前者把 [-71,71] 上的周期函数 /( X )“ 写成” I ； ，或者也可以说是把一个函数“变成”一 

左二 - oo 

个序列{…，^^^^^—^^^…:^所以它是函数空间到序列空间的一个映射.也可以说是一个 
物理过程有了两个不同的“表示” ：一是 表为 ： r (可以是时间，所以下面改写成 Z ) 的函数，一是表 
为频率々的函数，不过时间 r 是取连续值的，而频率是取整数值的（因为我们使用了指数函数表 
示正弦波，所以这些整数也可以是负的）.但是一个自然现象很少是真正周期的.例如上面我们 
说 /( x ) 是周期函数，其实它原来可以定义在 R 上，只不过我们取了它的在[-；!， 71] 上的一段再 
作周期延拓，这样才得到周期函数的.由上节的例，在有限区间上的 S - L 问题又时常是有离散 
谱的，这是把周期函数 /( x ) 在一个周期内展开为固有函数的级数，就是傅里叶级数——的问题 
的来源.因此自然要问，如果考虑的是定义在一个无穷区间上的函数，那么会得到什么？事实上 
当年傅里叶就是从研究一个半无限长的杆上的温度分布得出傅里叶积分的.具体情况下 如：设 
在杆[0, + °°]，上有温度 w ( X ， ？） 分布，由第三章第一节知 ， w ( X ，满足热传导方程 

1 9 u _9 2 u ⑴ 

我们设杆上初始时刻的温度分布是已知的，而在杆的左端 : c = 0 处温度又保持在 w (0， t ) =0,于 
是除方程 （1) 以外还有边值条件和初值条件 

w (0， f )=0， m Cr ， 0) = p Cr ) (已知函数）. (2) 

可以仿照上一节求解弦振动方程的办法来解它，令 uix ， t )= Xix)T G ) 代入方程 （1) ,化简后 
有 

T ( t ) la 2 T ( t )= X // ( x ) IX ( x )= X . 

于是和前面一样，试由它以及边值条件 X (0) = 0求出 X Cr ) ，我们仍设 A = 〆 >0,于是 

X ( x ) = Ae ^ + Be ~^ z . 


但是，若 At ^ O , 则当: c — +⑺时会有 X Cr )— ⑺ . 这在物理上是说不通的.因此，必须有 A =0. 
再由 X (0)=0, 又得 X (0)= Be°=B = 0, 于是又归结为一个平凡解.这样，我们否定了 /的 
可能性.这里有一点十分值得注意 ：物理 上合理性的要求限制了函数在无穷远处的性状.而后 
者又起了边值条件的作用.这种限制可以是例如 X (JC) 在: C— + oo 时为 O ( l / x a ) ，可以是 X (X) 
GL 1 ([0, +⑺））或 xCr ) GL 2 ([0, +⑺））等等.所以我们看到，限制在某个函数空间的框架内 
研究某个数学问题不只是有数学上的意义，而且常有物理上的意义.我们暂时只能讲到这里为 
止.总之， A=〆 已被排除.同样，我们也会排除;1=0,而余下的只有;1= -;/，从而 


由 X (0) =0可得 


X (x ) = A cos jjlx + Bsin fix . 


X (x ) = sin jux » (3) 

我们略去了常数(系数 B 取为 1), 但是我们不能说一切 pGR 都是固有值而 （3) 为其固有函数. 
我们只说以下的边值问题 


x"(x) - ax (^) =0, [o, + c«), 

(4) 

X (0) =0, X 在 x —+ co 时不趋于 

(最后一个要求也可以是 X Or ) GL 1 ([0, + %))等等，现在只是作一个例子来提出问题）的“谱” 
是;什么时候说固有值，什么时候只能说“谱”，这是属于谱论的问题.我们现在 
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只说问题 (4) 有“连续谱” 
所以 


相应于 A = - 〆 ，有 

T it ) + a pi 2 T it ) =0, 


T(t) = W)e a 、 ' ， "GRd>0, 

而问题 （1)，（2) 之解现在不是对 p 求和，而是对 p 求 积分： 

/* oo 2 2 

u t ) = 0 ( ju)e ^ 1 sin / n:dju . 

J - CO 

问题就在于如何选择中 (//), 使当 t =0 时得到 

广 + CO 

0 ( x ) — 中 （"）sin / zrd ". (5) 

J - CO 

自傅里叶以后，以上形状的积分（还有将正弦改为余弦所得的积分）通称为傅里叶积分.但 
是我们还要从更广泛的视野来看它.首先我们引入复记号，这样写出一个与 （5) 相应的式子 


? 



2 k , 




( 6 ) 


积分号前多了一个因子&自然无关紧要，双方乘以并对 x 求积分，如果我们允许任意地交 
换积分次序将有 

/* -I- OO /* OO -4 /* OO 

cp (x)e~ lBz dx= ⑤ e i( ^ f) "dx. ⑺ 

J - OO J - oo ^LTZ J - oo 

我们 提出： 

y- e l( " f) dr — 8 ijjt — ^ . ⑻ 

J — oo 

这个式子看起来令人吃惊，但是很有道理.如果把积分写成和 ，把: r 变成 R (由 - CO 到+ CO ) 的分 
点 X 二 k，k 为整数，则上式左方成为 

00 -I 

丄 0 k 

k 二 -oo 2 兀 

但是上一节 (27) 式中我们讲过 3 (X) 之傅里叶级数正是 

h = - oo 厶几 

那是离散谱的情况.现在换成了连续谱，级数应该变成积分.在 （10) 中把: r 写成 - 彡），注意到 
Ax = (A + 1)- 々=1， （10) 式立即变成⑻式，于是 

n OO n OO 

cpix)e dx = ^ (/i) S (/i — ^) dfj. = ^ (^) . (11) 

J - oo J - oo 

这样我们得到一对公式 (6) 和 （11). 

上面的_当然算不得但是它确实是物理学家考虑问题的办法，而且它揭示了十分重 
要的思想.以为 （6) 和 （llii 一对变换和逆变换， （11) 式把函数 pCx ) 映到 中（$), 而 （6) 式 
就是它的逆.如果我们把 p ( x ) 看作一'个信号， JC 表不时间，则 （11) 表不它是由各种不同频率芒 
的谐波构成的，中 （ e ) 就是在谐波构成这个信号时，谐波 e i & 占了多少分量.所以 （ id 式 
是一个谐波分析的公式.把它们叠加起来， （6) 则是表示这些谐波的合成的公式.但是不论是 
pCx ) 或中 (6) 都表示同一个信号，前者我们称为该信号在时域的表示，后者则是它在频域中的 


(9) 

( 10 ) 
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表示.更重要的是在量子力学中它们含意还更深刻.这时 pCr ) 是波函数，它是用粒子的位置 x 
来表示的.在量子力学中$则表示粒子的动量.中 （ f ) 则是波函数用粒子的动量来表示的.但是 
它们都是同一个状态的不同表示(物理学中称为“表象”）.前者是: r 表象，后者是6表象.但是 
在经典物理学中决定一个粒子的状态应同时了解其位置: c 与动量(所以也就是速度），二 
者互相独立.现在位置: r 与动量$之间是“有联系的”.迄今为止，人们可能会有一个错觉，以为 
两个变量之间的“联系”大概总是一种函数关系.可是在量子力学中却不能说一个粒子的位置与 
动量间有函数关系.二者之间的关系就是著名的“测不准关系”对前者的测量会影响到后者 
的测量.反过来也是一样.这在经典物理学中是不可想像的.而这种测不准关系正是 (6) 与 （11) 
这样一对变换与逆变换的必然推论.如此说来，信号的时域与频域表示之间也有 (6) 与 （11) 这样 
的“联系”，那么二者之间是否也有某种测不准关系呢？结论是肯定的.从物理学角度看，“测不 
准原理”是微观世界的物理学——量子物理与宏观世界的物理学——经典物理的分水岭.但是 
从数学角度来看则是 :某一 类函数空间中，只要有 (6) 和 （11) 这样的变换关系就一定有测不准关 
系.不但有量子的测不准关系，也有经典的测不准关系.因此， （6) 与 （11) 这样的变换关系是十 
分深刻的.我们称 （11) 是某一函数空间中的 pCr ) 到另一函数空间中的由（0的傅里叶变换，而 

(6) 则称为其逆傅里叶变换.在下面我们规定采用以下的记号，记 ^(^ = 9 (6 而 （6) 式的逆变 

换则记为（厂 1 ① ）（ x ) = f ( x ) (有的书上则记$ ($) 为 F ( cp ) ($)). (6) 与 （11) 形状不太对称，因 

为 （6) 式中多了一个因子;为了对称起见，许多文献上常把它们写作 

Z 7 Z 

/* oo 

0(^) = cp 

J - oo 
/* oo 

cp (X)= ⑤ （ e)e 271 负 d$. 

J -OO 

这相当于把频率换成了圆频率. 

我们下面的任务就是讨论这种变换的性质，特别是给它们以严格的证明（由此也就给 （8) 式 
以明确的含意）.但是这时首先要问，在什么框架下讨论它们，也就是上面说的“某一函数空间” 
中的 p ( x ), 究竟是指哪一个函数空间. 

首选的空间自然是 L 1 . 因为 （6) 式中出现了积分，而从傅里叶级数的情况来看黎曼积分是 
不够用的.下面我们不限于 L 1 ( R 1 )， 而用一般的 L 1 ( R n )， 因此我们给出 
定义 1设 / C ^ GL 1 ( R n )， 我们称 

f (^) = f ( jc ) e ~ ir ^ d j : (12) 

为其傅里叶变换，这里时常记作 （ r ，$> 或 x ). 

但我们暂时还未宣称 

/( x ) 二 

_ R ” 

①全国自然科学名词审定委员会 1988 公布的《物理学名词》上，改称“不确定 Dt ] 关系”.下文提到的“测不准原理”在《物 
理学名词》上改称“不确定[性]原理”. 
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为逆傅里叶变换，因为 f ( x ) e l 1 ( m 时，在什么空间中并不清楚，所以这个积分暂时也没 
有定义. 

给出了这个定义后，我们要讨论它的种种性质，其中最重要的是它关于: c 的线性变换的性 
质以及关于 /(X) 之代数与分析运算的性质.其中有一个是在上一节已经证明的定理3,即 
黎曼-勒贝格引理若 /( dGL 1 ( R n ) 则 

lim? (^) =0. 

卜 co 

这个定理下面我们就只直接使用而不再证明了. 


但是，从物理学的角度看来， L 1 ( R H ) 是不合用的.因为例如信号处理问题中 ， If ($) I 2 d 6 代 
表频率在$到中的谐波成分之功率.因为一个信号的功率总是有限的，所以必须有 

1/ (^) | 2 de< + ⑺. 

再看量子力学的情况.这时 p (: c ) 作为波函数其物理解释是： | p Cx ) | 2 dx 是粒子位于： c 到 : c + 
dr 之间的概率.既然是概率,则必有 

| cpix )\ 2 dx = 1 . 

因此，从物理学的角度来看， （6) 和 （11) 应该看成是由 L 2 ( IT ) 到 L 2 ( R ra ) 的映射.上一章中我们 
指出 L 2 ( IT ) 有特别重要的结构，因此这时我们除了要再点明 L 1 ( R n ) 中傅里叶变换的性质外， 
更要从 L 2 ( R H ) 特有的结构来考察它. 

然后，我们又要在广义函数框架下去看傅里叶变换.到这里我们才最后完成 (6) 与 （11) 的证 
明，到那时 (8) 式的意义也就明确了.我们得到了一个比较完整的理论.其实广义函数理论的出 
现主要理由之一正是为了傅里叶变换理论的需要. 

现在我们在 L 1 ( R ") 中讨论傅里叶变换. 


定理1若 /( x ) GL 1 ( IT ) ,则^ (0 必在 IT 上有界、一致连续，而且在无穷远处为 0. 
证易见 

I 7 ( 冬 ) I < | / (x) e _ lxf dx I = J \ fix) I dx = || f \\ ^ 

所以 7( e ) 之有界性自明.又 

\f(e+h) - f (^) I < [ |/(x) I |e - ^ — l|dr 

R " 

r 

= 2 I / (x) I sin ~2 - dx = I { + I 2 ■ 

R n 

我们将此积分分为两部分，其一是 


h =2 J 

\ x\> R 

故对任意 e >0, 必可找到一个与 x , 


/ (x)sin - dx^2 


f(x) dx ， 


\ x \ >R 

h 均无关的只，使上面的积分小于 e /2, 由此 固定只 .再看 
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7" 2 =2 / ( x ) sin ^- dx . 

\ x \ <R 

因为 sin f 1 xh I II A || (注意这里 x/i 是内积，古女 | x/i | < || x || • || || || A ||， 

|| h \\ 2 =^ hi 但以下 n 维向量的长仍常以 I • I 表示），故 

i 二 1 

I l 2 I [ |/( x ) | dx * || h || < y . 

1 工丨 < 尺 

只要 II A || 充分小即可(注意现在只是固定的）.所以，当 kl — CO 时 f 0就是黎曼—勒贝格 
引理. 


但是 f (彡)一般并不可积.例如设 

: C | < 1， 

X | >1 . 

( R 1 ) (我们没有规定 | x | =1时/( X )之定义，但这没有关系，因为 L 1 ( R 1 ) 函数只要几 
乎处处有定义即可），但是它的傅里叶变换是 

/ (e) = f /(x)e — 试 dx= e — 试 dx=—^ — _^ = 2sme (13) 

J—oo v — 1 1S ^ 

它虽然连续，而且当 |$|— ⑺时趋向0,但它并不属于 L 1 ( R 1 ). 因为勒贝格可积一定是指绝对可 

积，而这个函数却不是绝对可积的.因此,对这个 / Gc ), (6) 式不可能成立.由 / Cx ) 到 7(0 的变 

换称为傅里叶变换，而当 fc x ) eu 时，它可以用 （ id 表示.那么由？到 / Cr ) 就应称为逆傅 

里叶变换.上面我们用形式的办法“推导”出来它应该写为 （6) 式，但实际上，既然连；' ( e ) GL 1 
都不能保证， （6) 式又有什么意义呢？上一节讲傅里叶级数时，先给出了 /( x ) GL 1 ([-7T ， ;r ])， 

然后就可以算出它的傅里叶系数 c k =^~r /( x ) e Hdx . 傅里叶系数序列 U ) (看成是定义在 

Ztc J ~ K 



整数集 Z 上的函数）就相当于 y ( f ). 在上一节，我们开始先说 f ( x ') 的傅里叶级数 fix ) - 

oo 

2 是形式级数，并因此使用了记 号〜. 其实现在的逆变换公式 （6) 也只是一个“形式的” 

是 =」_ oo 

对象.上一节我们用了很大力量去讨论傅里叶级数的收敛问题，其实还只接触到这个重大问题 

oo 

比较浅层的结果，也就是说， L 1 函数 /(X) 之傅里叶级数收敛于 /(X) 即由 U 可以通过2 

k 二 

恢复 /( x ) 的必要充分条件没有找到.也就因此,才产生了诸如费耶求和等各种方法以恢复 
/ Cr ) 的问题.现在的问题也是一样，如果我们记 1 T 上连续而无穷远处为0的函数之空间为 
C (> ( R ra )， 则定理1告诉我们（用 F 表示傅里叶变换，并看作一个映射） F : L 1 ( R ra ) — C (> ( R n )， 而 
且 F 的“像”其实是 G 浓0的一个真子空间，而数学家们迄今未能完全刻画它.所以问题在于， 
如何找到一个空间了,它要足够宽广，包括 等等； 在 T 上又可定义傅里叶变换 F , 使 F:T 


— T 是一个双方单值的映射，广义函数理论很大程度上正是为了回答这个问题而出现的. 
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下面来看当 /(x) 变化时， f (0 怎样随之改变.一个明显的结果是 ( e) 是线性映 
射，若/； ( x ) eL l ( R n ), c t 是复常数， i = l，2, 则 

( c l f l + c 2 f 2 )(0 = c } f x (e) + c 2 / 2 ( e ). (14) 

L 1 (m 函数的乘积一般不再在 L 1 (R n ) 中，但是有一种运算称为卷积，其形式的定义是 

(/* g) Cr) = f it ) gix — t ) dt = f ix — t ) g it ) d? . (15) 

首先的问题是，当 jSgGL 1 (R") 时,上面的积分是否仍是 L 1 (R ") 函数.当 f , g 为黎曼可积时， 
上述积分仍是一个黎曼可积函数，这可以用富比尼定理来证明，对于 L 1 (IT) 函数，富比尼定理 
我们已在第四章中讲到，现在再把结果陈述 如下： 

定理 2 ( 富比尼 (Fubini) 定理） 若 XR” 函数，则对几乎所有 x ( 或; y) ， 

fix ， y)eL (R；) ( Mf ( x . y ) G L 1 (R;))，^| \f ( x , y ) dy ^ L l (R ;) (惑 \f ( x , y ^ dx ^ 
L 1 (R；))， 且 


f (工， y ) dxdj; 


R XR" 


dj： f(xfy) 

R 

广 

dy f (. x ， y ) dx . 

R 


(16) 


托乃利 （Tonelli) 定理 若 /(x,3；)>0 为可测函数，则若 （16) 式中的三个积分中只要有一个 
存在，另外两个一定也存在而且 （16) 式成立. 

现在把这个定理用于卷积 （15) ，为此，我们考虑 I / Cx - Z) g G) I .显然 [* \ f (x — t ) g ( t ) I dx 


g 


it ) 


f ( x ~ t ) I dx = I g" (?) I I / (X) I dx G _L (R/O . 因此， |g"(Z)|dz \ f ix — t )\ dx 


R 71 


R 


< + oo , 由托乃利定理即知 I / (x — ?) g (Z) I dxd? < + oo ，即 f (x - t ) g (?) G L 1 X ), 应 


用托乃利定理，即知 （15) 所定义的 （/* gO (x) G L 1 (R n ) ，而且重复前证的步骤即有 


(/ * g ) (x)dx 


f ix ) dx 


(17) 


(170 


^ I g G) I d" 

R R 71 1 

X t 

或写作 

II / * ^ II L 1 ^ II / II L 1 * II S' 

卷积很像是一个乘法.它适合交换律(这一点由定义 (15) 式即知）、结合律 

(f 爷 S ) 决 h 二 f * 欠 g ^ h ) 

和分配律 

(/l +/2) 关 g = * 茗 + /2 关 g- 

所以 L 1 (R n ) 不但是一个线性空间，而且其中还有适合以上运算律的“乘法”，这就称为一个“代 
数”.再考虑到其中的范数适合不等式 （17), 就称为一个巴拿赫代数.但是这个乘法又与“普通” 
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的乘法有些不同，例如，其中没有单位元 1( 即与任一 L 1 函数/之卷积均等于/本身的 L 1 函数 
“1”:/* “1” = /). 3函数适合此式，但3又不是一个 L 1 函数.又例如有些乘法是没有零因子 
的，即由 /• g ' = 0 必有/ = 0或 g " = 0. 卷积就没有零因子.这就是梯其马希 ( Titchmarsh ) 定理：若 
f， g eu (R n )mRf^ g =o,mf,g 电裏 企直二 o, 但这并不容易证明 . 

卷积是很 iiw 运算.我 iT ] 实际上光运算就是函数与磨光核的 卷积： 
8 序列艮 Cr )— 占（: c ) 匕以就是/* 对一切 / GD 成立（由此可以想到各函数是卷积的单 

位元.即上述的 T ), 柯西积分+ 即/与的卷积（复的）.不过我们现在最关心的 

zra J ? - 2; Zm Q 

是卷积与傅里叶变换的关系. / 

定理3 若/ \ g ~ GL 1 ( R ra ), 则其卷积 A ( x ) = ( f ^ g ) ( x ) 之傅里叶变换等于/与 g ■之傅里 
叶变换 之积： 


h (e) =/ (^>g (e). 

证 应用富比尼定理即有 


A (6)= 

u 

r 

h ix 

n 

Hx = 

T> 

r 

dx 

/ (?) g - (x - ?) e ~ lfe dt 

n 

K 

r 

dx 

n b 

/( r ) e _ 

n 

L & * 

g 

rv 

(x - r ) e _ie(x_i) dr 


/ ⑴ 

e " d ? 

g ( j ;) e" l$r 

Ax 


( e ). 

对于7与^之卷积其傅里叶逆变换也应有类似公式.但是现在连 f * i 暂时都无法定义，所以只 
好在后面用广义函数去讨论. 

这个定理不但在数学理论中有重要意义，而且在实际工作中很有用.设有一个信号 f ( t ) 
(我们使用它的时域表示），我们已经明白，它是由各种不同频率的谐波合成的.所谓滤波就是希 
望从这些成分中删除某些成分.为了从数学上考查这个过程，我们转到此信号的频域表示，即 


/( e ). eeR 1 . 现在我们要求删除其中的高频成分，例如删除 I 的一切高频成分，能完成 
这个任务的设备就叫做低通滤波器.为此，我们考虑一个函数 


⑽ J 1 ,e,<R - 

10 lel>R ( r 


(18) 


并考虑新的信号 f (6)^(6), 它就是从原来信号中删除了高频成分的结果.如果 F ( e ) = ‘ （芒）， 
则 

F ( e )/ ($) = / ( e ). 

因此回到时域即知 


(vu * /) ( r ) = f ( t ) uj ix — t ) dt • 
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实际上，如果逆变换公式 (6) 成立的话 


ZV 


(t) 


2 ^J 




2tz 


F (^) e i$ de 


F (^) e i$ de 


e lR o l — e lR c 


2nit 


_ sin R () t 

Kt 

就是 （18) 的时域表示.而从数学上看，上述滤波器就是一个完成卷积运算 


(zv ^ f ) Q ) 


K 


f ( t ) ^ R 0 ( t - r) dT 


(19) 


T 


的装置.所以函数^ ^ 可以称为这个滤波器的仪器函数. 

7Zt 

(19) 也称为“窗式傅里叶变换 (window Fourier transtorm ). 


不过我们要注意上面我们并没有规定信号的时域表示 /( DGL 1 ( R ,)， 而 F ( e ) 上面已说过 
了不一定是 L 1 ( R f ) 函数，因此即使逆变换公式 (6) 对 L 1 ( R ,) 函数得到了证明，也不能应用于此. 
所有这一切都表明了完全有必要在广义函数框架下讨论傅里叶变换.此外，在上一节中我们正 
是针对“窗口函数 ”（18) 提出了吉卜斯现象.同样，在窗式傅里叶变换 （19) 中也一定会出现这种 


情况.正如在傅里叶级数时我们采用费耶核 
将部分和 S N 改为&二.来实现的.现在也一样，我们只要把窗口函数改为 

J= -N 

F (^) (1 - I ^ I / R )， 从而把 （19) 改为 （sin ㈤V ) 2 */也能实现同样的目的. 


sin 


(N 


2 


sin 


2 


来代替狄利克雷核，而且这是通过 


现在回到傅里叶变换最引人注目的性质，即微分运算在傅里叶变换下成为什么.我们先形 
式地看一下会有什么结果，然后再去证明它.为简单计只看 R 1 的情况. 

由 (12) 

f* oo 

f ( 6 ) = fix)e [ ^dx ， 

— oo 

双方对 e 求导即得 

(^) = i J j:/O r) e _ Or/) ($) . (20) 

再由 （6) 

f(x)=^ - \ } (e)e^de ， 

^-7T ^ - oo 

双方对 x 求导，有 

■4 rt OO 

/ ( x ) = f - ie / ( e ) e ixf de , 

^ 7 T J — oo 

注意到 （6) 式实际上就是逆变换的公式，仿此我们可以想到应有 


oo 

i 芒/ (芒）= ( x ) e~dx . 

J -OO 


( 21 ) 
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(20) 与 (21) 表示，对原来的函数“乘以自变量”（或对自变量求导），导致对傅里叶变换“对新 
的自变量求导”（或乘以“自变量”），反过来也是一样.（但还应该适当地加上因子 ± k ) 这是一种 
新对偶关系.我们就简单地 说：同 一物理过程的 x 表象乘以自变量（或求导）就得出该过程的 e 

表象的求导（或乘以自变量）.更简单地说就说在傅里叶变换下+ \与^ (乘以0是对偶的， 

-丄与 x 是对偶的.这个论断在量子物理中有极大的意义，因为量子物理与经典物理有一个 

1 ^ 

根本区别，即在经典物理中，物理量用函数来表示，而在量子物理中，物理量用算子来表示（当然 
究竟是作用在什么空间上的何种算子需要详加说明），而傅里叶变换实现了二者之间的对应. 
放下物理的解释来看数学，就发现上面的“推导”确有许多问题.例如它要用到 / Cx ) 的积 

分，则应该有 /(x) 6 l 1 ， 同样还应有 xfix ) eh l ,f ( e ) , ( e ) GL 1 等等.通常，要求一个函 

数属于 L 1 可以归结为对它在无穷远处衰减速度的限制.例如，若> ($) 当%时为 2 〃）， 

则 /(X) 可求导.于是我们又看到对; ' G ) 增长速度（即是衰减速度）的限制导致了 / G ：) 的某种程 

度的可微性.同样， / Cx ) 在无穷远处的增长速度决定了 ^ (6) 的可微性.这个现象我们已在上一 
节讲到傅里叶级数的收敛性时强调过其重要性.在广义函数框架下处理傅里叶变换也是以此为 
基础的.现在我们正式提出和证明相关的定理. 



| e - 吶 — 1| =2 sin^ <1^- I I ^ I ， 

所以积分 f/(x)e- 以 〆 ？ ~ l dx 之被积函数绝对值不大于 L 1 ( R ra ) 函数 Ix/Cx) |，于是我们可 
J hj 

以应用勒贝格控制收敛定理在积分号下求极限而 (22) 得证. 
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( ii ) 由假设 / Cr ) = ' g ■(: c ) d ：^, 现在我们利用 /( x ) GL 1 这一条件来确定积分下限.对任 
意 A 与 a 有 


p A 

/ ( A ) — / ( a ) = g ( x ) dxj . 

%) a 

因为假设了 g ( x ) et l ( R ra )， 所以当 A — ⑺时 /( A ) 有极限 M :/( A )— M , 同理当 a — -co 时 
— 又因为假设了 /( x ) GL 1 ( IT ), 所以必有 M = 0， m =0, 而得 


f D = — g (x ) dxj . 

^ x. 

J 

对于勒贝格积分，我们知道不定积分在几乎处处意义下是原函数，所以 g ( x )= f ： Cx ) 几乎处处 

J 

成立.分部积分公式 


「 A _ 
uvdx = uV 


A 

— Vu dx 

a J a 


( V 为 v 之不定积分) 


在勒贝格积分理论中当 W 与/均为可积时是成立的，现在令 w = g ■，从而 y = - ^ ( x ) dx . 


a:. 


/ Cr ) 以及 w = e _ 1& ，我们有 


g 


(x ) e lx? dx 


fl ( x ) e _Lrf dx 


/(x) 


LX? 


+ i ‘ 


fix)e^dx. 


令 a — - 00 ， A — + 00 ，刖面我们已经证明了 ( a )— 0, ( A )— 0,所以立即得到 




dx . 


(e) = 々 / (e) 


从而 （23) 成立. 


注1在黎曼积分理论中，我们是在两个条件下证明了 /( x)dx 是 / Cx ) 的原函数的 ：其一 

J a 

是/ Cx ) 黎曼可积，其二是/ ( x ) 有原函数存在（即处处适合 Cr ) = / ( x ) 的 F Cx )) 存在.在勒 
贝格积分中我们也不能说只要 / Cx ) GL 1 ， 则 \ X fix)dx 一定是 / Or ) 的原函数，而只能得到 

V d 

' X fix ) dx 在几乎处处意义下是 / Cx ) 的原函数.就是说，即令用勒贝格积分理论，也不能完全回 

%) Q, 

答有可变积分限的积分（即不定积分)与原函数这两个概念是否完全一致，因为这里涉及一些比 
较细微问题，这是在这个定理证明中留下的一个“陷阱”. 

注 2 在本定理前，我们说了一 句话： ,要求一个函数可以归结为它在无穷远处 
衰减速度的限制.”实际上，事情当然不这么例如我们知道若 R 上的连续函数 / Or ) 在 UI 

— OD 时有 f( x )=Q ，；1 >1，则 / Cr ) 在 R 上绝对可积.人们常常不自觉地以为其逆也是真 

的.完全不然，甚至 / Cr ) 当 hi — ⑺时没 有极限，甚至也不有界，仍有 / G ：) 在 R 上绝对可积.这 
都可以找到例子.这个定理的证明中，我们是在假设 /( x ) GL 1 同时又是某 L 1 函数 g ( x ) 的不 
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定积分条件下才得知 lim /( A ) = 0， lim /( a ) = 0 的.顺便说一 ■下 ，从这里还得知，若 g ( x ) G 

A —CO a 一-① 

+ oo 

L 1 , 则 I * g (： c ) d：r = 0 时才能得到 ^ g ( x ) dxeL l . 在这方面还有一个很有趣的结果（我们 

只对 R 1 的情况来陈述 它）； 若 / C ^ GL 1 ，/ 00 则 / (1) ( x ), …，/ ( 「 _1) Cx ) 都 GL 1 . 

但是证明并不容易. 

以上我们看到一个基本思想很清楚，而物理上又很重要的结论 ：求导 与乘以自变量是对偶 
的，而且通过傅里叶变换来实现.但是如果在 L 1 框架下来讨论，会引起多少麻烦事.因为广义 
函数框架在这方面显得更直观，物理学家和工程师很可能会乐于接受，以为这样就不需任何条件 
了.但是情况并非如此，见下一节.而且这丝毫不能说明 L 1 和 L 2 框架下的傅里叶变换理论只 
是烦琐哲学，恰好相反，它是内容十分丰富的. 

最后我们再讲几个与自变量的线性变换有关的性质.首先，也是最常用的是“反射”，即将 x 
变为或 f 变为我们用一个专门记号来表示它，我们定义 

/ (x) = / (- x) 1 <p (^) = (p(~ ^) . 

首先讲一下如果} ■ ( e ) 仍在 l 1 cir ) 中，对它再作一次傅里叶变换又如何？事实上 
f ix ) = f (^) e ~ 

=(2 ti )" I / ( e ) e if 〔 i ) d $= (2 ti ) Y (—_ x ) = (2 ti ) / . 

R n 

注意这里自变量记号的变化，所以至少从形式上说，有 

f ( x ) = (2 tz ) n f ( x ) . (24) 

另一个重要的变换是平移算子.我们定义平移算子 ihet ) 为 

( r h f ) (x ) = f (x — h ). 

很容易看到，若 / GL 1 ( IT ), 显然 rje L l ( IT ), 易见 

A r 

( tJ ) (6) = f ( x ~ h ) e~ l?x dx 

= e _' 訊 f ( x -0 e ~ l ^ x ~ h) dx 

R " 

= e~ i?h f ( e ) . (25) 

我们知 道^@ 的 轨 是相位，所以自变量的平移造成傅里叶变换相位变化.再看若对 / Cx ) 添加 
一个因子 e @, 则当 / GL 1 ( R n ) 时, ( R "), 容易看到 

(^))00= [ f ( x ') e ~ lx (? ~ h ) d ^ = f (^- h ) 

= z h f (e) . ( 26 ) 

2. L 2 ( IT ) 中的傅里叶变换 首先遇到的问题是 L 2 ( R ra ) 函数不一定可积，因此 （6) 式中的 
积分目前无定义.但是 L 2 (IT ) 是一个“很好”的空 间：它 有内积以及由内积导出的范数（因为现 
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在讨论的函数是取复值的，如 ei ' 所以我们应该讨论复的内积，即埃尔米特内积），它有正交 
性，因此可以定义其中的 o . n . 系.当我们考虑有限区间例如 [-71,；!] 上的 L 2 空间时，还可以找出 
可数的完全.系如为整数，而任一 L 2 [( I ,71)] 函数都可以按它展为傅里叶级数，且 
在 L 2 [(-; r ，; r )] 中收敛. L 2 ( R n ) 空间又是完备的.这样一些性质使它在数学的许多分支和物理 
学中十分有用.它是所谓希尔伯特空间最常见的代表.因此，我们将着重从希尔伯特空间的角 
度来研究 L 2 ( R ra ) 中的傅里叶变换.我们先从其定义开始，而暂时认为 （6) 只是一个形式的记法. 

我们的作法是先取 L 2 ( R H ) 的一个稠密的子空间，使对于其中之元可以定义傅里叶变换，再 
应用 L 2 ( IT ) 的完备性把这个定义推广到整个 L 2 ( R n ). 现在我们选取 L 2 ( R H ) 中具有紧支集 
[_ A ， A ] 的函数（为方便起见，我们只讨论一个自变量的情况，但是其结果易见可以适用于 
R H ) ,并认为这些函数仍定义在 R 上不过在 [- A , A ] 之外恒为 0. 记此空间为 L 2 ( R A ) ， 很明显 
L 2 ( R ^ CZL 1 ( R n )， 所以可以在其上定义傅里叶变换.我们可以作一个相似变换 

一 A —〕一 A 

2 ： = —V — AV > A =—， 

71 7T 

使 [- A , A ] 中的2与中的 j 相对应，而 /( Ay ) 之傅里叶变换 

oo oo 

F[(AO](e) 二 [ \ f(z')e l ^ lx dz 


这当然不会影响下面的讨论.我们要注意现在我们是在 L 2 ([- 71, 71]) 中讨论问题.在中 


有 (). n .系±1，±2，-".在第四章就指出，这个 n . 系是完全的，但未证明.下 

VZTT 

面我们将把证明补出来，现在则承认这个结果.于是任意的 /( dGL 2 ([-71,；!]) 均可展开为 L 2 
意义下收敛的傅里叶级数.于是任意的/(^)61^ 2 ([-71,71])均可展开为在1/意义下收敛的傅 
里叶 级数： 

/(x)= XI a k ~h=^ kX 1 

k — - V 2 71 

这里 


而且 




fix) e lkx dx 


C k 



C k = f ix ) e lkx dx 


正是通常说的傅里叶系数.而 { e &} 之完全性给出了以下的帕塞瓦尔关系式 


2 


<^k 


2 tt 




/Cx) 


\kx 


dx 


但右方的积分正是 (々） I 2 . 所以我们有 
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如果我们用 e lAx /( x )，（ XA <1， 代替 / Cx ) 则其傅里叶变换成为7 (A + A ). 但是 || e lAx /( x ) || \} 
二 || /(x) IH 因此又有 

II f \ W 2 = jz XI I f (k + X ) \ 2 . (28) 

厶 71 k=-oo 

这是一个极重要的关系式.双方对; I 由0到1积分，立即知道，对于支集在 [-71,71] 中的 L 2 函 
数，有 


2 ti 


/( e ) l 2 d 6 


2k 


(29) 


利用它，首先我们就可以定义 L 2 ( IT ) 函数的傅里叶变换.仍令 n =1,作 


/n (工） 


f /( x ), | x |< IV , 

k), |x| >N ， 


考虑 cpix ) =/ N (X) - f H (X), 不妨设 N '< N ， 于是 Or ) - f N ' Cx ) 之支集在[- N , N ] 中.如 
上所述，作相似变换工=^^ 3 ； ~ Xy -> <p iXy ) 作为 y 的函数，支集在 [ - tt ，;r ] 中，其傅里叶变换则成 





II /n ( 工 ）- 

-/ N ' (X) 

li- 

1 

<p (x ) 2 dx = X 

I (p (Xy) | 2 d 3 ； 



J 

-N 

J 

' -71 

1 ^ oo 

久 •冗一 

(f 

) 2 敁 : 

1 

^ 1^ (e)l 2 ae 

J - CO 


^ 2 ^W f n ^ ~ f H ^ II l 2 - 

但是 {/ N ( x ) } 是 L 2 ( R ,) 中的柯西序列，而且其 L 2 极限就是/ Cr ) G L 2 . 所以 Q ) } 也是 


L 2 ( R f ) 中的柯西序列.我们就以它的极限作为 /( x ) 之傅里叶变换，并仍记为 f ( f ). 于是我们 
得到了 

定义2 设 / Cx ) eL 2 ( R ^)， 则 

^ rN [ 

/n (芒）= f ( x ) e ~ lx? dx 
J -N 


在 L 2 ( R f ) 中有极限，我们称之为 /( x ) 之傅里叶变换，并仍记以？（6)，显然 f ( e ) GL 2 ( R ,)： 

r> 

f (芒） f N (^) e '^ dx . 

/V 一 co J 
r " 7 

1. i . m . 是 limit in mean (平均收敛）的缩写. 

用这样的方法需要补足上一章§4中留下的一个漏洞，即 {- 7 ^：} k =0, ±1, ±2,…是 

V 2 jre 

L 2 ([-71，71])中的一 ■个 完全 《. n . 系，证明如下.取[- A ， A]C [- 71， II ]，这里 71- A >3>0, 而且 
作一个新的 L 2 ([-71，；!]) 函数： 

f f (工)， : cG [- A ， A ]， 
f A ix ) = I /, 

k )， I X =^71. 
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然后用磨光核 h Cx - 3；) = ~ Q^Jl \ ^ 7 )对//\ (: C ) 作磨光: 


A (X) = ( J / A ) (x) = J ^ 
这里而 C 的选取使 


工 —y 

、 7 j 




C 


j x (x ) dx — 1. 


于是(: c ) G C °° ，而且 ( x ) 之支集在 [-A -々 ，A +々] 之内，所以 ( x ) 是 [-7 t ， jr ] 中的 C ( 7 
函数，且由前面的说明， ( x ) 在 L 2 中收敛于 fix ) »故对任一 e >0, 必有彳，使 

W gr !~ f II 

现在我们固定 7/. 

因为& Cr ) G C ； T , 所以& ( x ) 的傅里叶级数一致收敛于& ( x ). 于是必存在一个 N 0 ，当 N 
> N 0 时 


(工）一 


N 

qk \kx 

厶 7 ^ e 

k=-N V Liz 


2 

r 几 


- 71 


N 


(x) - 2 

h-N 



2 / \2 

dx <C (音 j 


这里％是&对.系一的傅里叶系数. 


,71 


但由贝塞尔不等式，若 G = t/v 


时, 


： 7I 


N 




N 


g 


2 


Qk \kx 

-^=e 


S Q \bx 

v ^ T e 
Q 


k^-N V Z7T 




N 

S 


Qk \kx 


k 二 -N V Z7T 




<£. 由£之任意性，知 D L 2 中收敛于 /( x )， 这 


k 二 -N V Z7T 

就是说是一个完全的 0 . n . 


：7 T 


(28) 式的另一个应用是以下极重要的 

定理 5 (普兰舍利 ( Plancherel ) 定理） 设 /( x ) G L 2 ( R ,) ,则^ (6) G L 2 ( R f ) ,而且二者范数 
湘等' 


11 J 11 L 2 (R x ) " J " L 2 ⑻ • 

证证明极 简单:对 /^ G ：) 应用 （29) 式,如上所述会有 


( 30 ) 


/n 


2 k 


f N ⑻ n 


这就是说,对紧支集的 L 2 函数，普兰舍利定理是成立的，令 N 
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这个因子就消失了，或者在化空间中作为其测度亦可.这只是一个习惯问题.但我们 
宁愿用语上“马虎”一些.例如下面要讲的“等距”变换等等，其实也有时差一个因子读者在计 

Z7I 

算时小心一点就行了.又如上文中我们作积分时有时是把： r 作为一维变量，而积分限又写为 
R % 都是如此.总之，这是一个习惯问题. 

普兰舍利定理意义重大，它告诉我们傅里叶变换（我们暂时改用一个记号 F : CF /) (0 = 

/($)) 是由 L 2 浪」到 L 2 ( R f ) 的线性变换，而且使得范数不变(其实差一个因子^).不仅如此， 

它还保持内积不变(注意现在用复值系数，所以内积指的是埃尔米特内积，其记号也采用埃尔米 
特配 对）： 

(/，§")二去(7,云) • ⑻ 

由范数不变推导出内积不变的办法是标准的，称为极化关系式 (polar relations ) 如下：令/， g " 6 
L 2 ( IT ) 则 

W f + g W 2 = II / II 2 + II g- II 2 + (/，g) + (g，/) ， 


II /+ g - 
II f + ig 

用 1 乘后式再加到前式，有 

2(/， g )= L \\ f + g \\ 2 - 


i(/ ， g) +i(g，/). 


+ i[ll/+i, 


把/， g ■分别变成 / ，|■并在双方都加一个因子 i ，再用 （30) 即得 

Ztt 

(/ ， g ") =去 ( 7 ， g ) • 

一个希尔伯特空间（如 L 2 ( IT )) 到其自身的线性算子丁，如果是此空间的线性同构，且能保 

持埃尔米特内积不变(在傅里叶变换的情况下要加中一上因子，如 (31) 式）： 

Kin) 

( Tf , Tg )=( f , g ) 02) 

就称为一 ■个 酉算子 (unitary operator ) ，所以，普兰舍利定理启发我们， _ L 2 ( R ra ) 上的傅里叶变换是 
一个酉算子.其实在线性代数中我们已经看过了什么是酉矩阵 ：例如 ，如果 f ， g 是 n 维复线性空 

间 中的？ 7维向量， T 看成 Xn 复数元矩阵，则由伴随矩阵了’ = Q v )* = (~)之定义， （32) 告诉 
我们 

T * T = I . TT * = 1， 

亦即丁+=丁〃.所以在有限维情况下，酉算子一定可逆.现在转到 L 2 ( IT ) ，它是一个(可数）无 
限维希尔伯特空间，一个复希尔伯特空间中的酉算子 了即一 个保持范数不变的线性同构.那 
么，傅里叶变换作为复希尔伯特空间 L 2 ( R ra ) 到其自身的线性变换，是否是一个酉算子呢？当然 
它是一个线性算子，而且普兰舍利定理又保证了它保持范数不变.余下的只有“同构”待考.同 
构包含了两个意思，一是单射.即只有 0 GL 2 (冗）才被映为 OGL 2 ( Rp . 这样就不会有两个 

L 2 ( R ；) 函数(: r ) 和 / 2 (： r ) 被映为同一个 f ($). 因为如果乃 Cr ) 和/ 2 Cx ) 有相同的义⑻= 
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/ 2 ( e )， 则 P ( X )二乃（ X ) - / 2 ( X )之傅里叶变换$⑻ (6) - (6) =0. 但由定理5,这时 

II ? II 1 2 CR；) =-^)2 II ? II =0, 

所以 ? = fi ^ -/ 2 Cr ) =0. 其次要证明它是满射.即任一 L 2 (Rp 函数 P (0 必是某一 
L 2 ( Rp 函数 /( x ) 之傅里叶变换.我们来证明 

恰好合于所求.但这正是反演公式，我们现在对 n = l 的情况来“证明”它. （31) 左方是 

r > 

f ( x ) g ( x ) dx » 

而右方为 

( J~ )n _ f(y)e~ l ^dy g (x)e~ l ^ x dx _ 

= [ d ^ WdyfCy ^ Jix ^ e-^-^dx 

\Z7lV j 丄 

= / [ [ e lfe d 6 [ f ( y ) e ~ l ^ dyg ( x ) dx . 

\ZttV j '-j j 」 

比较双方，利用 gCx ) 之任意性即有 

e ^ de I f ( y ^~^ d y - 

这就证明了 （6) 确实是 （11) 的逆变换公式. 

这个“证明”是不合法的，因为交换积分次序还需论证，我们将在下一节讨论它. 

以上我们只是对 L 2 ( R n ) m 的傅里叶变换之定义及其基本性质（它是酉算子，并有普兰舍利 
定理）作了详细讨论.但还留下了一个漏洞，即逆傅里叶变换公式未严格证明.傅里叶变换的另 
一些初等的性质，对于 L 2 和 L 1 是一样的，有待证明，但其中有一些我们仍留待下一节用广义函 
数来处理. 

首先来看卷积，若/ (x) » g (x) G L 2 (R ra ) ， 则若视： c 为一'参数，/ G) g* (? - x) 作为 f 的函数 
是函数.因此 (/- x ) d ? 是有意义的，它定义了一 ■个 的函数 A Cr ) ，但是关于 

— oo 

h ( x ) 的性质，除了易证它是有界的： 

| ACr )|< |/(/) I I git ~ x )\ (J I / ⑺ I 2 d ?) 2 • C + C ° \ g { t - x ) \ 2 

J — oo 

= II / Ik . II 士 

以外，我们实在所知不多，所以我们不考虑如何定义两个 L 2 (R H ) 函数的卷积. 

其次看一下求导问题.有一些很细致的定理，例如（我们只讲一维情况，;7维的不讲了） 

定理 6 设/ Cr ) G L 2 (R) 是绝对连续的，而且/ (x) G L 2 (R) ， 则 f ($) ， 它自然仍 
4 L 2 (R) t. 

定理 7 惹 / Cx) ， gG ： ) 6 l 2 (r) ， 而且 ^ ■ (e) = ef(0^m g (x) 
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个有限区间上为绝对连续），且 

g ( x ) = f ' ( x ); 

广 + oo 

f ix ) = - g ( y ^) dy . 

这些定理我们都未证明，留待用广义函数来讨论. 

3. 傅里叶变换与量子力学 现在我们从量子力学角度来看一下普兰舍利定理.首先，我们 
想关于量子力学稍微说几句 . 19世纪末的物理学的许多新的实验事实与经典物理学的基本概 
念相矛盾,使得普朗克在1900年提出能量子假说，即能量不是连续的，而是由一些极小的离散单 
位——即能量子——构成的.爱因斯坦在研究光电现象时进一步发展了这个思想，提出光量 
子——即光子——不但能量£是分立的，而且动量/>也是分立的，而且能量与动量与光作为一 
种波动的宏观的物理量频率 v 及波长 A 有关： 

E = hvi p = hiXi h =6.626 X 10" 34 J * s . 

这一些都经过了实验的验证.这里的 A 称为普朗克常量，是量子现象中最重要的普适常量.另 
一个重大问题是原子的构造.人们曾经认可的原子行星模型——中间有核，外层有电子，而且服 
从开普勒的行星运动规律——是1911年卢瑟福 （ E . Rutherford ) 提出的.然而按经典物理的定 
律，这样的原子是不稳定的，其寿命的数量级只有 1( T 9 秒.原子辐射的光谱又有明显的明线与暗 
线，这也与经典物理不相容.波尔 （ N . Bohr ) 对此有解释 :外层 电子的轨道并不是任意的，而只能 
处于一系列固定的能级上.当电子在一个轨道上运行时，一切都很正常，也不会辐射能量.但若 
它从一个轨道跃迁到其它能级的轨道，则将吸收或辐射出一定的能量，等于两轨道能级之差.这 
时就产生光谱中的明线（发射能量)或暗线（吸收能量）.但是当时物理学家的方法论还是承认经 
典物理的定律，不过要在某些特定情况下加以修正.所以波尔称这种理论为“旧量子理论”. 

到了 20世纪20年代，人们开始认识到微观世界有自己的物理规律.所谓微观世界，人们当 
然都知道,例如亚原子世界当然是微观世界.但是我们更准确地可以说，量子力学处理的问题即 
普朗克常量 A 不能忽略的问题.人们把微观世界的规律归结为若干要点，而在20世纪30年代 
由冯•诺依曼 ( j . V«n Neumann ) 归结为几个公设作为从数学上处理量子力学的基础.与牛顿时 
代提出三大定律（牛顿也是把它们当作数学公理看待的）不同，量子力学的公设更具抽象性与某 
项具体的物理实验距离更远.我们下面就提出几条“公设”而不加“证明”.我们没有用几个基本 
命题的形式来陈述这些公设，而是就我们所讨论的问题作了一些解释. 

1. 量子力学系统的状态可以用状态空间中的波函数少（: c , Z ) 来刻画.少取复值而与 c 少 
( ct ^ O 是一个复数)表示同一个态.在每一时刻 r ，^ GL 2 ( R n )， 所以少可以规范化，即适合 
II 妒 II ^=1.但即令如此，少仍不能唯一 决定： 少与，少0为实数）仍表示同一个态.态空间 
是一个复希尔伯特空间，具体说来即是 L 2 ( R n ). 

2. 我们只研究可以观测到的物理量.所以量子力学讲的物理量都称为可观测量 （ observ - 
ables ). 例如粒子的位置、动量、能量等都是可观测量.但是时间 r 则作为一个参数处理而不算是 
可观测量. 

微观世界的对象如此之小，要观测它们就不能忽略观测仪器对于对象的作用.观测的结果 
一般的是一个随机变量，就是可以取许多值的量，但是它取某个范围中的值的概率是一定的.例 
如，若波函数为少 ( X , Z ), 则粒子位于 X 与 x + dx 之间的概率为 I 平（ X ， t ) | 2 dx . 
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以上是讲的观测结果.至于可观测量本身，在经典物理中是用实数来表示的，但量子力学中 
的可观测量则用态空间 L 2 ( R H ) 上的自伴算子来表示.例如粒子的位置在经典物理中用坐标 x 
表示，在量子物理中则是乘以： c : 它作用在波函数 p Gc ) G L 2 ( R n ) 上给出 x * cpix ). 所以： c 很像 

线性代数中的记号: rJ , 但我们仍习惯地用： r 来表示这个算子.动量算子则为我们常用 

或6表示.这里就出现一个问题，以算子 x 为例1 Cx ) G L 2 ( R H ) ,但 ( x ) 不一定仍在 L 2 ( R ra ) 
中.因此，凡讲到算子，其定义域不一定是整个态空间 L 2 ( R n ), 从数学上讲，至少我们需要这些 

算子的定义域在 L 2 ( R H ) 中稠密.至于动量算子更有问 题了： Cr ) = \ d x cp Gr ) ，而 p Gr ) 不一 

定可微甚至不是广义可微，所以 纟的定 义域更不可能是整个 L 2 ( R h ). 这一点我们在下面讲测不 
准原理时就会遇到.在那里，我们不去追问例如为什么不要求 pCx ) 适合 x 9 ( x ) GL 2 ( R 。？ 我 
们既把放在算子 X 的作用之下，就是承认了 P ( X )在 X 的定义域中，亦即承认( X ) 6 
L 2 ( R n ). 

所谓自伴算子 A ： L 2 ( R n )- L 2 ( R n ), 简单说就是对于定义域中的 与小 （工 ），适合关系 
式 

iAcp ， <p) = i(p ， Aip ) ， 

( A < p ) ix ) ip ( x ) dx = (p ( x ) ( Aip ) ix)dx 

J 

的算子，由此易见 ( Ap ,0 必定取实值. 

3. 前面说了观测的结果是一个随机变量，例如我们要在波函数 pCr ) 所表示的状态下问粒 
子位置 x ( 现在的 x 可不代表算子了），则因 x 的值在 x 与 x + dx 之间的概率为 | p ( x ) | 2 dx , 所 
以考虑一切可能的测量结果，应该有一个平均值.这在数学上称为数学期望值，它应该是 

x I <p ( x ) I 2 dx — ( x ( p ^ < p ) (最后一 ■项 中的 x 是代表算子了，它作用在波函数 p ( x ) 上的结果是 

x . ? ( x ' y ). 同样，在状态 P 之下，可观测量 A 的平均值即数学期望值 ( App ) 记作％.由上面 
的自伴算子的性质，％ = ( Ap ， p ) 取实数值.在物理上这是唯一可接受的：观测值必须是实数. 

既然观测的结果是随机变量，而又有一个平均值.那么，观测结果与平均值的偏离程度或者 
说，观测结果分散的程度就应该用方差（或称离差，其平方根称为标准差）来刻画.在上一章讲高 
斯积分时就讲到，方差应该是每一次观测结果与平均值（即数学期望值）之差的平方之平均值. 
用在我们的情况，则在状态 p 之下，可观测量 A 之方差应该为 

二 （ A -&) 2 之平均值 

= ((A — a f ) 2 < p ^ < p ) = ((A — a 9 ) < p ^ (A — a 9 ) < p ) 

= II (A - a f ) ^ || 2 = || (A - a f I ) (p \\ 2 . 

上式中的 S 本来是一个实数，但这里要把它看作一个算子，正如在线性代数中我们若写 A - A 
就必须理解为 A - A 
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4. L 2 ( IT ) 上的酉算子 U 即适合 IT U = I 的线性算子.这时因为 U — 1 = U * 作用在 
L 2 ( R ra ) 上，所以1/的值域是 L 2 ( R ra ) 全空间，同时 L / _1 的存在，又说明 L 7 是 1-1 的，是一个线 
性同构. L 7 算子又保持内积 不变： 

( U ( p ， Ucp ) = ( U * Ucp ， cp ) = ( cp ，• 

所以， L 2 ( IT ) 在经过 U 的作用后，其线性构造与度量都不变，因此 L 2 ( IT ) 没有改变.现在看傅 
里叶变换在 L 2 ( RO 上的作用.普兰舍利定理已证明了傅里叶变换保持内积不变.在证明了逆 
变换定理后（上面我们只是“形式地”推算了一下），又知道傅里叶变换保持 L 2 ( R n ) 的线性构造 
不变,而且是 1-1 的从而是一个酉算子.这样， pCx ) 是一个波函数而表示一个量子系统的一个 

状态，则 f ($) 也应该表示同一状态.前者称为该状态的 x 表象，后者称为其 f 表象.按波函数 

的概率解释， I 多 （6) I 2 应该表示$的观测值在6与 6 + 之间的概率密度- I ^ (6) | 2 d $ 表示 

概率.现在要问，$在物理上表示什么？为此我们来看动量算子在傅里叶变换下表示什么. 

1 

至少，形式的计算告诉我们，通过分部积分 

4-3^ (p (x) e~ ，£r dx = ^ [ (p (x) e" ，£r dx = ^ ^ (^) » 

J i j J 

R 11 

积分号外之项变为 0, 前面我们已对 L 1 ( IT ) 证明了，若 P ( x ) 和 Cx ) 均为可积则当 I %. I 
时 1( x )— O . L 2 ( R ra ) 的情况下则需另证，所以在这里我们得到的只能算是形式推导，即是说芒 
表象下的乘以 f 与工表象下的动量算子车9是一样的.所以 f 表象又称动量表象. 

J 1 x j 

5. 在经典力学中粒子的位置和动量（或简单地就说是速度）共同决定了该粒子的状态.量 
子物理中却 只用 : c G : 表象)或表象），这至少是因为，如果: c 与 f 共同才决定粒子的状态，则 
必须要能同时观测: c 与 f 但是这是不可能的.因为量子力学的基础公设之一就是两个可观测 
量要能同时观测的充分必要条件是它们所对应的自伴算子 A 与 B 要可交换，即 AB - 说 

;矛田书 xnHU 北一水允新峰1志分出带田的诚:今“ 赤拖 .名” .丽木皙名 的赤拍 
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所以，(动量的第 ； 个分量)与$ (位置的第 j 个分量)是不能同时观测的.如果对这两个可观 

测量同时进行了观察，它必有不可任意减小的误差.下面把这段话准确一些叙述.在状态 p 下观 
测 A 与 B 的结果有平均值〜和\，而观测结果是分散开的，我们用方差 || ( A - a 9 ) f \\ 2 

与 S f B = || (B - b 9 ) cp II 2 来度量，我们还引用了标准差于是我们 
有 

定理 8 I (测不准原理 I ) 在状态^之下，我们有 

△ 9 A . A 9 B > 士 I ( LA . Blcp . cp ) I . (33) 

证 令 Ai ^ A ~ a cp l ， B l 二 B — ，很容易验证 [ Ad ] 二因此 

I iLA ^ B~\cp ^ (p) \ — \ ([A t ^ B x ~\(p^ cp) \ — \ (A } B } (p^ (p) — Aj cp^ cp')\ 

— I A x cp ) - (Ay cpi B x < p ) \ — \ 21 m ( A x cp ^ B x ( p ) \ 

<2 || A ^|| • || Ball =2 || ( A ~ a 9 )< p \\ - || ( B ~ b 9 )< p \\ 

= 2 A T A ' A ^ B . 

这样，两个标准差之积的下限依赖于状态.但有一个情况可以改进这个情况，这就是可观测量 

A ， B 为典则共轭的情况，就是 [ A , B ]= fcl / i 的情况.例如动量算子& =1#- 与同标号的位 

1 ° 

置算子％.就是这样，这时有 

定理 81 (测不准原理 I) 若 A ， B 为典则共轭的可观测量，则在任意状态 p (： r ) 下 

A ， 斗 (34) 

证 （33) 的右方现在成为 

丄 

故 (34) 得证. 

特别是动量与位置恰好是典则共轭的，故 

(35) 

本来我们是在讨论 L 2 ( IT ) 中的傅里叶变换，但现在似乎转成了希尔伯特空间中自伴算子的性 
质.但是至少在动量与位置的测不准关系上，确实只须用傅里叶变换的性质就够了.其中的要 
点正是普兰舍利定理.除此以外又需利用傅里叶变换的简单性质.下面再就& 与 ％ 证明一次测 
不准原理 (35). 我们引入 AjiA -^ vT , 这等于假设了 &=0,用于位置算子就相当于说位 
置的平均值 g 二 0. 其实，即令％之平均值:0,我们可以作一个平移 j 二这时，波函 
数 p ( x ) 二 (：Vi + 3^ + ^)二 p (：y + :^)，于是其傅里叶变换成为 
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^ (岣） 


2 k 


h / 


I e lx (^) 1 2 d $ - 2^ I (p 1 2 d $ — 2^ I dj f ($) 1 2 d 6 - 同样，若动 


量％之平均值为 fe €(7 = i ，2, …， n )， 在$空间中作平移$ = 波函数将成为$ ( e + e °), 

回到 x 表象后将得到波函数 e ' ie °> ( x ) ，这同样不影响到概率密度 I ( x ) | 2 = | 9 Cr ) | 2 ,所 

以夂也 不变： 


8 9 (xj ) 


2 1 - ( x ) 2 dx . 


工 


现在我们需要证明的只有 


S 9 (h ^) • S f ix j ) 


这里的 pGL 2 ( IT ), 而且 mG ：) GL 2 ( R ;), ^—<p ( x ) GL 2 ( R ；). 和前面一样，我们只考虑一维 

dx j 

( n = l ) 的情况，而且只对支集在 - N < x < N 中的 p ( x ) 证明上式,然后再取极限即可.为此，考 
虑积分. 


7( A ) 


| Xxcp ix ) + f ix ) \ 2 dx = 

oo 

这里 A 是实数， I Cl ) 显然>0,而且是 A 的二次三 项式： 

f\ -\- /* oo 

I (A ) = X 2 x 2 1 (p ( x ) 1 2 dx + X x + ( ptp'^dx 


_Xxcp ( x ) + 〆 Cx ) ] Lkxcp ix ) + < p f Cx ) ] dx . 


9 


(x ) 2 dx ， 


因此其判别式非正.但是 cpcp ’ cpcp ^ — (^ cp ( p ) ^ 故 

oo 

x icpcp ' + <p cp'^dx = xcpcp 


I < pix ) \ 2 dx 


注意，我们这里利用了 pGr ) 支集在 - N <_ x < N 中且波函数是规范化了的.于是我们有 


0>1-4 


x 2 \ <p (x ) \ 2 dx 


? 


( x ) I 2 dx 
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这里 C 应保证 p ( x ) 规范化 ：II cp ( x ) II =1,故 C = ( vTtt )^. 所以，测不准原理只有当波函数 
< pG ：) 为高斯函数时才有等号成立. 

测不准原理既然如此深刻.何以其数学推导如此简单？其实，测不准原理之深刻在于其物 
理 含意： 微观世界中物理量不是用数来表示，而是用自伴算子表示.至于数学，其作用在于提供 
了对种种算子进行研究的基础.例如早就知道矩阵(作为一个算子）的乘法是不可交换的，又例如 
早就有了普兰舍利定理(这个定理是普兰舍利于1910年证明的，早于量子力学的出现），告诉我 
们只要采取适当的表象(如动量表象），则物理量用自伴算子表示成了很自然的事,所以例如测不 
准原理等深刻的物理结论,在数学上是水到渠成的事. 

然而既然数学上例如普兰舍利定理等等的发现原是与量子力学独立的，则测不准原理也不 
应该限于只在量子力学中才有.实际上确实如此.例如信号处理中对一个信号既可在时域中把 

它看成/(?)，又可在频域中看成^ U )- 时间与频率也是典则对偶的，因此也一定有测不准原 
理 :对一 个信号，要完全准确地同时确定其旅行时间与其频率是不可能的.这就是经典的（即非 
量子的）测不准原理. 

§ 3急减函数与缓增广义函数 

1. S ( R ra ) 空间 上两节中讲到 L 1 与 L 2 上的傅里叶级数与傅里叶变换时，遇到的困难都 
在于函数的可积性上.由此，例如在傅里叶变换理论中，变换式 

/ (^) = CF /) (芒）= f ( x ) e ~ (1) 

的逆变换式 

/( x ) = CF 1 i 7 ) ( x ) = . \ n f ($) e lfx dx (2) 

一直无法证明.所以 （2) 中的暂时只是一个形式记号.傅里叶变换的最基本的 性质： 乘以自 
变量 z 或$与对自变量$或: c 的求导之关系，也显得很不自然.多年来，数学家和物理学家都设 
法推广这些理论，而得到成功与公认的仍是走广义函数理论这条路来讨论傅里叶变换.上一章 
中我们已看到广义函数就是试验函数空间的连续线性泛函.它的基本的“寶门”可以说就是把所 
遇到的困难都“转移”到试验函数空间去.我们选取了 DCO ) 作为试验函数空间的目的就在于把 
求导运算的困难仿照分部积分法转移到试验函数上去，而且使“积分号外”的项都自动消失.为 
此我们取 c ； r 之元为试验函数，而且为了保证求导运算的“连续性”——即由 /；— /得出 av ； 
— ay , 我们在 C；T CO ) 中引进了一种特别的收敛性即定义 f n —f m D ( D ) 为 ：所有 /；之支集均 
位于 D 之同一紧子集中，而且对每个固定的 a ,3 J n 一致收敛于 #/. 现在问，能不能用同样的方 
法来讨论 D ( IT ) 上的傅里叶变换,再通过对偶方式把这种变换转移到 IT ( IT ) 上去？当然是可 

以的.但是当我们问对 / Cr ) GD ( R n ) 按 （1) 作出的 > ⑻究竟在什么空间中？因此例如在作逆 

变换 (2) (它与变换 （1) 的差别无非是多了一个因子 7 ^,并把 i 变成了 - D 时，尽管我们下面就 
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要看到这仍是可能的，但终究 f ( e ) 不再在 D ( ir ) 中了，如何再利用对偶性也就不清楚了.因此 
要用广义函数理论来处理傅里叶变换时，首先遇到的问题是找一个合适的试验函数空间.当然， 
由此带来的问 题是: 这个新空间与原有的 D ( ir ) 是什么关系. 

怎样选择试验函数要由所需解决的问题性质决定.考虑到乘以自变量与求导两种运算在傅 
里叶变换下互变，所以试验函数应具有以下 性质: 它应该无穷次可微,而且不论求导多少次，或乘 
以: r 的多少次幂,仍然应该是可积的.因此我们给出下面的 

定义 1 scir ) 空间——以下简记为 s ——由适合以下条件的 c ™ 函数 pG ：) 构成: 对任意 
重指标 a 与 /?, 必存在常数使 

I Jo ^3 ^cp ( x ) I < C 冰. (3) 

S 中的函数序列 {% Cr)}, 若对任意固定的重指标 a 与 I 3，{ j 3 a x cp k Cr)} 均在 R n 上对： r 一致趋向 
0( 不要求对 a 与#有一致性，即对任意£>0,均有正整数 K (£，《,#)存在，使当 k > K ( e ， a ， IS ) 
时， Cr ) < e ，不要求 K 对任意 a ， /? 均相同）就说& (: c )—0 in S . 

S 函数在无穷远处是急减的，因为由 （3) 可知不论 N 有多大，恒有 

| d a (p ( x ) I ^ 1^777 - ⑷ 

I X I 

即 <9> Cx ) 之衰减速度高于任意多项式幂之倒数.所以，以后称 S 函数为“急减函数”.一个最常 
见的例子当然是 

另一方面，任一 C；r ( R w ) 函数均为急减的： 

c ( 7 ( R n )( zs . 

但是这个包含关系只是就集合论意义而言的.若序列 Cr )}— 0 inD ， 则因 supp %都含于一 ' 
个固定的紧集 K 内，所以其中的: r 必有界.此外， ( x ) 在 K 中一定收敛于0,因此 

ix ) |—0 in K . (5) 

再考虑到在 K 外: Gc ) eO , 所以上面的收敛性其实在 R H 上成立，即 { Jd a ?k Gc )} 在 R n 上 
一致收敛于0: Or )}— 0 in S . 凡有这样的情况，即有两个各具自己的收敛性的空间 A 和 B , 
不但作为集合有 ACB , 而且 {%} CA 在 A 的意义下趋于0必导致{%}在 B 的意义下趋于0, 
就说 A 连续地嵌入 B 中，并记为 A C ^ B . 这样 

D ( R n ) CZS . 

同样也可以看到 SCZU ( R ra )， l </?< co . 

现在考虑 S 函数的傅里叶变换 （1). 由于 S 函数极好的光滑性与极快的衰减速度，对积分 
(1) 的处理就极为方 便:在 积分号下求导，使用分部积分法，积分号外各项自动消失等等均不成问 
题.因此，我们不必证明即可列出 S 中傅里叶变换的性质如 下：® 变换式 (2) 也暂时承认.下面 
的函数均指 S 函数 .） 

( i ) 线性性质 

F ( C x < p x + C 2 ( fz ) — Cj i 7 (< p x ) + C 2 F (< p 2 ^ » C { y C 2 为复常数. (6 a ) 

F — 1 ( C l ( Pl + C 2 ( P2 ) = C l F ^ ( f ,) + C 2 F ^ (< p 2 ). (6 b ) 

( n ) 平移与放大 
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F ^r h (p) ($) = <p Cx - h) e l?x dx = e l ^F icp) ($) . (7 a ) 

F~ l ^T h <p) ix) = (p — h) e l& d$ = e ' xh p~ l (^) ( x ) _ (7b) 

\Ztz) J 

FC^CAO) (^) = j (p(Xx)e~^dx^j^F((p) (f). (8a) 

F - 1 ( 9 ( A 0)( x )=^^| 9 ( Xe ) e^de = j , F - l ( 9 ) (f). (8 b ) 

(ill) 求导与乘以自变量凡使用广义函数为工具的文献中，常考虑 ft 以代替 t ，并记为 
D ,. 即仏=+^.这样比较方便.于是量子力学中的动量算子现在是 ADp 

F ( D >)( e )= [ ( D >) ( x ) e _i& dx = rF (^) (^) . (9 a ) 

R n 

F ix ^ cp ) ( e ) = [ X^cp ( x ) e _ ifo dx = (- l ) l /? l DfF (^) ( e ). (9 b ) 

R " 

F~ l ( D e >) ( x ) I ( D e >) ( e ) e i & de = (- lV al x a F~ l icp) Cx ) ， (10 a ) 

R " 

F 1 i^(p) (x) = , ^ „ ^(p ($)e' fa: d6 —DfF 1 C(p) (x) . (10b) 

\Ztz) J 

r " 

由这四个式子可见， S 函数的傅里叶变换与逆傅里叶变换仍是 S 函数，即是说， F ， F ' 1 ： 
S — S . 

不但如此，我们还很容易证明：若{% }— 0 in S ， 则 J 7 (&) ( S )—0 in S ， 事实上 

[fD ： F(^)](e) = (― 1) 旧 [F(Dfx>, ($))]. (11) 

Df ( x >) ( x ) 自然可以写成 x x 4 V Cx ) 之线性组合，这时所以这个线性组合是有限 
的.现在考虑其中一项.我们有 


F ( x 7 D ^< p k ) (^) = | x J Dl 9k (, x)e [ ^dx 

R " 

= j [(1+ I x| 2 ) N x 7 Df^ Cr) ] ( 1+ e |i| 2 ” dx. 

取 iV 充分大以至2]\[>77,则 ^ e , ^, 2 , N eV ( IT ), 由于已设 {&}—0 in S , 故对任意 e >0, 必 

11 + I j ： I ) 

可找到 K ( e ，> S 幻使当 时 ， I H +\ x \ 2 ) N x J U?k Cr ) l < e . 因此 

\F(x y D d cp k ) ($) |< [ I (1+ \x\ 2 ) N x Y D d x9k ix) I | e 飞 N dx 

J 11 + x ) 



dx 

(1+ | x | 2 . 


h . 


所以 (0 在 R f n 上一致趋于 0. 代入 （ 11) 即知 0 in S. 所以 S 也是连 




§3 急减函数与缓增广义函数 


341 


续映射.同理厂 S 也是连续映射.但是我们还不能说 F 是线性同构，因为 （1) 与 (2) 是否 
互为逆映射尚未证明，暂时还只是形式记号.下面我们就来证明 (2) 确实是 （1) 的逆变换. 

Gv ) 反演公式 我们来证明 （2) 确实是 （1) 的逆变换.为此我们先来求高斯函数 

e "'"' 2 ^ = [[ e Xj / 2 的傅里叶 变换： 
j = i 



所以只要计算右方的一个因子 


e~ x 2 / 2 e~^dx = E(^ 

— oo 

即可.上面我们已经说了，，所以其傅里叶变换 E ( e ) GS ( Rp . 但是 

- x~ tl — , ~ x~ fl 

L)e — lxe t 


所以，利用 （9 a ) 与 （9 b ) 有 


此外， 


m (^) = - iD e E (^)或 


- m ( e ) 


dE ( e ) 
ae 


E (0) = e 工 々 dx 二 

— oo 

由这两个式子即知 

E (^) = v^Tte f ^ . 

这样我们看到高斯函数 e i 2 〃的傅里叶变换仍是一个高斯函数，不过因子有一些变化.对£；(芒) 
再作变换 (2), 则 ( x ) 应适合 

-^-(F~ l E) (x) = -x (F _ 1 E), 
dx 


( F _1 £) (0) 


2 ir , 


ke— f " de 二 1, 


因此 


( F ~ l E ) ( x )= e~ x 

我们只计算了 e - | d 2/ S 的一个因子，把它的 n 个因子全部算完，即得 

引理1高斯函数 e — u 2 〃的傅里叶变换是 (2; r ) l e - | f |2 ' 从而厂 1 ((2^)^ e Hel ^) =e + |2 ' 
我们时常需要考虑 f (. x )= e ^ alxl7/2 0 z >0) 的傅里叶变换，我们不妨把 / Or ) 写成 e _ IAd2 '；l 


=\/^"再利用 （8 a ) 即有 


F ( e - 士' 2 々）（芒)=(― ) 7 e Hf ' 2 ^. (12) 

、 CL ’ 

定理2当 /Cr)GS 时， （2 ) 式定义的变换确是 （1 ) 之逆变换，且可写为 
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f ( x ) = (2 k ) n f ( x ) = (2 tt ) n f ( — x ). (13) 

证回忆一下上节中“证明” L 2 函数之傅里叶变换确是酉变换时，实际上已用到了这里的结 
论.当时我们就指出，其中变换积分次序是不合法的.现在对 /( x )6 S , 再重复一下这个形式 
“证明”，我们有 




(2 71) 


(2 71) 


如果这个形式证明是合法的，而且又能证到 


e lfx d 芒 f ( y ) e l ? y d ^ 

y 

/( 麵 


代入上式就有 



e [fCx — ； y) ^ Cx — jy) , 


(14) 


(F -1 °F)/(x) 二 (J” f(y)d(x~y)dy^f(x), 

而定理得证.这个“证明”之所以仍只是形式证明，在于对于 6 是不可积的，更不是绝对可 
积的，所以不能应用富比尼定理以改变积分次序.对于 （14) 式，注意到 F (幻（0=1，而我们想要 
证明的其实是 

( F~ l ^ F ) S (x ~ y ) = S (x ~ y ) ， (15) 

亦即反演公式对于一个很特殊的广义函数是成立的.这两点其实是一回事 d 〜^是一个急剧 
振荡的函数（当161时），傅里叶级数理论与傅里叶变换理论都在相当大的程度上依赖于这 
个振荡性质.§ 1中讲的黎曼-勒贝格引理，以及它在证明许多基本结果(例如傅里叶级数的狄利 
克雷定理）中所起的作用，都说明了这种急剧振荡性质起了关键的作用. 

如何解决上面提出的矛盾呢？正如在§1中当傅里叶级数收敛性难以证明时，我们引入了 
种种求和法，例如引入了 C -1 求和以及费耶核.但是，引入费耶核相当于引进了一个收敛因子 
以改进收敛性.如果函数 /Gr) 有相当的光滑性（例如适合狄利克雷条件），则这种收敛因子将会 
加快收敛速度，如果连这样少的光滑性也没有，则这种收敛因子会导致种种可求和性（如相应于 
费耶核的 C -1 求和性）以推广收敛性.所以我们现在也引入一个收敛因子 0(0 并考虑 

( \ n \ ^ 

\LTZ) J J 

R ； < 

这里 e >0 .我们要来看一下，当 e —0 时能否得到极限式 CP ' F ) (/) ( x ). 为此，以下两条件是 
合理的 ：（ i ) 0( e ) es ( R ；), ( ii ) 0( o ) = i . 然后我们有 

tAt [ e i & d ^ [ f ( y ) e-^dy = \\ m 7 ^— \ < Jj ^ \ /( y ) e ’ 办. （16) 

J J kAtz) J J 

R ； R" R" R" 

这时甚至会以为可在积分号 V 取极限，因为为内层积是 $ 的 S 函而且与 e 无关， 0( d ) — 
0 ( o ) = i , 对每点 e 又都成立，然后可以应用勒贝格控制收敛定理.当然，这样求极限是不行的， 
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因为1并非上的勒贝格可积函数，不能应用勒贝格控制收敛定理.但是如果注意到对上式右 
方现在可以自由地应用富比尼定理，即知 


(2 tt ) 


<p (e^) f (y) e 


L 6 (x - y) 


d ) 


(2 tt ) 


<p (e^) f iy) 


i f Cx - 3 ^) 


djd 芒. 


令 


^ R ； 

x = c 上式右方化为 


(2ir) 


(2 it) 




XR; 

ip (〔) / Cx + £2：) e" l ^d 

R: XR^ 

r > 

/Cr + e 2：) d 2： 0 (^)e 

f ix + ez ) (p ( 2 :) ds :. 


现在求极限的过程全转到 / 中去了，而且 / GS , 完全可以转到在积分号下求极限，于是代入 
(16) 有 


(2 tt ) 


e 政 de 


/ (jj) e l ^d^ = lim 


(2 ir ) 


/(x) 


(2 71) 


f ix + ez) <p (z) dz 
d ) ( 2 :) d2 ：. 


(17) 


其实最后一个积分即 ^ G ) 之逆傅里叶变换. 


(2 it) 


. 2 :) e l ? c d2 ： 在卩 = 0 处的值.这里我们要用 


到 G Ce ) GS ( R ；)， 而这由 0( e ) GS [( Rp 是自然成立的.所以，只要反演公式对 4(0 成立，则 


上式化为 广' 0 (2；) d 2； = 0 (0) = 1，而定理得证. 

C 2 ti) J 

Z ： 

但是由引理1,当 0( d = e - | f |2 〃 时，反演公式确实是成立，故定理得证. 

注 上面我们是利用了已知高斯函数的傅里叶变换来证明反演公式的，而一旦反演公式已 


经得知，则对任意且适合 •/ >(0) =1者，都有7^ f j Ce)dz = 0( O ) =1,而可以代入 

kZtz) J 

(16) 式再得出反演公式.这当然不能算作定理的“新证”，因为在这个过程中已经使用了定理2 
了，但是它告诉我们，用任意0(芒） 
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也是对的.即是说 Cr - J ) 是 D ( R 。 中的3序列.但是我们将引入 S ( R 。 的对偶空间 
y ( ir ), 而可以看到 G ：- w 也是 idr ) 中的3序列.所以，从广义函数角度来看，证明定理 
2的过程就是一个构造3序列的过程.这和傅里叶级数理论的情况是一样 的：为 了证明傅里叶 

[sin (A[ + ^ \ 

级数的收敛性以及可求和性，我们实际上证明的是狄利克雷核、费耶核等- 

1 2;rsin J 

[sin 2 (N + ^-) / 1 ( . ] 

< --- M Sm 八 I ’ k …都是 各 序列.还有许多其它的 3 序列，相应于其它求和 

(N + 1) sin 2 J [ ;rr J 

法，例如泊松求和等等，而在各自的问题中都很有用. 

上面说了 (x - ; y ) — 3 (工 - J ) ，所以我们时常就写 


各（: T — 3；)=^ Je ❿ 

于是本来没有意义的形式积分现在理解为广义函数的极限，下面还可将把它理解为1的逆傅里 
叶变换，而且把1看作一个广义函数，这样理解的积分称为“振荡积分”（在许多文献中振荡积分 
是用其它方法来定义的，但与这里添加收敛因子的定义是等价的）.这个公式还与其它一些数学 
理论有关，特别是还可以从量子力学的测不准原理来看待它：粗略地说，3 (： C ) 在： C 表象中表示 
一个粒子的位置完全确定，因此，在$表象中，它应该完全不确定，而可以用各个方向的平面波 
e i & 对 e 按完全相同的“权”叠加而成，所以我们才有了 （14) 式（其中令3； = 0).这样也就可以理 
解，为什么3序列有的并不是如钟型的曲线（正态分布）而有振荡性.现在我们只特别要提醒，在 
处理含有高频振荡的因子 (| o ;| »1)的积分时，时常这个积分并不绝对收敛，我们就不要 
轻易地把绝对值符号放在积分号下去，那样就会使 | e _| =1而丧失了非常有用的关于相位的信 
息，而宁可“形式”地把它当作绝对收敛积分，“形式”地应用富比尼定理，再用广义函数或其它方 
法加以解释.我们正是这样做的. 

( v ) 酉性质 还有几个性质都与傅里叶变换作为酉算子有关，因而是极重要的，我们称之 
为酉性质. 

定理 3若 /, gGS ( ir ), 则 

a) [ / (6)g-(e)ae= f f(^)g Cx)dx, (is) 

( ii ) g ( x ) f ( x ) dx — (2 k ) f (0 g (19) 

(iii) (9,^^(?4)( 芒 )=/7 
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性的，后者则是共轭线性的.欧几里得配对是用来定义转置算子的 
注2 (19) 可以写为 


所以傅里叶变换又是等距的.但通常讲等距算子是对希尔伯特空间而言，现在5也0并非希尔 
伯特空间.所以说 F 是等距的，或者是酉算子，都只是方便的说法，而在 L 2 ( R n ) 中它才有精确 
的意义.借用这种方便的说法， （19) 也称为帕塞瓦尔关系式，其实也可称为普兰舍利关系式，不 
过一般说来，只当 /=g ■时，才称为普兰舍利定理. 

注3 (20) 是卷积公式.当 /， gG S 时 

(/ * g ) ( x ) = f (t ) g (x — t ) dt . 

R n 

显然积分是收敛的，而且因为可以在积分号下求导，所以 （/* g ) ( x ) ec 00 ( R n ) 也是明显的，而 
且 


Cr )= \ fit ) d a x g 

r " 

余下只要考虑 ( f ^ g ) ( x )， 因为我们只在 | x |》 l 处考虑它，不妨用 （1+ Ixl ) 1 # 1 来代替 
X I ，于是 

I (/ * g ") ( x ) | ^ (1 + I x I ) 1/31 1/(?) 3 ^g ix ~ t )\ dt . 

因为 |： c |<| r | + | x - r |， 而 |/?| X )，上式右方可以用多项式定理化为 U | 7 1 / (?) | • | x — ? | 5 | d a x g ix ~ t )\ 
之有限线性组合.这里 | y | + |^|<|^| .由于 /, g * GS , 即知上式右方是一个绝对收敛积分，其值 
这样即知 Ct ) gs ( it )， 而 (20) 就容易证明了. 

2. y ( ir ) 广义函数 这就是急减函数空间 S ( R n ) 的对偶. 

定义 2 S ( IT ) 上的线性连续泛函称为缓增广义函数，它们构成一个复系数线性空间，记为 
s / ( R n ). 

下面我们举一些例子. 


L p ( R W ) CZ ^ S ' ( R ra ) ( Kp < + °°)，因为若 f (x) G L p ( R n ) ，对 cp (x) G S ( R w )» / (x) cpix)dx 

%) 

R " 


显然有定义，而且由赫尔德不等式 


f (x ) cp (x ) dx 



/ Cx) I p Ax 


cp ( x ) q dx 



丄 + 丄二 i ， 

P q 


由此可知若有一*串&( 1 )— 0 inS ( R n ) ，必有/ ( x ) 科 （ z ) dx — 0,所以它是一 ■个连 续线性泛 

函，这样我们得到1/ ( R n ')( ZS / ( R n ). 为了证明它是连续嵌入，设有一串 (X) e L p ( IT ), 
f k ( x )— f ( x)in 1/( R H ) .仍旧用上面的赫尔德不等式，即知 /& ( x ) —/ ( x ) in S ' ( R re ) > 
( S '( IT ) 中的收敛性定义,下面马上就要介绍），所以这里的嵌入是连续嵌入. 
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但是 S '( IT ) 中的元不一定都是可积函数.实际上，若 /( x ) 是可积函数，甚至只是局部可积 
函数，但在％附近适合以下的缓增条件 :存在 正整数 IV 以及常数，使得 

I / (X) | < C/v (1 + | X | ) N . 

(或者写得更简单一些，写作 /( x )= OCl + |x I ) N , 即是说 /(X) 之增长速度不超过 N 次多项式 
的增长速度 .） 由于 P Cx ) GS ( R ") 是急减的，因此例如有 

丨 —)1 < (1+ |^) N+n + 1 - 

所以 


f(x)(p (x)dx 




c N A 


(1 + 


■ dj ： 


仍是有意义的. 

但是我们不要以为 SYR ”） 中的一切函数都必定是缓增的.例如我们知道是指数增长 
的，它不是缓增的，在 n = l 的情况， [ cos ( e x ) - e ^ sinV )， 也不是缓增的，但是它是 f ( R H ) 


中的兀.因为对于^ ( x ) G S ( R l ). 

n OO 

([cos ( e x )~\' <> (p (: c )〉= — [cos ( e ^ ) ~\( p ' ( x ) dx <> 

J - oo 

它显然是 S ( R 1 ) 上的连续线性泛函. 

另一方面，由 D ( R n )CHS ( R ra )， 所以每一个 Y ( R H ) 广义函数一定是 IT ( R n ) 广义函数.因 
此 


s / dDczTdr ). 

我们要证明实际上有 5 T ODClD / ar ). 为此，我们先要讲一下什么是 5 T ( IT ) 中的收敛性.设 
有 /o Cx ) G S '( R ra ) ，而且有一 ■串 Cx ) 6 S '( R ra ) ，/^ Cx)—/o Cx ) in S '( R n ) 是什么意义？为 
此，我们只需了解 r ) - /o Cx )—0 in ^( ir ) 是什么意义即可.为此我们仿照 IT ( IT ) 中 
趋于0的定义 给出： 

定义 3 < ( R H ) 广义函数又 （ x )— 0 in < ( R n ) 即指对任意 < p ( x)e S ( R n )， 均有 

( f k (x ) •> (f ( 
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函数；^ ( x ) ，使在 K 附近/ Cr ) = 1，于是对任一 * ^ G S » ( x ) G D ( R ra ) ，而我们对^ G S ( R ” 

定义 

(/， W = 〈 / ，奸 > • 

很容易验证，这个定义与 x 之选择无关，这样 zy ( R ra ) 中的/现在拓展成夕 （ R ") 中之元. 

特别重要的是，可以证明， C；T ( R H ) 在 IT ( R H ) 中稠密，所以在 f ( R n ) 中稠密.即是说，对任 
意 / GST ( R K ), 必可找到一个 C ( T ( IT ) 序列/； (X), 使 

f k ( x )^ f ( x ) in S ' ( R ra ). 

这个定理很重要，还因为它把 zr 广义函数的性质，大都移到 s ' 广义函数中来了.我们不来 
一一列举,只举出其中最重要的几个.以下我们均设 / es / ( R n ),< p ( x ) es ( R n ) 

( i ) 平移7^/= / (x - A ) 的定义是： 


、 T h f ， cp )-- 

=〈/’ n ?、■ 

(21) 

( ii ) 反射/ Cx ) =/(- x ) 的定 义是： 



O ' ，9、: 

- 〈/，》>. 

(22) 

( iii ) 求导之 定义现在成为 



( D Q /» ( p )=( - 

■1 ) UI (/，DV - 

(23) 


注意，由于我们引入 S 与义是为了傅里叶变换理论的需要，所以必须考虑复值函数，故定义 


S 上的线性泛函时需要应用埃尔米特配对(/， P ) ，它对后一个“变元” p 是共轭线 性的： 

Cl /， <p) = X (/» <p) » (/， Xcp) = A (/» cp). 

而在讨论 DCH ) 与 IT CQ ) 时，如果限于讨论实值函数，则应该用欧几里得配对 (/，- ，这时有 

( A/t (p) = (fy X(p) = A (fy <p) (A 为实数）. 

仿此，在讨论求导运算时，我们一般都引用 D 二 ia, 从而有定义 (23). 而在 DCO) 和 ZT ⑺）中则 

1 

有 


O a j ^< p ) = (― 1 ) UI ( j ， d a 9 ) • 

但是“乘以函数”的运算在 IT ⑴）和< ( IT ) 中是不一样的.对于 IT CH ) 的情况，任给 
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今设 ( R n ), 于是 &也是 S 函数，若 /Gy ( R H )， 则因傅里叶变换 F ： S ( R n )^S ( R n ) 是 
线性同构，对任一个给定的$只有一个 p 与之相应，因此〈/, $>是 p 的线性泛函.又因 F 与 
F _1 : S ( R H )— S ( ir ), 都是连续的，故若有一串 @ GS ( R ra ), 但 0 in S ( R n ), 则匕―0 in 

s ( r h ) ,因此 (/, &> — o , 即是说〈/, ^〉其实是 9 es ( R H ) 上的连续线性泛函，因此必存在唯一 
的 S ' ( R ra ) 之兀 g - G S ' ( R ra ) ，使〈/，@〉= ig ， ( p ) • 因此我们给出 

定义 4上述 ( R K ) 称为 / Gs / Cir ) 之傅里叶变换，并记为因此 5 r ( ir ) 广义函数/ 
之傅里叶变换 7 仍为一 s / ( ir ) 广义函数而定义如下： 

if ^ cp) — ( fy ( p ). (24) 

显然， F : f — f 是连续映射. 

注 我们是以欧几里得配对作为定义4的基础的，现在/与/均可能为复值函数，故本来应 
该采用埃尔米特配对，但因埃尔米特配对 (/, p ) 对后一变元是共轭线性的，故对复常数 G 与 C 2 
应有 (/, Q % + C 2?2 ) = ~ C ' { f ， ^) + 0 2 (/, < p 2 ). 这时，定义4需要作一些改动，我们这里就不 
讲了. 

现在回到< ( IT ) 的子空间 I /.先看& = 1的情况.于是设 / C ^ GL 1 ( IT ), 由前所述 

/* f * 

〈/， P > = f ^ x^cp Cr ) dx = / Cr)dx <p ($) e " l & d ^ 

R n R " R " 

= f ( x ) (p ($) e " l £ c dxd $ 

rW 

=cp ($) / (x) e ~dx » G S (R ra ). 

R " R " 

因为 / Or ) GL 1 ( R n ), ? (0 ( R n ) ，可以应用富比尼定理而得到最后一个等式.这个等式 
我们这样来看：由 /6 L 1 作为 S '( R ") 之元的傅里叶变换(变换的结果我们仍记为 > 之定义，即 
由积分 |/( x ) e _ i & dx 生成的义 （ R n ) 之元.因此 

R n 

/作为 S ( R H ) 上之连续线性泛函 

二 /( x ) e _ i & dx 所生成的 S ( R K ) 上的连续线性泛函. 

注意，我们在上一'节就已讲过 J / (^:) e " l $ r dj ： 作为一'个积分是绝对收敛的，因此 J */(: c ) e _ ier d : c 确 

实是一个古典意义下的函数，不过我们尽管知道它是连续的，在 III — + CO 时为0,却不能断定它 
仍是 L 1 ( R n ) 函数(且有反例.当然可以肯定它是局部可积函数），把上面式子中的话讲准确些就 

是： 

/( 作为 （ R ") 之元）的 Y ( R ") 傅里叶变换/ 
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=/之古典的傅里叶变换(我们记为 f ) 生成的夕 （ R n ) 之元. 

在这个意义下我们说 5 T ( R a ) 傅里叶变换是 L 1 ( R ra ) 傅里叶变换的推广.并且不必再多用一个记 

号/而都记作 

其次若 / GL 2 ( R n ), 这时若令 

J /( x )， | I » j = 1，2,…， n ， 

fN (X) — \ 

lo , 其它 x , 

于是 / w (： c )—/ Cr ) in L 2 ( R n ). 按古典的傅里叶变换理论，古典的傅里叶变换 (0 在 


L 2 ( Rp 中有极限，这就是， （ e ), 它仍是 L 2 ( Rp 函数.普兰舍利定理告诉我们，古典的傅里叶变 
换是一个酉算子. 

现在转到 sxir ). 首先可见 


On ，9、二 (/ n ，&〉 - 

于是仍照上面的讲法允二^.但当 iV — ⑺时 ,/ N — / m L 2 ( R "). 

不过若 把 / iv 作为 ( R ") 之 元，/ jv — / 必导致在 ^ ( IT ) 中有极限.由定义容易看出 ，7" N 的 
SYR ” 极限即/作为 SYR ” 之元之傅里叶变换，记作，于是我们又得到 

/( 作为 s '( r h ) 之元）的 fdr ) 傅里叶变换/ 

= (/ 之古典的傅里叶变换 )7 所生成的< ( R n ) 之元. 

所以我们也说 S / ( IT ) 傅里叶变换是 L 2 ( IT ) 的傅里叶变换的推广，而且我们仍使用同一记号. 

从这样的讨论中，读者可能会有一个 感觉： 至少在 L 1 ( R n ), L 2 ( R ra ) 情况下，广义函数理论并 

没有给我们任何新的信息.确实如此，例如对于 / GL 1 ( R n ) 时的^ (0,除了我们原来就已知道 
的连续性以及在 co 处为0以外，没有任何新结果.那么，这种推广有什么意义呢？我们暂时把这 

个问题放在一边，先来看一下^的性质. 

对于 s or ) 之傅里叶变换我们有前面讲到的线性、平移与放大、求导与乘以自变量等性质， 
即前面讲的 (6) 〜 （10) 诸式，对于 y ( IT ) 也是一样，我们可以把它们概括为 

定理5 5 T ( R H ) 上的傅里叶变换 F : < ( IT ) — S ' ( R H ) 有以下性 质：设 /G < ( R n ) ， 则有 


( l ) 线性性质 :傅里 叶变换是线性变换； 


( ii ) 平移与 放大： 

( i ))(?)= e ，/(0， 

(25 a ) 



(25 b ) 

( ill ) 求导与乘以自 变量： 

八 . 

( D a f ) ( e ) = f / ( e ) ， 

(26 a ) 


/\ A 

C // ) ⑻ = (- i )'^ Df / ( e )- 

(26 b ) 
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关于逆变换是否也有如上的性质，上面都没有讲，因为下面讲了反演公式以后就清楚了. 
我们再来看一下逆变换的形式定义 (2). 当然，对于 S ( R H ) 之元它确实是一个很“规矩”的积 

分.从形式上看，它与傅里叶变换除了相差一个因子 7 ^以外，只不过“相位”差了一个符 

kIk) 

号.因此,只要对 X 再作一个反射 X —- X , (2) 就成了 （1) (还要加一个因子 7 ^),即是说 f—J 

C2ti) 

— 乘以 (271)1 —反射 —/. 所以，在 s ( IT ) 中的反演公式可以写成 

?= (2兀”7. 

现在我们要对 < or) 证明同样的 结果： 

定理6厂与^^ 1 都是 sxir ) 到 s '( R ") 的连续的线性同构，而且 

f = (27 r ) a 7, / es ^ ( R n ). (27) 

证 F 是连续的线性 映射： SW ) — SW ) 已经明白.现设 / G 5 T ( R ra )， 对于任意的 
s(ir) 有 

(/, =〈/，；> = 〈/, (2ti)>> = (X2id n ] ， < P ). 

于是 (27) 得证.因此 F - 1 是由三个由 y ( R ra ) 到的连续线性映射合成（两次傅里叶变换， 
再加一次反射），所以自己也是连续线性变换.至于傅里叶变换已经由定理2得知它是连续线性 
映射.总之， — SW ) 都是连续的线性同构.定理证毕. 


推论 7 对于逆傅里叶变换有 


( i ) 线性 性质：自明； 

( ii ) 平移与 放大： 

F~ l ir h f ) ( x )= e lxh F~ l (/) Cx ), 

(28 a ) 


F - l ( f ( X ^( x )= j , F - l ( f ) ( f ), 

(28 b ) 

( iii ) 求导与乘以自变 i 

1 

F ~ } ( D |/) ( x ) = (- l ) ul x ff F _1 (/) ( X ), 

(29 a ) 


F~ l (#/) Cr ) = DfF _1 (/) ( x ). 

(29 b ) 


这些推论我们都不来证明了. 


现在要问关于 S ( IT ) 中的傅里叶变换的定理3,对 S '( IT ) 的傅里叶变换有无对应定理？其 
实 （18) 式现在就是以欧几里得配对为基础的定义 4. 也就是如何求 F 的转置算子. （19) 式则可 
以说就是以埃尔米特配对为基础，求 F 的伴算子. （20) 比较困难，它涉及如何定义两个广义函 
数/与 g 的卷积. 

广义函数的卷积是一个困难的问题，我们这里不打算多讨论它，但想从形式推导着手指出其 
困难所在.如果 / Cx ), g ( x ) 作为 IT ( IT ) 之元其卷积仍可用 (/* g ) ( x ) = I f ( t ) g ( x - t)dt 
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来定义，则对于 ^( x ) GD ( ir ) 应有 

If * 

if ^ cp) = f (t) g (x — t) (p (x) d?dj; 

Ou 

if * 

=/ (r) g- (3;) (p (t + y) d^dx 

Ou 

r> r> 

= f(t')dt g (y) (p (t + y)dy 
=(f (t) > (g (y) ， (p it + y))} • 

现在的问题是:尽管 (p (t + ; y ) 作为 t + y 的函数具有紧支集，例如 I r + ^ I d 但对任意变动的 
hpG + j ) 作为 j 的函数不一定有紧支集.因此 + 的函数不一定在 

D ( R ；0 中，所以上式最后一项不好定义.同样，若 ( R ra ), pGS ( R H ), 我们也不一定知道 
(g ( y ) ^ (pit + y )) G S ' ( R 「）. 

人 八 

再说,如果能够定义 (/* g 0 G ：) 了，而且得出 （/*€)($) = f ( e)-g ( e ) (本来，定义卷积很 

重要的目的就是为了证明这个公式），则两个广义函数 ( P 与 f ( 0 的乘积也就可以定义了.我 
们在第四章中就说了一般而言是不能定义广义函数的乘积的，因此也就会怀疑，一般而言是不能 
定义两个广义函数的卷积的.为此应该对/与^■加上一些条件，例如规定二者之一有紧支集. 
在本书中，关于紧支集广义函数的我们未作专门论述.这样一来许多问题只好请读者去查广义 
函数的专门著作了. 

最后关于反演公式还要讲几句话，上面我们已讲了， L 1 ( ROCIS / CRO ，而且 L 1 函数的傅 
里叶变换 J '/ Cx ) e _ i & cix , 不论按古典意义去讨论还是按 ( IT ) 意义去理解都是一致的.按古 

典意义去讨论时，我们知道 /( x )= |7(6) e i & d 6 一般是不成立的，因为_?(6)不一定可积， 

C 2 tt ) J 

所以上式一般而言是不对的.那么 5 T ( r h ) 理论是不是可以给我们什么帮助呢？很遗憾，帮助不 
大 . 义 ( IT ) 理论只能告诉我们;? (^ es ^ ( R ra ), 也许我们愿意接受上式作为一个形式积分，正如 
同我们愿意接受 3^)=7^ f e ifx d $ 那样，也许我们还可以把它解释为振荡积分，但是 L 1 函 

Kliz) J 

数的傅里叶变换究竟有些什么特性足以刻画它，这个问题是无法回避的 . L 2 的情况好一 些：当 

/ GL 2 时也是 L 2 函数，即当用/^在 L 2 中去逼近/时,必有一个 L 2 极限即为(不过 , / N 

是有紧支集的，则一定没有紧支集，它是一类增长性受到严格限制的整函数）.至于 
5 T ( R n ) 中的其它元素问题就更多了.有一种错觉，以为有了广义函数理论，傅里叶积分的任何 
困难都迎刃而解了.事实当然不是如此，有了 S 7 IT ) 理论 
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宁可说，大约二百年前傅里叶所开创的数学分支——现在通称为调和分析——一直在蓬勃发展. 
本章的目的只是为读过微积分的读者提供一个简明的介绍. 

我们还是想就 L 1 与 L 2 中傅里叶变换的反演公式说几句话 . L 1 与 L 2 函数都是< ( R n ) 之 

元.因此 (271)™/ 都是成立的.当 / GL 1 时 = 只是一个连续函数，而且 

芒―％时趋于 0. 因此虽然仍是一个 SYRa ) 广义函数，其傅里叶变换却不能按古典的勒贝格积 

分来处理，但若 ( e ) GL 1 ( Rp ， 则 

/ ( x ) = / (6) e _ 也 dx = < 2 k ) n • ^ n f (^ Oe ’ djyln . 

所以， / ( x ) = n f Cr ) 就意味着 

f ^ fix ). 

此式不论在 s /意 义下还是在勒贝格可积函数意义下都对.所以有 

推论 8若/ Or ) G L 1 ( IT ) ，且 ；?⑻ G L 1 (1 T ) ，则以下的反演公式 成立： 

/^)=^ r |/(6) e i & dx . 

L 2 函数的情况比较简单，若 /€1/，则_? 无论按义意义还是按 L 2 意义均为 

a . /* /* 

/ (6) = / ( x ) dx = 1 . i . m . f N ( x ) e l5r dx . 

J /V—oo J 

但 f (0 —定仍是 L 2 函数，所以一定可以再作傅里叶变换，而且不论是在意义下还是在 L 2 意 
义下都 相同： 



由于/ Cr ) = ( 271 )" 7 (：?:)，所以 

'/ (6)e" i& de = / (x) = (2 ti) n f(~x). 

于是有 

推论 9若 / C ^ GPCRO . 则不论在意义下还是在 L 2 意义下均有 

/( 工 ) =^ )n f ^)e l ^d$. 

最后余下一个问题，即夕 （ RO 乘子问题.我们要问，什么样的 C °° 函数 a G :) 与任一个 
yar ) 广义函数 / Cr ) 之乘积仍是义 （ IT ) 广义函数？这类 a Gr ) 就称为 5 T 乘子.我们知道， 
a Cx)/'Cx) 应由下式定义：当 aG C°° ( R ra ) ，/ 'G S 
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需要 a (: c ) 在 00 处增长不能太急，例如 t2 ( x )= e lxl —'定不彳丁.因为 <p ( x ) = e 1x1 〃显然是 

S ( R 3 函数，读者自己可以证明，但—=， |2 6显然不在5(^)中，这都是因为 aCx ) 是指数增长 
的原故，于是我们有 

定理 10设 a ( x ) G C °° ( R n ) ,对任一 <p (工 ） e S ( IT ) ,均有 a ( x ) © ( x ) 6 S ( R n ) 的充分必要 
条 件是: 对任意重指标 a ，均存在一个多项式 P a ( x ) ,使 

\ d a a (^:) |<| P , ( x ) I . (31) 

以下我们记这种 a (: r ) 所成的空间为 O m ( R H ). 

于是我们来看 S ' 乘子 S 间 ： {a Cr ) G C °° ，对一'切 /G S ' ( R ra ) » a ix ) /G S ' ( R n ) } ，我们有 
定理 ii i ( ir ) 乘子空间即 o M ( R n ). 

这里的几个定理我们都不给证明了. 




第六章再论微积分的基础 


§1实数理论 

微积分的理论基础是在微积分发展到相当程度以后才奠立起来的.我们在第一章一开始就 
指出，微积分既然是变量的数学，而变量又是一个极困难的概念，要想明确地理解它而不出逻辑 
上的矛盾，必须要等到具体的数学结果积累到相当丰富，把问题的各个方面都暴露到相当程度才 
行.所以，尽管在希腊时代就已经认识到诸如连续性、运动、无穷小等等是多么困难的概念，甚至 
欧多克萨斯关于比例的理论，关于不可通约量的理论与现代的实数理论颇为 相近; 在欧几里得关 
于圆面积的穷竭性理论中也看到了如何把极限问题化为不等式问题.但我们究竟不能说这些古 
希腊的著作就是今天通用的微积分教本所介绍的理论的前身.因为一些最根本的概念一直到19 
世纪中晚期才弄明白.而在希腊时代，数学还与种种思辨性的议论分不开.不仅毕达哥拉斯是这 
样，芝诺和亚理士多德更是这样.可是，科学(数学也是其一部分）还是在沿着探索宇宙的规律的 
大道上阔步前进.到了 19世纪，这些问题在当时的水平上弄得相当清楚了.数学，特别是微积 
分，在说明宇宙的规律取得何等伟大的成就，相信前五章的内容已经足够给读者一个印象.既然 
如此，又何必回到历史的陈迹中，再去追忆当年呢？问题在于，数学还在前进.今天已不再是达 
朗贝尔“前进吧，您会得到信心”的时代.其实，自从所谓微积分的基础得到奠立时起，整个数学又 
陷入更深刻的困难之中.这就是集合论的建立.论时间是19世纪七八十年代，主要的代表人物是 
康托尔 (Georg Cantor ) ，而且他的起点正是黎曼，狄利克雷关于三角级数的工作，我们在第五章一 * 
开始就介绍了一点点有关情况.今天我们再回到微积分的基础是因为，弄明白了这个基础，就发 
现它含有许多“成分” 用布尔巴基的语言来说是许多数学构造或称为 architecture . 这些构造 
甚至规定了下一步数学将怎样走法.因此，本章的目的是如^£¥积分的基础使读者看到这些构 
造是些什么.其实在前几章中我们已在许多具体问题上与它们打过交道了.所以，我们希望是从 
再论微积分的基础中帮助读者能与更新、更现代的数学打交道. 

1. 有理数系怎样扩大成实数系 为微积分奠立基础的工作现在都说是其算术化的过程.其 
原因在于极限理论过去实际上是以几何直观为基础的.例如，我们说 li ^/ Cx ) = 6时，心目中总会 

想到当: c 连续地沿: C 轴趋向 a 时， / Cr ) 沿另一条轴趋向6点.可是如果在: C 轴没有一个点代表 
a , 或在另一条轴上没有一个点可以说是6,则这样的极限式应如何理解？这种情况希腊人早就 
发现了. ： r 轴上有一个点（距原点为单位边长正方形的对角线长的那一点）不能用一个数（希腊 
人讲数实际上是有理数)来表示，因此: c 趋向这样的点，就不能说成是工 — a . 总之，我们的极限 
概念实际上有一个默认的基 础：直 线上的点与实数之间有一个一一对应.从几何上看，这似乎是 



不言而喻的，但是从逻辑上讲是有待证明的.实际上微积分基础中与这个没有明说的默认有关的 
许多基本的命题，如柯西序列必有极限，单调有界序列必有极限，其证明都有赖于此. 

因此问题就在于如果只承认有理数，则作为数轴的直线上有一些点找不到对应的数，所以， 
有理数是有“空隙”的.只有把这些空隙都填补起来，极限理论才有可靠的基础.我们不能采取这 
样的办法，即缺什么数就补什么数 :例如 ，有理数中既然没有表示单位边长正方形的对角线长的 

数，就补进一个75,然后补上例如乃， e ，； r 等等.这样做何时才知道“所有的”空隙都补上了 .（连 
什么叫“所有的空隙”都说不清楚 .） 因此我们需要一个系统的方法补上一些数，使得以后再也没 
有必要，没有可能再添补新数.怎样知道是“再也没有必要，没有可能”的呢？对此也必须作出数 
学上很明确的回答. 

在进行这项工作前，我们要弄清我们现在所处的地位以及我们想要做到的事. 

我们所处的地位 是:我 们已经有了有理数系 Q ， 它有以下的 性质： 

I . Q 是一个域，即在其中可以进行加、乘及其逆运算减、除（但不允许以0为分母）等四则 
运算，而且加法与乘法均适合交换律与结合律，二者在一起则适合分配律. 

II . Q 是一 ■个有 序域，即对任意 x ， Q ， 以下的三种关系必有一'种且只有一 ■种 成立： j ：〈 y ’ 
x = y ^ x >y • 

这种次序关系有以下几个 性质： 

( II1 ) 若，且 ，则 x = y ; 

( H 2 ) 若:，则 x^z : 

( H 3 ) 若::: c 2 ,3^<3； 2 , 则 a + +3^2; 

( II 4 )若 而2 >0,则 ^ z ^ yz . 

in. Q 是一个阿基米德域，即满足以下的阿基米德公理 :任给 而 x > 0 , y > 0 , 则泣 
一个正整数77,使 y<nx 

把 I 一 IE 当作公理来看，这里面其实是有问题的，例如对自然数确有一组人们公认 
理——佩亚诺 （ G . Peano ,1858 — 1932) 公理而它并不就是 T .所以 O 中的算术运算的许多 
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柯西序列没有极限这种空隙要补上.这个补空的过程就称为我们不仅要问，完备化是否 
可能，还要问完备化的方式是否在某种意义下是唯一的？ 很重要.因此如果有不同的方 

法作完备化，而且作出了不同的实数系，则应该有不同的极限理论，有不同的微积分学 .一 旦出现 
这种情况,后果将是灾难性的. 

2. Q 再补上一些数——称为无理数，说是“一些数”实在把完备化的内容说得太简单了，因 
为补上的新数要比原有的有理数多 得多： 原来的有理数只有可数无穷多个，而无理数是不可数无 
穷多个.这样构成了实数系 R . 但是尽管补上的新数多得多，原有的 (3 却在 R 中稠密.正是这个 
稠密性保证了新数仍然适合上面对 Q 的要求 I 和 E . 因此我们确实可以承认它们都是数.但是 
HI 却还是在 R 上成立.因此，无穷小量与无穷大量都不是现在我们所理解的数，而它们是某种变 
量. 

3. 有了实数系 R ， 而且得知它已经是完备的，我们就要用它来证明微积分的一些基本的命 
题，例如单调有界数列有极限存在.我们下面会讲到，在有了完备性以后，不但不会因柯西序列没 
有极限而发现原有的数系有需要填补的空隙，而且也不会例如有界单调数列没有极限而产生空 
隙.最终我们会看到，在一定的要求之下，也不会因为任何问题再出现空隙.就是说，我们对问题 
的解决是一劳永逸的. 

现在我们就按这个计划来建立实数系. 

第一步是 . 

我们的基^5^^^^序列就是实数，这本来是很直观的，例如，凡讲到 7 T ， 人们心目中就 
一 ■定 是指一 ■个 序列： 

{、} = {3,3.1,3.14,3.141，3.1415,3.14159，〜}. 

即 7 T 的无穷小数展开式的前有限项.它显然是一个柯西序列，因为例如其中第 m 项是；！的 
展开式到小数点后 m - 1位，第 n 项则是展开式小数点后前 /z - 1位.设 mK .71 ^ W \ \ a m — a n \ 

小数点后前 m ~1 位全都是0,因而 | » 所以当 m ， n 充分大时 i \ a m ~ a n \ <i Ei 

e >0 是任意指定的有理数.所以它是柯西序列.为什么要说 e 是有理数呢？因为现在只有有理 
数才有定义.所以现在有理数的柯西序列定义应是对任意正有理数 e >0, 必可找 
到正整数 N ( e )， 使当 /?7,77> N ( e ) 时但在以后定义了实数以后，柯西序列中的 e 
>0就可以改说是“任意正的实数£>0”，不过读者会看到即令不作这样的更改也没有影响.所以 
下面我们就不再强调这一点了 .我们想要强调的是 ,71 还可以表示为另一个柯西序列. 

{bj 二 {4,3.2,3_ 15,3.142,3.1416,3.141 60,-} 

所以，说一个柯西序列定义一个实数，并不恰当.不过& -匕—0 (读者可能会问，不是现在还没 
有定义极限吗？为什么能使用极限的记号呢？其实说极限没有定义是指序列、极限、 e , 只要可 
能不是有理数时都没有定义.现在我们的 {&}, …都是有理数，这时甚至使用极限的 

e — iV 定义都没有困难）.因此若有两个柯西序列{&}、{&},适合、-匕 —0, 就说它们是等价 
的，记作 

{ a „} 〜 } (即指 —0) . (1) 

定义 1 (1) - 




有的读者可能读过通常的实数理论，那里是以戴德金分割作为实数之定义的.何以这里要标 
新立异？何况现在我们的作法反而麻烦一些？理由在于今后我们将仿照由有理数构造实数的方 
法来构造许多函数空间，特别是1/空间.那时戴德金分割就用不上了. 

于是，这个等价类中每一个具体的柯西序列都是这个等价类的代表元.在一个等价类中取哪 
一个柯西序列为代表元都是一样的. 

有理数也是实数，那么哪一些等价类代表有理数呢？其实，若 r 是一个有理数，令& = r ，得 
(记作 { r }) 也是一个柯西序列，我们不妨称为我们不妨把 r 本身与 r 
构成的常驻序列集合一一对应，因此，若一个等价类含有一个我们就认为这个等 
价类代表有理数 r . 这里要注意，若一个等价类中含有常驻序列，则它不能含两个不同的常驻序 
列 { r } 与， r^s . 事实上若 r - 5 — *"0则必有 r = s 而与 r 7^ s 矛盾，所以 { r } 与不可能在同一 
个等价类中.于是我们把柯西序列等价类的集合分为两类： I 是含有某个常驻序列 W 的等价类 
之集合， n 类之元是不含常驻序列的等价类. 

定义2 I 类之元称为有理数， W 对应于 r , n 类之元称为无理数.两类合并即得实数系 R . 
本来现在应该就来说明 R 为什么就是完备的，但在这以前，我们先来讨论实数的运算和次 
序. 

第二步， . 

实数的运设有两个实数 a 与6,并取其代表元{^}和 { U , 则例如^ 
+ b 即定义为 { a n + 之等价类； a 6 = { a n b n }. 我们要注意， { a n 十 } 仍是有理数的柯西 
序列，所以这些运算是有定义的.加法零元0是包含常驻序列 {0,0, •••,(),•••} 的等价类；乘法单位 

元则是包含常驻序列 {1,1, …，1，"_}的等价类是的等价类，不过表面上应要求、乒0, 

a < a n i 

而不仅是 { a n }?^ {0,0,…，0,…}，但实际上，如果 aT ^ O , 则 （ a ra } 中只会含有最多有限多个 = 0. 
否则，若有无限多个 a =0，々=1，2，*"，7^—+°°，则对任一 ' e ，因为当 m ， 7 z >iV ( e ) 时 | - a „ 

k 

< e ，我们只要取 n — n k > N 则 | a J — \ a m ~ a n < e ，当 m >N ( e ) 时成立，即是说， a = { a ra } 〜 

k 

0, 这与 a 7^0 矛盾.既 然在〜 中只有有限多个为 0, 可以从“砍掉”前面有限多项，余下来仍 
然是一个柯西序列，仍然与原来的 {&} 等价，从而仍是 a 的代表元.但现在一切〜乒0,所以非零 

的 a —定有一个代表元 {&} 其一切项均不为0: 〜乒 0.这样，1= 仍为柯西序列就很清楚 

CL ^ 

了 .总之，我们构造的新的数系 ：有理 数柯西序列之等价类的集合，亦即实数系 R 仍是一个域（代 
数意义下的域）. 

关于 R 是一个有序域的证明麻烦一 些:我 们可以很直观地想到，可以用 a -6 为一正实数来 
表示 a >6,但为此对什么是正实数要认真论证一下.而且我们可以更广泛一些，分别讨论什么 
是 ( 2 = 0 ， a > 0 和 t2 < 0 , 这里的 a 表不某柯西序列 ia n } 的等价类，而 ( 2 ra 则是有理数 . a = 0就是 
适合 lima „=0 的序列，这里我们又借用了有理数范围内的极限语言，而如前面所说这是许可的. 

n 一 00 

如果不如此我们就 要说: 对任意 e >0, 必有 N ( e ) 存在而当 《> IV ( e ) 时， | a n \< e . a >() 问题复 
杂一些.我们决不能说 a >0 就是 {&} 中一切 a „>0 .因为例如但丄 >0.这里我们要利 

L 71 J 71 
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用一个重要的事实，一个有理数 s >0 时一定可以找到另一个 r 使 5> r >0. 可否把这个事实用 
于 {〜}? 我们说 ： a= {、}>0就是存在一个正有理数 { r } 以及一个正整数 N ， 使当 n>N 
时，〜 > r >0 .同样 a = {〜）<0就是存在一个负有理数 G }, 以及一个正整数 M , 使当 n > 
M 时, a „<5<0 .这样的定义行不行，就看是否每一个实数 a (设用有理数的柯西序列 {&} 来表 
示)都能无疑义地规定其符号.这是肯定的，因为 {&} 是柯西序列，故对每个 e >0 必有 iV ( e ) 存 
在，使当 /??， ( e ) 时，均有 | — a ra | < e . 所以对一 ■切 n > N ( e ) ， 

a n = a N + ( a n a N ). 
a N — I a n — a N ^_ a n ^； a N + \ a n ~ a N \ . 

这样之符号将与 a N 的大小有密切关系，这样就出现两个可能性.其一是对于某一个 e >0, 
a N I .如果 a N 为正，则 a N > e ， 由左边的不等式看 a n > a N - e = r >0. 这样的 { a N } 符合前述 
a >0 之定义.如果 a N 为负，则 a w <- e ， 由右边的不等式看£ 2 „<£% + £ = 5<0，这样的{(2 ?1 }符 
合前述 a <0的定义.第二个可能性是对一切 e ， 按上法求出的均适合 | a N | 这时当 / z > 
N ( e ) 时， 

Iaj < a N \ + \ a n — a N \ <2 e . 

所以符合前述 a =0 的定义.总之任一实数 a 在 a >0, a =0, a <0 三种情况中必居其一且仅居 
其一.实数 a 既已可定义其符号，当然也就可以定义 M . 关于 Q 为有序域的四条性质 （np — 
(11 4 )可以证明，对 R 也都适用.但是证明却可能比较冗长. 

阿基米德公理对于 R 仍然是成立的.这一点也不来证明了.它的重要性下面就会看到. 
第三步是关于实数系 R 的基本性质的证明.现在我们已经有了实数系了.此时不妨回顾一 
下，什么是实数？实数就是一个可以对之进行四则运算，并可比较大小，且适合阿基米德公理的 
对象.其实，我们对数的领悟已经有了一个飞跃.比方有理数，朴素的理解就是一个屈指可数的 
数.它的大小，一则可以用扳手指头的方法来比较(用抽象的数学语言来说，就是与“手指头的集 
合”一一对应）.也可以通过几何方法用“量”来比 较：圆 内接多边形因为只是圆的一部分，部分小 
于整体，所以这些内接多边形面积小于圆面积（《几何原理》上就是这样讲的）.但是到了实数就 
一般地没有这种朴素的理解了.其四则运算化成了有理数柯西序列的运算.其大小则归结为与 
0的比较，即正、负号.读者们会问，实数诚然可以比较大小，但“它自己”有没有“大小”？上面说 
的思想上的飞跃在此 ：能比 较大小就是有大小.所以圆面积不必看成内接正多边形 面积及 （其 
实匕一般已不是有理数)序列的极限，而是“序列”本身.这一些读者们应该都懂得了.但是我 
们的直觉还能不能保存？说算术化就是完全抛弃几何直观，至少在心理上是做不到的.例如说， 
lim P n = nr 2 至少在心理上意味着内接正多边形边数越多，越接近圆的面积，这一点是无法排 
除的.因此，说实数 a 由有理数的柯西序列 {&} 决定，在我们的直观上仍旧是 lim 、= a . 算术化 

yi ~^00 

以后能否保持这个直觉的理解呢？首先要在实数系 R 中把 lima „ = a 讲清楚.这就是任给一个 

Yi — ►OO 

实数 e >0( 不再是有理数 e >0 了），必可找到正整数 N , 使当 n > N 时，与 a 之距离小于 e . 
可是&是有理数， a 是实数，怎样讨论它们的距离呢？这就需对有理数有另一个理 解:有 理数就 
是常驻序列 { a ra ， a „ ，… ， a n 于是我们有一个一般的柯西序列 a = { q ，，… ， a n ， …），一个 
常驻序列 { a n ， a ra ，…， a 



列 { e ， e ，…， e ，…})比较大小.这样就会有 

基本定理 I %任一个有理数柯西序列 } 必收敛于它所定义的实数. 

证 a n — a = { a n - a ' ， a n — a ^， …， a n — a m ，… 、 . 这里 n 是固定的，而 m 则取 一 ■切 正整数 
值.由于 { ai ， a 2 ，…，，… } 是柯西序列，对任意 e 必可找到 AKe )， 使当 m ， n > N ( e ) 时， 
a „ - a 」 < e . 现在在 a „ — a 的序列表不中，/ z > N ( e ) 已是固定的，而当 m > N ( e ) 时，又有 


^ A 

2 \ d a 2 ^ 


所以 


)>e_ l = 皆， 


) >£ - 


£ _ £ 
T — T 


作为定义实数的柯西序列来看，就是 


{£，•••，£，•••}— ( a n - a ) >0» 
{£，•••，£，•••}+ ( a „ - a ) >0. 


亦即 


或者说，当77 >N (£) 时 


e ^> a „ — a » 


- £ < 


a „ — a 


定理证毕. 

推论1 有理数系 (3 在实数系中处处稠密. 

证所谓处处稠密就 是指: 任给一个实数 a , 必可找到一个有理数列 { aj , 使1^、= a .但 

上面证明的就是这件事. K 

这里附带提醒一下，当我们说“找到一个有理数序列 U ” 时，这里的、可以按朴素的有理 
分数 qjp 的意义来理解，而说 lima „ = a 时，、一'定是指常驻序列，…，，… } 的等价类. 

yi ― ► oo 

这个推论的重要性 在于: 它告诉我们, Q 中“空隙”太多了，比所有有理数还多，因为有理数只 
是可数无穷 多个; 尽管如此,仍然处处有有理数.现在的问题是用以上方式是否又会产生新的空 
隙？因此是否仍有必要再令实数组成的某些柯西序列为另一类新数，把 R 再扩充一些呢？下面 
的基本定理表明不再会有这样的 情况： 

基本定理 I 任一个实数组成的柯西序列{~}必定义一个实数 a ， 使得 lim a n = a . 
iE _论1，对 U 中的每一个实数〜都可以找到一个有理数 a :， 使 ki :| 〈去 ，这 


样一来 ， a 


n 一 a m 《 a n— a n + a n 一 a m 


<—+ — + 
n m 


，对任一 e >0,由 


{ aj 为柯西序列可知，一定有 N ( e ) 在，当 ； im >N ( e ) 时 | - aj < f ，我们还可以取 AKe ) > 

■，于是当 ？ z ，//7> N ( e ) 时还有丄，丄<|，因此当 n ， m > N ( e ) 时 

£ 71 771 D 
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a , 


a. 


<丄+丄+ 1 

n m 


a. 


a. 


〈 £ • 


因此，是一个有理数的柯西序列，由基本定理 I %及推论1即有 

lim (a n — a) — lim ia n — a^) + lim (a' n — a) = 0. 

Yl — ► OO ~ Yl — ► OO 

基本定理 I 告诉我们，如果把没有极限的柯西序列称为“空隙”，则经过以上的完备化手续以 
后，实数系 R 中再也没有“空隙”了，因此是的.而且有理数系 QCR 在 R 中稠密.有没有在 
其它意义下产生的空隙呢？以下我们会证日—定意义下再也不会有空隙了，因此 R 确实是 
完备的. 

2. 完备性和实数系的一些基本定理 微积分中有一些基本定理，其实都是想证明有一个具 
某种性质的实数存在.如果证明不了，我们就会想，能不能再用上面的方法来定义新数来扩充 R 
呢？如果这样，就可以说 R 中仍有空隙.这些定理的证法，最后都是归结为寻求一个柯西序列， 
并利用基本定理 I 得知有一个实数 a 存在，然后再证明 a 就是所寻求的有某种性质的实数.这 
样的定理我们可以举出三个来，并分别利用基本定理 I 加以证明. 

定理 2( 区间套定理） 设有实数闭区间套，即闭区间之序列 {[〜，&]}, 而且适合 [〜，&](= 
[\_ 1 ,~_ 1 ].若这些区间之长（匕-^)—0，则必存在唯一实数 c , 含于所有区间 [ a „ ，乂] 之中. 

证任给一个 e >0, 必有正整数 iV ( e ) 存在，使当 n >iV ( e ) 时， - a „ < e ,现在固定这样一 
个 m > N ( e ) ，则 a m + 丨， a m + 2 …均含于[%， ] 中，因此 | a m + A — a J < | 6 m — a J < e ，这样 {、} 
形成一'个实数的柯西序列，因而由基本定理 I， lim a n = c 存在.很容易证明 cG 
\_ a m ， ]. 而由 m 可以任意选取，只要 m >N ( e ) 即可，选 m + k 代替 m 易见 cG [ a m + ^» b 7 
々二 1，2,…，又由于 \_ a x » 6!]] …] » b m -i La m ， ] 所以 c 也在 [〜 ， ~ ] ，…， [( 
i ] 中，总之 c 含于一 ■切 [ a „ ， ] 中.这样的 c 必是唯一的，因为设有另一 ■个 〆 G ] 

1，2,…，则因 c ' T ^ c ， | 〆 -c | 为一 ■确定 的正数，而且 | 〆 - c |<| - a H | 对一*切 n 均成： 

b n - a ra — 0,这与 c ' t^c 矛盾. 

定理 3( 单调有界序列收敛定理） 设{&._}是单调上升的有界序列 
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\ + - 

令是―+°°，即有 a ，— + 00 而与 { a ra } 是有界序列矛盾.由基本定理 I 有 

lim a n — c . 

n 一 00 

定理证毕. 

当然，对于有界的单调下降序列，本定理也成立. 

定理 4 

证 我们必有下确界 inf A = m . 为方便计，用十进小数来表示 A 的下界，于 
是先设777。是整数，777。是 A 的下界，但/?7 0 + 1不是下界.取777 i 为0到9间的某个数字，使 
777(, + m l /10是 A 的下界，但是?77 (> + (/?7 ! + 1) /10不是下界.确定了 i 以后再看小数点后的下 

一‘位.再取一 ■个 整数使 m 0 + + 是 A 的下界，但 m () + + ^^2 ^ 不是下 

界.仿此，可以得到一'个无尽十进小数 m () . m l m 2 '" m k *** (若从 某个々 起/?^ + 1 = + 2 =…= 0, 
我们实际上得到的是一个有尽小数.但是我们仍然视这为无尽小数）.它的任何“一段” … 

m k 都是下界，而 m {) . my '" ( m k + 1) 不是下界(不过如果 m k = 9 ， m k + 1 = 10,就表不小数中要进 
一位）.但是无尽十进小数必是一个柯西序列.因此由基本定理 I ，它表示一个实数 c ， 今证 c 是 
A 的下确界. 

任取 A 中一 ■兀 aGA ， 由于 . /?7 i …是下界，所以 

/?? 0 . m x *■* m k ^a . 

令々—+ oo 即有 

c ^ a . 

所以 c 是 A 的下界.为了证明它是下确界，我们再取任意数 d > c ，今证 d 必不是下界.因为 d 的 
十进小数 n ( , . 7^…~…中至少有一位大于 C 的十进小数的相应数字，设？^中第一个大于77^的 
是？ 即仏>/?^ + 1，所以 

d ^ n {) . n x n k ^ m {) . m x *** Cm k + 1). 

但是右边必非 A 之下界，所以 d 也不是 A 的下界，于是 c = itif A . 

同样可以证明上有界集必有上确界存在. 

还有一些重要的定理，因为它们是关于实数空间 R 的另一重要问题——紧性问题的，我们 
将在下面再讲.我们现在还是把涉及完备性的话说完. 

定理2〜4与基本定理 I 是等价 的：即 是说，不但可以由基本定理 I 证明定理2 〜 4,其实由 
定理2 〜 4的任何一个也可以证明基本定理 I 和另两个定理.其原因是，这些结果都是以不同方 
式回答了一个问 题：有 理数系 Q 的空隙应该怎样去刻画并填补起来.例如区间套定理讲的 就是: 
一个有理数区间套若其各区间长度趋向0,可能会出现在有理数系 Q 中找不到一个公共元，这样 
就出现了空隙，而定理3告诉我 们：没 有关系，有了这样的区间套，就有一个柯西序列例如{&}， 
它定义一个新数（实数 ） a ， 把这个 a 填到空隙里去，这个区间套就有了唯一的公共点 a ， 而区间 
套定理就得到了证明.很自然，我们也可以走另一条路，如果某个有理数区间套出了空隙——即 
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不能以某有理数为公共点，就说它定义了一个新数，称为实数.把这个实数“塞”进区间套的每个 
区间内，于是此区间套就有了一个公共点（即此实数）.这样定义了的实数系仍可进行四则运算， 
仍有大小（还可加上阿基米德公理），于是此区间套可以说是趋向这个实数的，而原来的有理数系 
按原有的大小说也好，按扩充成的实数系的大小来说也好都在此实数系中稠密(相应于基本定理 
I # 和推论1)，如果再用扩充成的实数系作区间套，就不会再出现空隙，而知它必含有唯一公共 
点（相应于基本定理 I ,即定理 2). 把它称为基本定理 H 1, 则由它不但可以证明定理3,4,还可以 
证明关于极限存在的柯西准 则：任 一实数柯西序列必收敛于唯一实数.总之这几个定理都可以作 
为基本定理,但它的证明必须分成 两步： 先是基本定理这是由有理数系 （3 填补空隙而得实 
数系 R ; 然后再是基本定理 X ，这是说实数系 R 中再没有空隙了，这就是说，上面的基本定理和 
三个定理实际上给出了构造实数系 R 的等价的方法. 

于是还有一个问 题:会 不会在某种新环境下 R 出现新的空隙，需要用新的方法填补，而得到 

一个与上面作出的 R 不同的实数系^呢？例如在通常较详细的微积分教本上都是用的戴德金 
分割来定义实数系 R 而与以上诸定理均不同.我们甚至应想到，还会不会有其它方法作出 （ J 的 
不同扩充来呢？下面的定理告诉 我们： 不会. 

基本定理 I 有理数系 q 扩充为完备的实数系并使 q 在其中稠密的方法在等距同构意义 
下是唯一 ■的. 

证先把定理的含意解释清楚.设我们已把有理数系 Q 扩充为实数系而且使^中的运 

算关系与次序（即大小）关系与 Q 中原有的运算关系次序关系相 协调； 例如设 aGQcS ， 则 a 在 

Q 中的大小（即原来的大小）与它在 G 中的大小一致. Q 在 G 中稠密，即 G 中任一元 r 必可用 Q 

中的元之序列 {&} 去逼近：|~ - r |—0. 这里的距离既可说是 Q 中的距离，也可说是 G 中的距 

离.这个定理说，如果有两种适合这样的要求的扩充^与^ 2 ,则二者必等距同构，即是说^中 

的“实数”与^中的“实数”，无论就其大小而言或者就其运算关系而言都是一样的.但是实数除 

了是运算对象与大小关系而外还有什么含义呢？所以我们说^和^是一样的.因此, Q 的扩充 
是唯一的.明白了定理的含意后，证明是很容易的.我们记上面讲的用柯西序列定义作扩充的 

实数系为 R . 今证任何适合定理要求的扩充5必与 R 等距同构. 

设有 Pei 则由 Q 在 G 中稠密，必可找到 Q 中一个序列^，这个 （ a „ 




重要性的数学家大概是博雷尔 （ E . Borel )， 他是从这样一个事实开始的. 

定理5 ( 海涅-博雷尔 (Heine - Borel ) 定理） 设 [ a ，6 ] 是 R 中的一 ■个闭 区间， { L 7 A } 是它 
个开覆盖，则从 （ LU 中一定可以取出有限多个 R ，… ，认 ，构成 [ a , 6] 的一个子 覆盖： 

k 

[a^]c=U U } . 

证在证明此定理之前，我们还是先来解释 i + 它的意义.“覆盖”的含意很简单，这基 
说 [ a ，6] c [ JUA . 需要注意的是，（仏}不一定是可数多个认（若认为可数多个叫可数覆: 

时我们 需取； 1 = 1，2,…），所以 A 就只是一个参量，它的集合 A 可以是有限集，也可以是 p 
或不可数集.但一定不是空集，因为那样一来，就没有 L/ a 了，也就不会覆盖什么.开覆盏 
{ U _ A } 之每个元都是开集.但我们知道，在 R 中每个开集都是最多可数多个开区间之并，所 B 
组成各个 G 的开区间分开来重新编号，并仍记作 { R } ，则每个 R 又都可以设为开区间 
因为这个定理太重要了，所涉及的概念不只会被应用在 R 上，那时也没有开区间的概念.戶/ 
们现在还是说 U A 就是一个开集. 

但是我们的证明中还是要利用到每个 L / a 均可分为若干个开区间.其证明其实很容易 
若 [ a , 6] 只需有限多个 l / A 即可覆盖，则没有什么好证的了 .若不然，将它平分为两4 

间： [ a ,6]= [ a,^^]u 俩个小闭区间有一个公共点并无关系），则至4 

个需无限多个 LT a 才能覆盖.设这一个是[~，仏]，再把[^,&]平分为二，又至少有一个 i 

多个才能覆盖.仿此，我们会得到一个区间套其长为 +(6 - a )— 0 ,由区间套: 

必定有一 ■点 c 在所有[%，乂]中.因为 （ L 「 A } 覆盖了 [£^，6]，所以。必在某个 L /；^ 之内，从而 A 

一开区间(不妨就设 L4 是一个开区间）内，由开区间的性质,必有以 c 为中点的小开区间 ， G 

0 

c + r ) C 。，其长为 2 r . 但 c 又在一 ■切 [^，仏 ] 中，若某个[^，乂]之长小于 r ， 必有 [ a A ，< 

由 口亜 右 4V+ f 1 今 I 白姚爪丰 B^\)\ [- 法巫 4V 口亜扭 : 奸决 _ 揣女不 _ 
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Uu , 是明显的事，但是 { R } 中决没有 R 的有限子覆盖.因为若要覆盖 R , 就需覆盖其上的无穷 

多个坐标为整数的点.但每一个区间只可能含一个“整点因此要覆盖 R 就必须用完全部 
的 G ， 而不可能有有限子覆盖 . R 整个说来不紧，但每一点都有一个邻域（不妨设为一区间 
( a ， 6))，其闭包 [ a ，6] 为紧.这种情况称为局部紧.所以 R 不紧而仅只为局部紧.紧与局部紧是 
有重大区别的，这种区别在许多数学问题上有重大影响. 

R 中与紧性有关还有几个概念 ，一 是魏尔斯特拉斯-波尔查诺性质 .一 个空间 K 有此性质是 
指此空间中任一序列必有一个位于 K 内的极限点，即这样的点:其任一邻域1 = 
( x () - e ， a + e ) 与 K 之交 I Pi K 中均有此序列中的点.另一 ■是列 紧性:我们说2间 K 是列紧的 
即指 K 中之任一序列必有一个收敛子序列，其极限 ： r D 6 K , 这里我们有. 

定理6设 KCR , 其中之开、闭集即指 R 中的一个开、闭集与 K 之交,这时以下三个命题等 

俊. 

( i ) K 

( u ) 魏尔斯特拉斯-波尔查诺性质. 

aii ) 

这个定不太难，而主要涉及一些技术性的细节，所以我们略去它.但重要的是要 
指出紧与列紧、与魏尔斯特拉斯-波尔查诺性质是不相同的概念.只不过对 R 的子集 K 三者一 
致，而在更广泛的情况下就不一定一致了.若 K = [ a , 6], 则 ( n ) 与 （ m ) 都是微积分教程中常见的 
(但是重要的）结果.正因为如此，有些读者会不注意把它们区别开来. 

微积分教本中通常都要讲到闭区间 [ a ,6] 上的连续函数的一些基本性质.我们已经知道 [ a , 6] 
是 R 的一个紧集，而通常微积分教本中通常回避使用这个词，我们则坚持使用紧集这个词，除非 
是必须用到 [& 6] 作为一个区间才有的性质时，说明我们讨论的是区间.例如下面的 Gii ). 其目 
的是向读者“灌输”紧性之重要.我们将要证明下面的定理. 

定理 7设 KCR 是一个紧集, /( x ) 是 K 上的连续函数，则有 

( i ) /( x ) 在 K 上有界，而且必能达到其上、下确界使之成为最大、最小值. 

( ii ) /( x ) 必在 K 上一'致连续. 

( iii ) 若 K = [ a ,6], 则 / Cx ) 可以取到其最大、最小值之间的一切值. 

证 在证明之前，先对定理作一些解释.我们上面特别提醒，紧集 K 不一定是一个区间，但 
讲函数/ Cx ) 在一'点 : c a 连续时，: c (> 总是取为某一'开区间的内点.现在所谓/ Cx ) 在 J；。G K 连续， 
是指在 lim fix ) =/ Cr (> ) 中 X 必须在 K 内趋向 : c . 这在通常的微积分教本中本已见过，例如说 

X 一 Xq 

/( x ) 在 [ a , 6] 的左端 x 0 = a 处连续，就要求 x 从 a 点右方（即 [ a , 6] 内部）趋向 a 点，并称为右 
连续，其实就是 /&) 相对 [ a ,6] 的连续性的意思.甚至 K 还可以是孤立点（有限多个点所成的 
集合一 ■定是 紧的） > r ( , ，这时 lim / Cr ) = / Cr (> ) 中 x ^ x {) 只能解释为 >r = ，所以/ Cr ) 只要在: 

处有定义就是 / Or ) 在&连续.（同理， lim / Gr ) = A 就可能没有意义了，因为这里既要求 ： r G 

X 一 Xq 

K , 又要求二者可能矛盾 .） 与此类似.当我们说到 K 的开覆盖 { L / a } W ，所谓 t / A 是开集, 
是指 L 7 a 是 R 中一个开集(它是若干个开区间之并 ）^ a 与 K 之交： L 7 a =^ A ( IK . 甚至为简单起 
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见我们就说 U x M ( cnl 3). 这种问题在本书中已提到过好几次.在第三节讲到拓扑空间的子空间 
时我们再系统地说明.下面开始证明. 

( i ) 因为 / Gc ) 是连续的，故对任一点对某个固定的 h 必有^>0存在使在\ = 

+ 3) 内（准确些说是在 L 7 = Cx 。— S * x () + S ) f ] K 内），有 

x 0 


f ( x () ) - £ () </( x ) </( x 0 ) + £() - (4) 

于是 { t ； } (参数 A 现在就是就是 K ) 成为 K 的一个开覆盖.而因 K 为紧，可以找到一个 

x 0 

有限子覆盖 { L ^} 纟=1 ，2,…， 々.在 G 中， 

m t = f ix t ) — e 0 <C / ( x ) <C / ix t )+£ 0 = M t i = 1，2 ,…， k • (5) 


令 M = max M t , m = min m t » 则知在 K 上 

m^f (x) 

因此 / (x ) 有界. 


既有界必有上下确界，令 p 为其上确界，我们用反证法证明一定有一点 GK 使 / Cr ” = 
p . . 如果这样的 * 不存在，则在 i*C 上必有 "- Cx ) >0 .令 p Cx ) = — — > ( ~~ j ， 则 p Or ) 在尺上 


连续，而如上所证 ， p Cr ) 在 K 上必有上界 A ， " 因此在 K 上成 

立，因此 p 不是上确界.命题得证. 

我们要看一下紧性在这个证明中起的作用.关键在于 (4) 式本来对一切 L / Cx a ) 成立，所以在 
任一 ' 中有 m Qr)^：M ( x [} ). 但只要有无穷多个点，就有可能有无穷多个不同的 

MCx (> )， 由其中不一定能找出一个最大的（有时为方便起见我们也说其最大是 + CO )， 紧性则把 
无穷多个 (4) 归结为有限多个 (5), 而由有限多个 M , 中自然有最大的 M (而自然是指有限的实 
数)存在.所以紧性的作用在于能把无穷多个对象归结为有限多个对象.人们常说，紧集是“最接 
近于有限集”的无穷集合就是这个意思. 

上面说有时为方便起见常说无上界的函数就是以+ %为上界的函数，而且这时上确界就是 
+ 00. 按阿基米德公理，不可能有一个实数是无穷大，所以这只是一个方便的说法，但我们时常 
要用这种说法，本节之末我们再稍作解释. 

( ii ) 对任意£>0，对尺中每一'点 x * 必有在* ( e ， jt * ) 存在，使当 : cG ( x * — S * -> x * + 8* ^ f ] K 
时， 


I / (X ) - / (X * ) I < 音 . 

在此区间中任取两点则有 

I / (xi) — / ( 王 2 ) | < | / Cr) — / Cx *) | + | / G) — / Cr *) | < e. (6) 

把区间 Cx * U + f) 缩小一半，并记 

u T ； = (x # +^-) riK, / eK ， 

则 {U/ } 仍是 K 的开覆盖，所以可以从其中选出有限 多个： 




366 


第六章再论微积分的基础 


仍是 K 的开覆盖.取 




， 々 ， 


S = min + >0 . 

并且证明， K 中任意两点: c ， x ， 只要 |：c - x I <3,则这两点一 ■定 位于同一'个+ (^ ) 中. 
事实上，既然 { LU 是 K 的覆盖，则1必在某一个 G 中，不妨设在 R 中.因此 

\x ~ x t \ K 8 X » 

X 和： C 同在 （: Ci — 十^^中，而由 （6) 式 

| / (x ) — f(x) ^ | / (x ) — f(x r ) I + / (x T ) — f(x) |<e. 

所以 / ( x ) 在 K 上一致连续. 

( iii ) 的证明全不相同.它实际上与紧性无关，但我们还是先利用紧性来证明它.首先我们已 
知/'(: c ) 必在两点达到最大值 iVf 与最小值 m : f (. a 、 = M ， f (择 .）= m • 我们不妨设 a < /?，并且用 
La » /?] 代替 [ a ，6 ]. 我们要证对任一 * /在 [ a ，6] 中有一*点 c 使 /"( c ) = 为此，用 

cpix ) = fix ) — p . 代替/ G :) ，则有 cpia ) >0 > cp C /3) < 0 ，因此我们把待证明的命题改为：若 fix ) 
在 U ,6] 的两个端点异号，则一定存在一点 [ ad ], 使 /( c ) =0.我们仍用反证法，设这样的 
c 不存在.任取一点 ： G [ a ，6]， 必有/(/)乒0.因为 / Or ) 是连续的，故当3充分小时， /( x ) 
在 L 7 * = (/ — d ， x * +谷）中与 /" (: c <) 符号相同. { L 7 * } » x * G [ a ， 构成 [ a ，6] 的一 ■个 开覆 
盖,于是它有一个有限的子覆盖 u r u 2 ,-, u k . 我们不妨将它从左到右排列，而且假设它们都 
是开区间，这样 aeu x , beu k 而且相邻的两个 u 必定 相交： u t = i t 是一个开区间.在 
每个 U 上, / Cx ) 都是不变号的，于是在 R 中 f ( x ) 与 /( a ) 同号，在 J 2 中取一点 x 2 ，则 
从而 /( x 2 ) 与 /( a ) 同号.但是在 L / 2 中 /( x ) 也是不变号的，而且 x 2 e U 2 ，所以在 L / 2 中 /( x ) 
也与 /( a ) 同号.仿此，在所有的 L /\ ，…， R 中 /( x ) 均与 /( a ) 同号.从而/ (6) 与 /( a ) 同号，而 
这与假设矛盾，故命题得证. 

这个命题与前两个有何不同？我们仔细分析一下. 

首先，它利用了紧性，这样我们只要推理有限步即可得到结论.这与前面说的紧集是最接近 
有限集的无限集合是一致的.其次证明中利用 / Cx ) 连续而且 / G ： # ) 乒0,因此，只要3充分小， 
/(X) 在中不变号.造成矛盾的不只是 /(X) 不变号，更重要的是， U ' ，…， U k 两两相连，有 
公共点这样才会造成矛盾.若不是讨论 [ a , 6], 而是一般的这种两两相连就 
可能不出现，例如设尺= [0,1] U [2, 3], 它是一个紧集，于是由 } 中可以找到有限子覆盖 
K ，…， G ， 很可能 t/j U L / 2 U U 3 覆盖了 [0,1], U 4 U … U G 覆盖了 [2,3]，而1/ 3 与可能 
不相交.所以我们利用了 [ a ，6] 的另一个重要特性——连通性——连通性与完备性、紧性一样是 
非常重要的性质.许多重要的数学结果(例如这个命题）来自连通性.因篇幅的原因，我们这里不 
再多说，§3将专门讨论有关连通性问题. 

总之关于实数系 R ， 我们现在知道了它是一个有序的域，它满足阿基米德公理，而且它具有 
完备性、局部紧性与连通性. 
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最后我们讲一下关于的问题.阿基米德公理已经告诉我们，它们不是实数，但是为方便 
起见，有时我们还是把它们“当数看待”，并作如下 规定： 

(土 oo)+ (土 oo)= 土 oo; 
a + (土⑺ ） =± oo ； 
a •( 土 00 ) = ± 00 ^ a >0; 

(± oo) = 不 oo 若 a <0; 

(土 oo )* (土 oo ) = + oo , ( + oo ) • ( + oo ) = — oo ; 

(± co ) - (± CO ) 无定义，0•(土 CO ) 有的书上说是无定义，有的书上则规定0 •(土 CO ) =0. 

引进± CO , 并且得到所谓“扩充的实数系”，纯粹只是为了讲话方便，例如上无界集就说是以 
+ % 为上界，它的上确界也是 +CO. 这种语言在涉及集合、测度、积分时用得多一些.本书偶尔也 
会用一点. 

§ 2度量空间和赋范线性空间 

1 . 度量空间的基本性质 上一节中我们详尽地讨论了实数理论，其目的不只在于给微积分 
理论中的一些基本定理以严格的证明.更重要的是，建立实数理论的途径为数学中许多其它问题 
提供了一个框架.如果我们认为的线性结构已经很清楚（这是线性代数的任务），在 R n 上的 
极限理论也很清楚，则我们看到，微积分理论的这一个框架实际上包含了两种成分 ：一是 它有线 
性空间结构，二是它有拓扑结构——在下一节明确定义什么是拓扑结构以前，我们就把它理解为 
有关极限的理论好了.而且这个拓扑结构是以两点之间的距离为基础的.但是，数学对象中具有 
这两种成分的可以说比比皆是.所以，对 R ” 作了详细讨论以后就可以仿照它来讨论一大类具有 
这两种结构的对象.这样一方面使我们进入了许许多多新的数学领域，另一方面又可以加深对微 
积分的理解. 

首先，我们讨论以距离为基础的拓扑结构.我们总是要讨论某一个集合 X ,什么是距离呢？ 

就是 

定义 1 若对 X 中任两个元 : r ， 3 ；均存在一个非负实数 p ( x * y ) 具有以下性质， X 就称为一 
个度量空间，而就称为 ： 两点的距离： 

( i ) p Cr ， 3 ;) X)， p ( x ， ； y ) = 0 当且仅当 x = 3 ; 时； 

( ii ) p ( x * y ) = p ( y ^ x ) 

( iii ) (三角形不等式 ） p ( x » z^^：p ( x ， jy ) + p . 

X 的子集中自然也赋有了以上的距离，且有同样的性质.所以 & 也是一个度量空 
间，称为 X 的子空间.以下我们都采取这样的用 语：当 我们说到一个空间时，时常不只指一个集 
合，而且是具有某种结构的集合.所谓子空间也不只是一个子集合，而是具有同一种结构（由原集 
合带来的结构）的子集合.例如连续函数集合是可积函数集合的子集合，但当它们带有不同定义 
的距离时，就不能说前者是后者的子空间. 

R n 中的距离是由一点到原点的距离决定的.这就是初等几何中的平行四边形法则——对角 
线向量等于终点向量减去起点向量所决定的向量之长度.在这里 IT 的线性结构起了作用 ：只有 




368 


第六章再论微积分的基础 


在有了线性结构时才能谈到向量、向量之差、原点等等.对于一般具有线性结构的空间 X 也是 
一样. 

定义2设 X 是一线性空间，而对其每一点 x 都有一个非负实数 || x || 适合以下条件，则 
|| X II 称为 X 的范数，而 X 称为赋范线性空间. 

( i ) II X II >0， II X II =0 X = 0 过； 

( ii ) II Ax || = I A I || x || , A 为 X 之系数域中 之元； 

( iii ) (三角形不等 式）：|| x + yll < II 工 || + || ；y || . 

定理 1 赋范线性空间 X 在定义 ^0(1,3；)= || i-j || 后成一度量空间. 

证明很容易，所以略去. 

我们在前几章已多次见到过度量空间和赋范线性空间之例.最简单的当然是 R ' 但即令如 
此简单的 S 间，也还有一*点话可讲 . R ra 中两点 ， x = (:^，…，: c ra ) 和3 1 = ( Ji ， * * * ■> jy re ) 的距离 || x — jy || 
有多种方式定义.当然最常见的是欧几里得 距离： 

||工- j || £ =[2 (工 4 - 义) 2 ] • ⑴ 

1 = 1 

此外还有例如 


II 工 - :v II 1 = H I a - :vJ ， 

1 二 1 

II 工—汐 II 2 = sup | x t ~ y t \ 

等等.但是不论怎么定义向量之范数，这些定义都是等价的.等价的意义解释如下 ：如果 以某种 
方式定义了范数 > Cr )， 我们又规定 || • || E 表示 （1) 所定义的范数，则 

p ( x ) = || x || F p iy ) » y = x / \\ x || F . (2) 

故当 || _r || E — 0时/? ( x )— 0,由三角形不等式易见 

\ p ix ) — p ( x 0 ) | </> (x — x 0 ) ， 

因此当 II x - x 0 II E — 0时,/ >( x )—/>(&), 所以不论如何定义 x 之范数，这个范数一定是： r 在 
欧几里得度量意义下的连续函数.现在来看 (2), 显然 || j || E = l ， 所以 j 位于 IT 在欧几里得意 
义下的单位球面 S K _1 上(这里上标 n — 1 表示球面的维数，而不是 x 的维数： 

S ra_1 :xf + … + x 2 „ 二 1. 

这个记号在整个数学中是通用的 .） 而/ >(>) 是 1 上的连续函数 . S hM 是一个紧集，读者在上一 
节中已经熟知了 R 的有界闭区间是紧的，单位圆周在极坐标中就是闭区间 [0,2 ir ], 自然也是紧 
的 . 72 - 1维单位球面在广义球坐标中是 [ 0 , 271 ] X…X [ 0 , 271 ] X [0, 71 ] ， 也容易看到是紧的，而连 
续函数在紧集上一 ■定 会达到最大值 M 和最小值777 : 

m^；p (y) 《 M ， S n ] . 

m 一 ■定 不会是 0, 因为 /? Qy ) 必在某一 ■点 达到它：/> ( Jd ) = 0,而由范数定义又有: Vd = 0 . 但是 vS ra_ 1 
上是不会有0 的.代入 (2 ) 即知，不论/> (: c ) 是什么样的范数，必有 

777 || X || e^-P || X || E * /?7>0. (3) 

当然由此也就有 


Xp (x )^： || x || : Ap (x) »0<C A <C A . 




§2 度量空间和赋范线性空间 


369 


两个范数如果适合这样的不等式就说是等价的.所以， IT 上一切范数都是等价的.但是，我们下 
面只讨论欧几里得范数 II x || E ，因为只有利用它，才能最方便地把种种几何性质赋给 R ' 所以 
以后凡说到 R ra 中的范数，若无特别申明，总是指的这个范数，而 || • || E 的下标£；以及诸如“欧 
几里得意义下的”等限制语，如无特殊需要都一律不用. 

既然讲了 R n ， 读者会问到 C ' 应该指出， C 可以分成实、虚部，而由两个 R 合成.这当然只 
是一个形式的处理方法，而没有涉及更深层的问题.但因本书范围不许可我们进入这个领域，所 
以本书一直是采取这个形式的处理法，以下也是一样. 

次于 R % 我们还见到了许多函数空间.首先是某有界闭区间 [ a ,6] 上的连续函数空间.现 
在应该考虑紧空间 K 上的连续函数之空间 C 00,而不限于 K 为 [ a ，6] CR . 证明是完全一样 
的 ， C ( K ) 是线性空间是自明的，它也是赋范的，因为对任一 /G C CK ) ,可以证明 

II / II = sup | /(^:) | 

就是一个范数.首先，它是有意义的，因为定义在一个紧集上的连续函数一定有界而且一定可以 
达到最大最小值(所以 （3) 式也可以写为||/|| = max |/ Gc ) |)，定理8之(0当 K = [ a ，6] 时给出 

K 

了证明.但实际上这个证明对任意紧集 K 适用，因为它只用了 [ a , 6] 可以用有限多个小区间覆 
盖这一事实.对于一般的 K ， 只要把小区间改成适当的邻域，再用紧性定义即可.下面好几个性 
质我们也会不加证明地用于理由同此.不过下面我们还是会详细证明的.范数的三个性质 
中 （ i ) ， （ ii ) 是自明的， （ iii ) 则很容易，因为 

\ fix) + g ix) I ^ I / (x) I + \ g (x) I » V x G K » 

先在右方取最大值，对于一切 xGX 


I /(X) + g (x) I ^sup (|/(X) I + \ g (x) I ) 

<sup|/(x) I +sup gix)\= II / II + II g II - 

左方再取一次最大值，即有 

II /+g II <11/II + llgll • 

但是，我们不能先在左方取最大值，也不能左、右方同时取最大值，因为这样做,<关系无法保持. 
其次要看可积函数空间(/)，1 </>< + ^，这时我们可以定义/61/之范数为 


L p 


/ (x) | p dx 


!p 


(4) 


这里 I 既可以是有限区间 [ a ， 6]，也可以是无限区间以至于整个 R ， 这都与/是否为紧无关.所 


以下面记为 I /. 

范数的三个要求 （ i ) 至 ( ni ) 中， （ ni ) 就成了闵可夫斯基不等式 

II /+ g II II / II // + II S' II L p - 

值得注意的是①：若 || /II /=0,我们只能得到 / Cr ) 几乎处处为 0. 在第四章中我们强调指出 

过，在勒贝格积分理论中，几乎处处为0的函数就可以忽略不计.现在我们再强调一次说，一个勒 
贝格可积函数其实是指一个等价 类：若 /，g 61/，而且 / Cr ) - g ( x ) =0几乎处处成立，就说 
/~ g ■是互相等价的.每一个等价类就算一个可积函数.特别是 / Cx ) =0( 处处为 0) 所在的等价 
类，即一切几乎处处为0的勒贝格可积函数之类，亦即零类，即是1/中的零元. 

要注意 L ™， 其中的范数是 




370 


第六章再论微积分的基础 


II / || L °° = ess sup I f ( x ) I . 

这与 COO 中的范数是“一样”的，所以对于紧集 K , C °° ( K )(= L co ( K ). c 00 CK ) 有许多重要性 
质在 L °° 中也都成立，但是终究它们是不相同的空间. 

L p 空间中 L 2 最为重要.它属于这样一种赋范空间，即其范数是由内积产生的，即是说，对 
于这个空间的任意两个元 /， g ■，一定有一个实（复）数((/， g 0) 与之对应，〈/，§■> (或 
(/， ) 分别有以下的性质： 

定义3设 H 为一实的（或是复的）线性空间，若对任意/, 可以定义一个实数（或复 
数） （/， g 〉 （或 (/， g ")) 而具有以下性质： 

( i ) (/i + fi ， g 、= ， g 〉+〈/2 ， g 〉 ，惑 (/l + ,2 ， g ) = (/ l ， g ) + (,2 ， g "); 

{ f，gl + gl > = 〈/，呈1> + 〈/，茗2> 惑 (/，gl + gl ^ = (/， gi ) + (/， g 2); 

( ii ) ( Xf ^ g ) = A (/ » g") ， A G R , 或 Cl /， g 0 = A (/， g 0 ， A G C ; 

(/, Ag -> = a ( f , g ) . agr ^ c /, Ag ) = J ( f , g ), xec ； 

( iii ) ( f . g ) = ( g . f ) ，惑 (/， g ) = ( g ，/); 

( iv ) (/,/>>0, 〈/，/〉=0,当且仅当 / = 0 ; 或(/，/)>0, （/，/) =0 当且仅当 /=0. 

则 if ， g ) (或 (/， g 0) 称为内积， H 称为实（或复）内积空间. 

实的内积又称为欧几里得内积或欧几里得 配对； 复的内积又称为埃尔米特内积或埃尔米特 
配对.具有这些性质的内积（即配对），按以下方式在这个空间中定义范数 

11/11 = [〈/，/>]士座 II /II = [(/，/)]士. （5) 

由性质 ( iv ) 知道这样定义的11/11是有意义的，它是一个非负实数，而且适合范数所应具有的性 
质，即定义1中的 ( i ) 〜 （ iii ) . ( i ) 〜 （ n ) 容易证明，关键是要证明三角形不等式 Gii ), 为此先要证明 
关于内积的一个重要不等式. 

对于实内积 S 间，令 A 为任意实数，我们来考虑内积 (/+ Ag * ，/ + Ag *〉 ，由 （ iv ) 它是非负的.另 
一方面 


0< || f+Xg || 2 =〈/’/> +2A (f,g) + A 2 (g ， g 〉 

=11 /|| 2 +2A 〈 /,g>+A 2 ||g|| 2 . 

式右是； l 的二次三项式，它恒非负这一事实等价于其判别式恒非正，即有 

I (/»g"〉K II / II II g" II - (6) 

(6) 式称为施瓦茨不等式. 

对复内积空间，证明比较曲折.首先设 (/, g 0#0, 它可写为 （/, g 0 = I (/, g ) 而有定义, 
令 A = fe 10 ，/为实数，并考虑内积 (/+ Ag ，/+ AgO ，它也是 t 旦非负的.化简后有 
0< || /+ Ag || 2 = (/，/) + 久 （ /,g) + 义 （ /,g) + I A | 2 (g,gO 

= || / || 2 + 2? I (/* g-) I + / 2 II g- II 2 - 
这是一个 f 的恒非负的二次三项式且 r 为实数，于是又有 

1(/’ g) K II / II • II g II - (〜) 

其次看 (/， g ) =0的情况，这时上式自然成立. （6^ 式也称为施瓦茨不等式. 

有了这个重要的 
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W f + g W 2 = (/+呈，/+5^ = (/，/) +2Re(/，gO + (g^g) 

< II / II 2 + 2| (/，gO I + II g- II 2 
<(11/11 + IlglD 2 - 

内积空间是最重要的赋范线性空间.它是的直接推广.实际上 RU 也是内积空间（但这 

时一定要对 R H 赋以欧几里得范数 II V || = g |&| 2 才行），因为对于:我们可定义内 
积为 

n 

& ， ： V> = 2 AX . 

i 二 1 

l 2 (/), () 也是内积空间，其中的内积当我们限于考虑实值函数时为 

(/» g") = f ix) g ix) Ax. 

在考虑复值函数时则为 

r> 

(/» g) — f (x) g (x) dx . 

J i 

这个空间有许多重要性质在第四章中介绍过.我们现在要提醒，其完备性应特别注意.如果在 
内积空间中再引入完备性,将得到所谓希尔伯特空间.它是数学物理中应用最为广泛的空间，而 
l 2 cn 就是它的典型（这句话的意思也将在以后明确）. 

以 L 2 空间为基础的索伯列夫空间 rf ⑴= {/( x )； DY ( x ) eL 2 ,^ M <^ 时}也是非常 
重要的内积空间.这里的 DyCr ) 是指 / Cx ) 之阶数为 M 的广义函数意义下的导数.这个空间中 
的内积及范数可以定义 如下： 

「 k _ 

(/» g) = 2 D ff / ix) *Tf g (x ) dx t 

」 [Ial = 0 

II / II 2 = XI D a fCx) \ 2 dx. 

」 f u I = o 

第四章中证明了， CT ) 在这个范数下也是完备的.它也是希尔伯特空间. 

本书中除了种种函数空间外还介绍了 一些数列空间.例如在傅里叶级数一节中就指出，当 
f { x)eV ([0,2; r ]) 时,我们可以用它的傅里叶系数 { C „} 来刻画 /( x ) .这时 

| f (x) e~ inx dx * 77 =0, ± 1， ± 2, •••. 

那里我们指出，这个数列空间很难于刻画，而这正表现了傅里叶级数理论的重大困难.但不论如 
何，我们知道了，数列是描述物理现象的重要手段，因此它们也是重要的研究对象.最常见到的数 
列空间是产，它们是与1/空间相应的.当 f < + co 时 

oo 

〆= {c = (Ci ， c 2 ， … ， c 2 ，…） ，2 I I ^ < + °°1 » 

其中 Cl ，…，…是复数 . C 的范数定义为 

II c\\ t P = (J] \c n \ p ) l/p . 

n^\ 

它所应满足的三角形不等式就是著名的闵可夫斯基不 等式： 对于 C = ( Cl ，…， Cra ，…） G P 和 d = 
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( d ” …， d „ ，…) G 夕有 


当夕 


|| c + d || 产 < || 

时， P =广就规定是有界数列 空间: 


d 


— {c— (c 


), 


sup 


< + oo 


在其中我们也可以定义范数为 


sup 


I 2 是特别重要的，因为它是内 积空间 .对 c ，( iGZ 2 , 我们定义其内积如下：当 c ， ti 是实数列时 

oo 

{c ， d) 二 2 c n d n • 

当 c ， d 为复数列时， 几 


( c ^ d ) = 2 c n d n . 

n^\ 

这些级数的收敛性都可以由 c ， dei ' 以及 

k k 

2 C n + 4 n ” ^ I C n + J d n + J I 

J=l J =1 

<(2 k + ,1 2 ) 1 " ■(全 U 2 广 

J=l J=l 

得到.上面的不等式就是关于数列的施瓦茨不等式应用于级数的一段. 

Z 2 和 L 2 —样，都具有完备性，因此都是希尔伯特空间. 

2. 度量空间的拓扑性质 以上我们列举了一些在本书中介绍到而且在数学中很有用的赋 
范线性空间.但是我们完全没有涉及有关极限，连续性等拓扑问题，而只讨论了这些空间的线性 
结构.现在要进一步讨论拓扑问题时，我们又必须以 R 中建立拓扑结构的方法为模式.在 R 中 
研究连续性时，两点的距离起了重要作用，例如讨论由 Gz ，6)(= R 到 R 中的连续映射 / Gc )， 如果 
/映 A G ( a , 6) 到 /( x (> )6 R . 这一段话，在现代数学中时常以很简单的公式表 示为： 

f : (a , 6) CR—R ， 

/ Cr ) 在 & 点连续的定 义是: 对任一 e >0 必有 3( e ) >0 存在，而当 

|： C - ： C 0 |<3 时 |/ Cx ) — f ( x ) I <C £ . 

这里用的是 x 与:^在 x 轴（它是 R ， 常记为 R x ) 上的距离，以及/ ( x ) 与/ ( x 0 ) 在 jy 轴（另一 ■个 
R , 常记为&)上的距离.把这些概念推广到一般的度量空间上去是很容易的事.但为此，我们要 
介绍一些名词或概念:我们把度量空间 x 中的以 x (> 为心， r 为半径的开球 

记为成 （ a ) ; 闭球记为歧 （ a ) .这里开与闭的说法，以及用上加一个小 
圆圈表示“开”，都将与以后的定义一致，但在目前还未讨论开、闭之一般概念前，它们就只是一些 
名词与记号，我们暂时不必讨论它们的意义. 

定义4 若 X 为一度量空间（其度量为 pCxg )), L 7 为 X 之子集，若对一切& 6 17,均有 
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按照这样的定义，开球确实是开集.事实上，若 Cr (> ), 则 pCxpxJCe . 现在取 £l < 
£ - p ( x r x 0 )， 则对反 t C ^) 中任一点 x ' 由三角形不等式. 

p (x* ^ x 0 )^：p (x * » x x ) + p (x 0 ，: ^) < e! + p (x D ， ) 〈 e . 

从而成 a ( x ^ ei , ( x 。）， 所以成 （ x 。） 是开集.总之，“开球”之“开”和“开集”之“开”是一回事. 

用同样的方法可以证明{：^1， ;0 (_2：，：^)> £ }也是开集，所以它的余集坎（^)是闭集.即 

是说，闭球确实是一个闭集.定义中指& Cx (> ) 是 A 的邻域（其一般定义见下文），其实所谓 A 
的邻域定义是包含了一个以 x (> 为心的开球的集合，至于它本身则可开也可闭.所以时常也说到 
开邻域与闭邻域.但有一点很清楚，任意含有的开集都是 m 的开邻域. 

关于开集与闭集有以下的基本定理. 

定理 2 ( i ) X 与 0 均为开集. 

( ii ) 任意多个开集 { L / a } 之并 Ug 仍为开集. 

( iii ) 有限多个开集之交仍是开集. 

证 集也是开集是可以证明的，但因涉及到一些逻辑方面的问 

题解释起来要费一些功夫，我们把它当作一个约定也可以. 

( ii ) 若 x 0 e IJk ，必有某个 、，使 x 0 e u A ，所以由开集的定义知， x (> 有一个邻域 u [ 

A ° 

U A (=。认，所以1>1认是开集. 

° A A 

( iii ) 若 ： Pi U k , m x 0 属于每个 Up 从而有开球成 C ^) CUp 在有限多个正数 h 中， 

k = i k 

O O O N 

必有一个最小的仍为正数，而对一切々，凡 ( x 0 )(^ B , G : D ) CUp 所以凡 （ xJcflK , 而 

0 k 0 1 1 

k = 1 

知 u k 也是开集. 

k ^用开集之余集即为闭集，就可以得到关于闭集的相应基本定理. 

定理3 度量空间 X 的闭集有以下的 性质： 

( i ) X 与 0 均为闭集. 

( ii ) 任意多个闭集 { V A ) 之交厂 I %仍为闭集. 

A 

( iii ) 有限多个闭集之并仍为闭集. 

证 考虑闭集之余集,本定理即归结为定理 2. 

注1 最容易引起误会是全空间 X 与空集0既是开集又是闭集，岂非矛盾？我们要问为什 
么不能既是此又是彼？所谓矛盾，由何说起？实际上，说一个对象这才是 
矛盾， “ A 是开集”与“ 
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开和闭区间分别是开集与闭集.现在取可数多个开集 A = ( a - f + 很明显它们的 

交 H A = [ a , 6] 是闭集而非开集.又看可数多个闭集人= [a + 士 ， 6 - 备 ]，6 -a>0, 则 0 = 

h=l ^ " h = h (} 

( a ，6) 是开的而非闭的 . A 要适合 (6- a )， 以保证 a + | 在之左. 

有了开集和闭集的概念后，就可以进一步介绍其它一些重要的概念，首先是邻域的概念. 
定义5 空间 X 中一点: c 的邻域 L 7, 即 X 的这样一个 子集: 不但 xeU ， 还有一个含: c 的开 

M V 坦直无 L / 座 : V(^u. 

^ 我讲 3 间 x 是指度量空间.但是下一节我们还会介绍另一类更广泛的 空间： 拓扑空 
间，其中一点之邻域的定义仍然与上逐字相同，所以我们就只讲“空间”而不特指度量空间.下面 
的定理4 一 5,定义6 — 7也有类似情况，请读者注意. 

对于一点的邻域17,我们只要求它包含一个开集 V 而: c 属于 V ，而不要求本身为开，这样做 
在讨论一些数学问题上会带来方便.如果 U 本身也是开集或闭集，就称它为开或闭邻域.开邻域 
特别值得注意.因为开集 L 7 是其中任何一点的开邻域——我们只需把定义5中的 V 取为 L 7 本 
身也可以看出来了 .许多书上讲邻域总是指的开邻域，而且直接就说，一点： r 的邻域就是含: r 的 
任一开集,这样做在许多问题上会带来方便. 

我们把一点： r 的所有邻域之集合记作]^，称为： r 点之邻域系 . 是 X 的子集族，是“集合 
的集合”，它的元素不是 X 之点，而是 X 的一种子集 LJ : L 7 是: c 之邻域 . N z 自然不是空的，就是 
说，每一点： r 都有邻域，这当然是平凡不足道的，因为全空间 X 是任一点的邻域，这时只要取 U 
= V = X 即可用定义5来验证 X 是: c 的邻域，关于邻域的基本性质,我们有下面的 
定理4 空间 X 中任一点的邻域系有以下 性质： 

a ) f t / A eN ^ MU ^ eN ,； 

A 

N 

( ii ) 惹 a ，…， L / N eN^M H u k eN x ' 

々二 1 

Gii ) 若 ueN x ， 



( ii ) x 称为 A 之外点，如果: c 是 A 之余集#之 内点； 

( iii ) 若: c 既非 A 之内点，又非 A 之外点，就说: c 是 A 之边界点. 

很明显，若: c 是 A 之内点则 : c 6 A (因为 x 属于它自己的任一'邻域）；若: c 是 A 之外点，则 x 
$A .若: c 是 A 之边界点，则既可能: cGA ， 也可能 A . 

我们还可以这样来描述内点、外点与边 界点： 如果： c 有某一开邻域全含于 A 中，则： c 是内 
点，这一点已在 （ i ) 中表述了 .若： r 有某一开邻域完全不在 A 内，即与 A 完全不相交，则： r 是外 
点.若： c 之任一开邻域中都既有 A 中之点，也有 A 外之点，则: c 是边界点.请读者注意现在“某 
一”改成了“任一”，如果仍然沿用“某一”就一定会错.例如设 A 是 （ x ,： v ) 平面上的单 位圆： x 2 + 

/<1，由定义适合 x 2 + / = 1的 Crq ) 分别是内点、边界点和外点.但是内点 （0,0) 有“某一”邻 

域 U (例如以 (0 ， 0) 为心，2为半径的圆），其中既有 A 中之点又有 A 外之点.还要注意，边界点的 
“边界”二字与我们直观的理解很不相同.例如，设在 A 中除去一个内点 x ( ,, 并记 Ai = A \ {^}, 
则&成了 Ai 的边界点，因为它的任一邻域中，既有 Ai 中之点（这是明显的）也有 At 以外的 
点，即 x (> 本身.同样，若取 A 的一个外点附加到 A 上成为 Ai = AU ( x 0 } »现在是 At 的一 
个孤立点了，但是它也是 Ai 之边界点，因为在它的任一邻域中都既有 Ai 中之点，即例如本 
身，也有 Ai 外的点，即与&充分接近而又与不同的点.这里用“充分接近”的说法，一方面可 
以从度量的意义来理解它，即有一个很小的3>0,而 

0< p (x ，工 0 ) <3. 

但我们上面又说了，这里的讲法应该对于一般的拓扑空间也适用，所以详细地讲应该 是：既然：^ 
是 A 之外点，则必有&的一个邻域 UriA = 0, L 7 中与 x (> 不同的点就是上面说的“与&充分 
接近而又与 x (> 不同的点”. 

边界点中既有这些麻烦事，则它与例如格林定理，柯西定理中讲的某区域的边界就不相同 
了 .那里讲的某区域的边界,例如一条曲线、一个曲面，我们应该换一个名词，称为 A 之边 
界点之集合记为 bdA ， A 的边缘记为 3 A . 但是它们的英文术语是相同的即为 boundary ， 这里作 
这样的划分并非过分谨慎,而是有重要意义的.关于边缘的问题我们将在下一章详细讨论. 
从内点，外点和边界点概念可以给出下面几个重要概念 

定义7和定理5 设 A 为空间 X 之子集，则我们称 A 之内点的集合为 A 之内域，记为 i 

惑 
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Ur cA , 比较这两个结果即得 A = LM . 

A A 

取 A 之 余集# 并作以上推理即得关于 Z 的相应结论.关于 bdA 的结论自明.证毕. 

由这个定理即得义是开集是闭集，而 bdA = X \ d Uint ( A € )) 是闭集，而且还看到 

A = A UbdA = AUbdA , 

A =A \ bdA=A \ bdA . 

这些结论的证明都略去了. 

再提一下，定义7和定理5也适用于一般的拓扑空间.下面我们讨论有关极限和连续性的问 
题却只限于度量空间.在通常的微积分教程中讨论极限和连续问题时，基本上是讨论数列与函数 
的问题.说是“基本上”是因为有重要的例外，如积分和的“极限”就不是这两种类型.对于一般的 
度量空间 X ,我们暂时也只限于两种情况，即序列(现在我们不说数列，因为' 一 
般地并不是数）和由一个度量空间 X 到另一个度量空间 Y 的映射.我们先讨论后一个情况.设 
X 和 Y 中的度量分别是~和; o Y .若我们说/在 A 连续即是对任一 e >0, 

必可找到谷 （ e ) >0使当 ( x ， x D ) <谷 时，; o Y (/( x ) ， w ) < e . 这里要注意，若/ ( x ) — y * 我们说 
jy 是 x ( 在 / 下）的像，而 x 是 j 的原像 ( pre - image ) . X 中的每一'个 x 在/下只有一个像点/ ( x ) 
在 Y 中，但 Y 中一点 j 在/下的原像则不一定只有一个点.这与函数 j = 必须是单值的， 

但同一个 3 ；却可以有许多不同的与之相应的是一样的.如果同一个 3 ;原像只有一点，则我们 
会得到由 Y 中/的值域（下面暂记为 Y ， 其实不准确）到 X 的另一个映射厂、 Y — X ，/ _1 称为 
逆映射，亦即反函数.但在 j 之原像多于一个点时，我们时常也使用 / _1 ( j ) 这个记号.这时，它表 
示一个集，其中的点，而且在此集外再无其它点，被/映到 3；. 回到连续性问题，上述 “ e —3定义” 
就 是说： Y 中的球~ (，3^)< e 的原像必在 X 的某个球& 内.这当然不是说，球 

B e ( y (} ) 中所有的点都 是球玛 Cr 。） 中某点的像.而是说，若球压（^ ) 中一点，如果在映射/的值 
域中的话（当然，这就意味着玖（^)中有些点可能根本不在/的值域中.如果对这种点也要使用 
f _' ( j ) 的记号的话，则 ( y ) 二 0), 则这个点一定有原像在私（:^)中（当然，这不是说所有的 
原像点都 只在私 C ^) 内而不能在其外，这里只 说在玛 (^ 0 )内有原像之点，而且 Gr (> ) 必被/ 
映入~ ^).我们看看函数 y ^ f ( x ) 的两个例子就明白了 .常值函数 j 二 3 V 即/ (工） 

三 W ，当然在任一*点 x a 都连续.但是 p x (x » X 0 X ^ §P I X - X 0 I < 之像却只是 jO Y (t Jd ) < e 即 
Ly - Jd I < e 中一'个点 > V 而不是整个区间.又如 y — X 1 ^ x — 7. 处连续，而 ： c = 2的像是 y = 4^ 
但是4附近的 ； y 点之原像除了有一个在2附近以外，还有一个在-2附近.从上面讨论的例子中 
可以看到，度量在其中并不起作用，我们可以这样来表述映射/： X - Y ， x 0 点处的连续性 

如下:任取: V 。在 Y 中的一个邻域 V ,必有 x f > 在 X 中一个相应的邻域 U , 被/映入 V 内 ： /(LO 
CV \ 所以，一不是说 /( L 7) 可以把 V 填满，或说/把 L 7 映到^上，二不是说， L 7 以外没有其它 
的点也被/映入 V 内.同样可以考虑 Y 在 X 上连续的定义.当然会问如果只需讨论/在 
X 的一个子集合上连续该怎么办？这一点将在下一节回答.现在我们说 /: X — Y 在 X 上连续 
的充分必要条 件是： Y 中每个开集 V 在/下的原像/- 1 ( V )都是 X 中的开集.这一点我们就不来 
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证明了. 

读者很容易看到，关于映射连续性的讨论很容易推广到一般的拓扑空间中去，但是下面关于 
序列收敛的讨论却本质地只能限于度量空间. 

定义 8设叉为一度量空间， { xJCX . 若有一点 G X ，使得对任一 e >0均有 N ( e ) >0 
存在，而当 k > N 时 ，|0 ，: c n ) < e ，就说 { x „} 收敛于 x ( , ，记作 lim = x ( >. 

于是我们面临的问题当然是，收敛于&的条件是什么.当然我们就想到，应该把有关 
R 的概念和结论都搬过来.于是有 

定义9 设 X 为一度量空间， {、} CX ， 若对任一 £ >0 均有 AKe )>0 存在，使当 m ， n>N 
时 ， ；o Cr m ，: r n ) 〈 e ， 则称 {： c H } 为 一'柯西序列. 

当然一般说来， X 中的柯西序列不一定都是收敛的，即不一定以 X 中某一点&为极限.于 
是我们要区别出一类特别重要的度量空间，这就是完备的度量空间. 

定义10 若度量空间 X 中的任一柯西序列都是收敛的，即以 X 中某一点 A 为极限，我们 
就说 X 是完备的度量空间. 

_ 在本 ¥$! STSiif —个度量空间是否完备是多么重要.在上一节中我们指出，有理数系 q 
(读者可以自行验证,(2也是度量空间）是不完备的，而这导致微积分的许多定理得不到证明.于 
是我们把它完备化得到实数系 R , 这才把整个微积分学放在可靠的基础上.我们又在积分学一章 

中看到，黎曼可积函数空间（它也不只是度量空间，而且是赋范空间，以黎曼积分 f \ f ( x)\dx 

^ a 

为范数||/|| .读者也不妨自行验证一下）也是不完备的，导致对于黎曼积分一般地不能在积分 
号下求极限.这正是黎曼积分真正的缺点.我们引入勒贝格积分，有了里斯-费希尔定理，知道 
L p 是完备空间，这才克服了困难.这是整个分析数学极重要的一大步.因此我们要问，能否仿效 
构造 R 的方法，对一个并不完备的度量空间又 (> ，构造出一个完备的度量空间 X 来？这里我们要 
求 &匚 X ，而且 X ( , 的两点: r 和 y 在&中的距离 & e ( x ， j ；) 与它们在 X 中的距离~ Gr ，_ y ) 相 

等，同时要求足，在 X 中稠密，即任一 :^6叉必为{：^}(=不 > 在~下的极 限：& 0,亦 

即 lim X , = x 0 . 对于度量空间这个问题有肯定的答案. 

Yl —*- OO 

我们仍然仿照构造 R 的方法，取中一个柯西序列{&}，并把它当作一个新空间的元素. 
准确些说，如果有两个柯西序列 {：£„} 与 { x' n } »如果;(:， x =)—0. 就说这两个柯西序列等 

价： {'}〜&：；}. 我们把柯西序列的等价类当作一个元素.并记这些等价类的集合为 X . 我们要 
证明 X 是一个度量空间，而是它的子空间.但中之元素是一些点， X 之元素是一些这样 
的点组成的柯西序列之等价类，怎么可能 X 。是 X 的子空间呢？这里我们也仿照 R 中的作法. 
注意到序列 { xo ，，…，: c ( > ， •••} 也是柯西序列，因为其中任两点之距离为0: ~ (: c (> ，: c (> ) = 0< e . 

这个序列称为常驻序列.于是我们让 _ x „ 表示该常驻序列的等价类.在这样的意义下 X (> (= X . 当 
然我们还要考虑中的距离与 X 中的距离（如果确有距离的话）的关系，我们最终是要证明 
定理 6( 完备化定理） 设为一度量空间，则必可找到一完备的度量空间 X ，使 X (> 为其 
等距的子空间，即不但有 X D CX ， 而且义 中任两点： r ， y 在&中的距离与其在 X 中的距离相 
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等： ； o x ( x ，(工， ： V ) ，而且在 X 中稠密.这样的 X 在等距意义下是唯一 ■的 ，称为&之 
完备化. 

上面我们已作出了 x (> 中之柯西序列的等价类之集合 X ，现在在 X 中赋予距离 如下： 
设有 X 中之两点，即 X D 中两个柯西序列之等价类: r 与3；,在这两个等价类中各取一个代表 
元 { x „ }，{%},我们定义 

p x (x^y) ^ lim ； o x ^x n ^y n ). (7) 

n —*-oo 0 

上式右方 & ( x ra ，％ ) 是有意义的 ，因为 工汀， y n 都是之兀，这个极限是否存在？注意 
p x ^ ( x n » ; y ra ) 是实数，而实数系的完备性是证明了的，所以我们只需证明， { r „ } = ( x „ ， ; y n )) 是 

R 中的柯西序列即可.这是容易的.由三角形不等式 

Px 0 (工™，（工《，■^ ) + (° 久。 〔工 m + Px 0 ( y m ，: ^) ， 


故 

r n ~ r m = p Xq ( j： n ^yJ - p Xg ^ y m ) 


^ Px Q ，工 m ) + 〜（U ) 

交换 n 与 m 又有 

r m - r n <^ p x ^ ix n rx m ) + p x ^ iy n ， ). 

总之有 

\ r n ~ r m \ <(0 X ( x „ , x m ) + p x iy n , 3 ； m ) 


但 { x ra } ， {j } 都是中的柯西序列，所以当 n ， / T 7 — 00 时，~ ( x ra ， x m )— 0，^ 0,而 

(7) 之极限存在. 

由 （7) 定义的 ； o x (: c ， J ) 之值与: c ，之代表兀的选法无关.如果我们取: c ， jy 的另外的代表兀 
&:)与{ 乂謂因 

〜。 ^ / n*y / J^Px Q + Px Q + PX {) ^ 

〜 y n ^^ px 0 (工„，<) + 〜（工:，: v:) + 〜 〜，乂） 

有 

I (工 n，yJ - f \ (工：， y :) \^ Px 0 (工《，工:）+ 〜（火，3^)一0- 

所以 (7) 式定义的~ Cx ,： y ) 确实是只与 X 之元 X, ： y 有关.今证它适合度量所应适合的条件.非 
负性以及对称性是明显的，所以下面只证明三角形不等式.取:它们以 {&}, {%}, 
{&} 为代表元，于是由中的三角形不等式，有 

Px Q 〜（工 „’3^)+ 〜 （ 3VA)- 

令 W — CO 求极限即得 X 中的三角形不等式 

p x (a:* z)^ ： p x (x ， jy) + p x (y^z). 

x () 作为 x 之子集的含义已在上面说明，今证在 x 。 中的距离与它们在 x 中的距 
离相同.把 : r ，; y 看作 X 中之元来计算其距离时，应该取: r ， j ; 之任一代表元按 （7) 来计算.但是 
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其特征就是 x 作为柯西序列的等价类时，可以用常驻序列{:^与。}作为其代表元. 
于是由⑺有 

Px (i ， J) = (x n ^y n ). 

yi — OO (J 

但是当： C ， J G 时，我们规定了是用常驻序列作为其代表兀的，所以可取 {： C ra } = {： C ，…， 

■ X ，…}，{又} = {>»，…， j ， …}.因此 ~。（: y y n ) = px ^ (： c ， jO ，而有 p x (xy y ) = p x ^ Gc ， 3 ;) ，而 

中的度量与它作为 X 之子集由 X 得到的度量一致.这就是说，是 X 的子空间. 


下面我们来证明 X 是完备的，取 X 中一个柯西序列 Gd . 每一个 1 都是中一个柯西序 
列的等价类.所以各取:之一代表元 



r ⑴ 

Cl) 

X 1 = 


， x 2 

X2 二 

/ (2) 

( x l 

⑦ 

，工 2 


x (1) ，… } ， 


(2) 


X 


，•••}, 


( 8 ) 


每一'个 横打 都是中的一'个柯西序列，所以对每个固定的上标 ？?， lim (: c f ， x , (n) ) = 0 ，因 

k，l 一 00 0 

此可以选一个 I 使 


p x (x C?l) ■» x [ n) ) ^ m ^> k n . (9) 

rx o k n n 

在 （ 8 ) 中按上述 t 的选取方法构造一个 序列： 

x — { x : 1 ) ， x :) ，…，，•••}， （10) 

1 2 n 

我们称 （ 10 ) 为⑻的对角线序列.今证 S 是中的一个柯西序列，因此代表 X 中的一个元，记 
作 1 为此以 S 尸代表所成的常驻 序列： 


于是，由 （9) 式知当 A 充分大时 


所以, 


lim p Cxt ) ， 工] f 、 


Px r , 





n 


Px r 


/ in) (???) \ — / in) Cm) 

^ 匕 / 一 \X ^ t X ^ 

n m n m 


《 f) x (x n ’ 


X 


(.n) 


Px 


(■2 L ^ xj ) + p x (工 一 y X m 


n m 


m k 


<( O x ) + — + —. 


( 11 ) 


我们选 l 正是为了使 {^} 成为 X 中的柯西序列，所以由上式，当 77, m > N ( e ) 时 

/ in) Cm) \ / 

Px, ，工 k ；<£ - 

(J n m 

这样得知 （ 10 ) 所定义的=确实是 X » 中的一个柯西序列，因此它定义 X 中一个元素我们现在 
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证明 

lim = x . (12) 

71 一 °° 

事实上， 

^ d )< 作 Q ^ } ') + Px (1，=严)<丄 + & Q ，？:)')， 

n n 71 n 

x ( f 是常驻序列 = ( xf ，…， , … } ， >— + CO , 所以上式右方又可估计 如下： 

n 1 p 

+ lim ； o x ix(f) ， jo 、:) ) < e ’ 

72 p-^oo Q p n 

只要 72 充分大，因此 （ 12 ) 式成立，而知 X 是一个完备空间. 

再证明&在 X 中处处稠密.事实上，在 X 中取一个元：我们要在中找一个元素序列 
逼近它 . 1 既是 X 之元，当然就是一个柯西序列之等价类.取此等价类的一个代表元{&， 

，…，，…），则有 G X 。，且; o x 。（ x „， x m )< e 只要 n ， m > N ( e ). 再取一'个常驻序列二 

ix n » ■>**** x H * ***} G X 0 H X 这里 n 固定，则; o x Cr „ » x ) = lim p x ^ x n ，: ，注意 n 是固定的.如 

m 一 00 0 

果再令 n — ⑺即有 lim ~ ( x re , x ) 二 0 .这样得知义二在 X 中处处稠密. 

最后证明 X 在等距意义下是唯一的.实际上，若有另一个完备空间适合定理的要求，我 

们先证明 X 与又作为集合是-对应的.为此，取 任一: yG 歹,因为定理要求 X 。在歹中稠密， 

所以一定有X。中的一个序列 h …1，…}适合作 （H) —0. 这里 A 既是 X ( , 之元，& 
又是 X 的子空间，且有度 量：; 0 X 。（ • ， •） = p - (•，•），所 以由巧 （J ，又 ）— 0知 d (Jm ， Jra )= 

( nJ — 0 , 即是為的柯西序列，所以它定义 X 中的一个元 xGX . 这 

样， I 中每取一个元 3 ；，就相应在 X 中有一个元: r . 

再在 X 中任取一个元 x , 我们在 I 中求它的一个对应元义事实上，既然 xGX , 而 X 中之 
兀又是 X 。中的一'个柯西序列，所以 ： C = ，…，: c ra ，… } ，这里 X K G , jO x (: c ra ，: ) —0, 但 

X D 已嵌入在 f 中，而且是等距的，所以 

Px ( 工 „’ 工财） = Px 0 0. 

就是说，…，：，… } 作为 X 中的序列是柯西序列.由于 X 已假设是完备的，所以一 ■定存 
在一‘个 jy G X 使 lim ~ ( 1 ， JV ) = 0 . 这个 jy 就是 x 的对应兀.而且这个 j 还是在 X 中的极限. 

n—°° 

至此我们知道 X 与又作为集合是一一对应的.不但如此，它们还是等距的.因为若取 
它们的代表元是{:^ ，工 2 ,…，工 n ， "^与 {/ ，工’ 2 , …， X ’ n ， …}，它们按上面的作法在 X 中的对应元 
是 J 与:/，则 

p x Cr , x') = lim p x ( 工 „，<) =lim (x n ， : L’ n ) 

n 一 00 0 n 一 00 

= Px ^ y ^ y ^ ■ 


等距性得证，定理证毕. 




§2 度量空间和赋范线性空间 


381 


在第一节中我们已看到，一旦证明了 R 的完备性，微积分中的许多基本定理都随之得证.对 
于一般度量空间又如何？有一些结果自然是谈不上了.例如单调有界数列的收敛性.因为在一般 
度量空间中没有办法定义一个序列（而不是数列）的单调性.同样，有界集的上、下确界也不好定 
义.（但是有界性概念仍然有 效:度 量空间 X 的子集 A 如果能放在以某点为心半径 p 充分大 
的 球中： ACB p G : (> )， 就说 A 是有界集.但是不能说是原点，因为度量空间中没有原点的概 
念,只有在线性空间中才有这个概念.）但有一个重要定理在一般度量空间中仍成立，这就是区 
间套定理，但现在我们称为 

定理 7( 闭球套定理） 设 X 为一完备度量空间， { AJ 是闭集所成的序列， AiDAzD …，且 

OO 

A n ( ZB r Gc „)， r „— 0,则必有唯——点 : cGHAr 

n=\ 

co 

证 先证唯一'性.设有两个不 同点: c ，3； G 厂 ) A n ，:则; 0 (工 l ) =厂>0,现在 r ra — 0,故从 

n=l 

oo 

某个 N ( e ) 开始， r N 〈士，但 j : 1 G f ^| G ^) ，所以 

n = I 

p ( j ： ^ y ) ( j ： ^ j： n ) + p ix n » y ) d r N 〈 r • 

与 p (x ， y 、 二 r 矛盾* • 

再证这样的点: c 存在.我们从 A n 中任取一 * 点％，则当 / n ， /z > iV ( e ) 时 ， iG ，从而 

所以{%)是 X 中的柯西序列.由 X 之完备性，知道一定存在一点使 

oo 

lim；o ( y n ，: c )=0. x 必在厂| A „ 中，若不然，必有某个使：，但是闭集，从而 = 

n —^oo 、 0 0 0 

?2二 1 

Ubd A n . A n ，必为 A „ 之外点.因此必有一个以 x 为心，某个正数 r 为半径的小球 

n Q n Q n Q n 0 

B r (^)nA no = 0, 但我们又可找到某个 N > n 0 , 使得一切从 N 开始的％全适合 
即 y n 6 B r Cx ). 但是这时 f | A „ 。尹0，这是矛盾的. 

关于度量空间完备性的讨论就到此为止. 

度量空间完备性概念有一个在整个数学中都极为重要的应用，这就是压缩映像原理.这里我 
们讲的是一个完备度量空间 X 以及一个映像 X ,如果 T 适合以下条件，则称： T 为一个 
压缩映 像:对 X 中任意元 

p ( Tr » Ty)^cp ( x ^ y ) ^ ( Xc < l . (13) 

我们要证明 

定理 8 ( H 缩映像原理）设 X 为一完备度量空间 ，丁： X — X 是一个压缩映像，则必有唯一 
一 * 点 : c G X ，使 Tx — x 称为 7" 的不动点. 

_证证就是我 们熟^ 任取一点：称为零次近似.一般说来当然不 
会有 7" x (> = x 。 ，记 : Ci = T _ r 0 , ： c 2 = Ta ，…，以及一*般地 

x k = Tx k _ x ，k = l ，2，.". (14) 

x k 就是々 次近似.今证 U 有极限存在，而此极限即为不动点.实际上， {&} 是一个柯西序列, 
因为若取 m > n ， 
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pix m ^ x n X , pix m . x m _ x ) + p + "• + p ( x n + l . x n ). 

但是右方第一项可以估计 如下： 

P (工 m ， X rn - 1 ^ = P (Tx m - X ， Tx m -2^^：cp (x m - I » X m - 2 ) 

^： C 2 P ( x m - 2 ，: r ra _ 3 ) 

< … < C 『 1 (O (X ! ， X 0 ). 

对其余各项也作类似估计，即得 

p (x m ^ x n )^ (c m l + c m_2 + …+ c n ) p (x x ’ x 0 ) 

_ c n ( l - c m ^ n ) , X 

—- Z - p \J^1 ， Xa ) 

丄 一C ' 

^ Mc n p Cr! ，: c 0 ) ， M = — . 

因为 0<c<l， 由上式即知 {：r H } 是一个柯西序列，所以它有一个极限: r. 今证 x 即不 动点 ： Tx = 

x . 实际上，任给 e>0, 必有 N(e) 在，使当 n > N ( e ) 十1,于 

是，因为 n - 1 >N (e) ， n > N (e) ，而有 

p ix » Tx) (x„ ， Tx) + p (x * x n ) = p (x ^ x n ) + p ( Tx n - i » Tx) 

< (O (x ， ) + cp Cx ， _ j) < e ， 

由 e 之任意性即知; o (x，Tx) =0,亦即 Tx = x . 

最后证明不动点的唯一性.设有两个不动点 x 和> 则 

pix <> y ) = p (Tx ， Ty^^cp Cr ， jO ， 

故 p (x ^ y ) = 0,即 x — y . 这就是不动点的唯一 ■性， 定理证毕. 

压缩映像原理在整个数学中应用极多.例如常微分方程的柯西问题的唯一性用逐步逼近法 
去证明，这在通常的教材中都会讲到.下面我们再证明隐函数的存在定理，可以看到应用这个原 
理应注意些什么. 

设有 (x * y ) (z R 2 的函数 / Cr ， 3;) ，我们的目的是从方程 f (x •> y ) = 0»证明必有唯一 ■的 函数 j 
二 cp (x), 适合这个方程，以及> =.这里 /( x (> ,w) 二 0. 首先的问题是选一个完备的度量 
空间X，现在我们令 X=C([a， 6])，即在紧集 [a，6] 上连续的函数之空间.这个空间是赋范空 
间，因为对 pGCGad ])， 即在 [a，6] 上连续的函数 pCr )， 我们均可令 

II 沪 II = SU^I fix )\. (15) 

因为紧集 [a，6] 上的连续函数必可达到上确界^所以 || p || < + co 是有意义的 . || p || 适合范数 
之各个要求也是自明的.有了这个范数，即可定义 C([a,6]) 中两点 p 与0之距离为 

p (( p , ip ) = || cp ~ ip \\ . 

现在要问，这 个空间 是否完备的？若 { } 是此 S 间的一 ■个柯 西序列，则当777，77 — + 00 时， 

cp m (x) - cp n ix ) I ^su|) I < p m (x) - <p (x) n I = I f m - || < <£—0 . 但这就是 ix ) } 在 [ a ， 6 ] 

上一致收敛，故其极限函数 p(X) 仍在 U, 6] 上连续.所以 C ([« ， 6]) 是一个完备的度量空间.其 
次我们要去作一个压缩映像.我们知道，方程/ [x， 9 (x)] = 0 等价于方程 

1 

<p (x ) = <p (x ) — / [x 1 Ip (x) ] » 


( 16 ) 




这里 M 待定，于是令 
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Tcp = cp-j^fix^cp). 

为了使它成为压缩的，注意 

T<pi - T(p 2 = ((p x - <p 2 ) -▲[/(：?：，） -/( x ， p 2 )]. 

因此如果 /( x , j ) 对 j 为连续可微，则 

T?l- T(p 2 1 = (qh - f2) - ( 工 ， 〜 1 - 92)) — ?2. 

这里如果我们对 / 加上如下 条件： 

>0， 

并取 M = sup /；，立即有 

I Tfi - Tf 2 1< (l -^) \(p x - f 2 \ ■ 

先在右侧取 xG [ a , 6 ] 时之上确界,再在左侧取 : c G [a , 6 ] 时之上确界，立即有 

II T<p x — T<p 2 II <c || <p x — 外 II ， 


(17) 


0 < c = l -^< 1 . 

而 T 是一个压缩映像. 

但这里有一个重要问题.压缩映像法是一个逐步逼近的迭代 过程： 先任意取零次近似 
9(} G :)， 但我们要求抑（％) = %，然后以外代入 （17) 来计算& ( x ) 等等.但是这就需要考虑抑 
是否可以“代得进去” （17) 中的/ (x 1) .因为，设若 / Cr ， J ) 定义于 L ， 6 ] X [- C ， C ]， 而外 （ x ) 
可能在某些 x 点在 [_ C , C ] 之外取值，这样 fix ， ( x )) 就没有意义了.所以 在求％ ( x ) 之前 
先要证明 M ( x ) 适合以下的估计式： |&( x )|< C . 对于& ( x ) ，& ( x ), …也都需要作出类似估 
计.这种估计是在问题是否有解之前就要作出的，因此称为 g (a priori )；^. 如何作先验估计 
时常是求解一大类问题最主要的困难，而且是一些数学分支本的技巧们在这里当然无法 
涉及.所以我们规定/ ( xq ) 在 [« , 6 ] X ( - ⑺， + co ) 上有定义而且连续来绕过一这一困难. 

作了这些说明以后，我们就可以把最终的结果陈述 如下： 

隐函数的存在定理设 /( x ，>0 在 [ a ，6 ]X (- oo ，+ oo ) 上连续且对 J 连续可微，/彳 (xr y ) 
适合以下的估计： 0< 777 </彳 （ x ， j ;) ，且/ ，: y 。） = 0,这里 x {) G [ a ， 6 ]， 则必有唯一 ‘ y = 
cpix ) 在 [( 2 ， 6 ]上连续，适合关系式 p Cr a ) 使得 f ( x ， (p (: r ) )=0. 

注这里陈述的隐函数定理当然也适用于多个自变量、多个未知函数的情况.但是它与第三 
章中所陈述的稍有不同.这是因为我们想回避先验估计造成的.当然，我们最终得到的结果也稍 
强一些，我们得到的隐函数定义在整个闭区间 [ a ，6] 上，而不只是在 A 附近. 

这里我们还要求各次近似& (: T ) 都适合& ( X (> ) = 3 V 因此我们所考虑的空间其实是= 
{$&)，^^)在|^，6]上连续而且 9 ( x 0 ) = %}.它仍然是一个完备的度量空间，这些地方我们 
都未深究.我们最后只想强调一下，这里的压缩映像原理，只是一大类不动点定理最简单的情况. 
在下一节我们还会回到这个问题.隐函数定理也是一个很重大的数学课题，但本书中我们不能 
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再讲了. 

3. 希尔伯特空间和巴拿赫空间 关于度量空间的完备性问题，我们已作了详细的讨论，现 
在再回到本节开始时的一些具体空间.它们除了具有度量之外，还有线性结构，而且其度量都是 
由范数或内积而来.（应该提到，有这样的度量空间，它也有线性结构，也有完备性，但是其度量并 
非由范数来确定的.在广义函数论中就常遇到这类空间，所以也是很重要的，但我们不会讲到 .） 
这些空间又都是完备的，如 C ( I )， U 等等都是.所以下面我们再转到这些具体的空间. 

完备化定理告诉我们，完备化的 X 是通过子空间&“求极限”而来，而為则在 X 中稠密. 
例如 R 是通过有理数系 Q “求极限”得到的 ， C ([ a , 6]) 之元可以通过多项式的 C ([ a , 6]) 极限即 
一致收敛极限得出（魏尔斯特拉斯定理）中的元即 [ a , 6] 上的多项式.在研究函数空间时， 
X D 中的元时常比 X 中的元更容易处理.例如，我们前面已多次说过，1/函数可以用连续函数或 
阶梯函数，甚至函数在1/范数下去逼近.而且还专门讲了如何应用磨光算子去构造这些 
C ( ： 函数.但基本的结论一直没有证明.在讲勒贝格积分时，我们介绍了一个鲁金 定理； 设有 
[ a ，6 ] 上的几乎处处有限的可测函数/ ' ( x ) ，则对任意3 >0必可找到一'个闭集 FC [ a ，6 ]，使 
m ( U ，6]\ F )<1 而 / Gr ) 在 F 上连续.但这个定理也未证明.而在证明上述在 X 中的稠 
密性时，还必须用到它.（此外在讲到广义函数时，例如对3函数，我们作出过许多3序列，都是 
用很光滑的函数去逼近3 Cx ), 但是这时的逼近已不是在某一个赋范空间的范数意义下，而是在 
广义函数意义下 .一 般地说，一个广义函数总可以用 C ： T 函数在广义函数意义下逼近.这时我们 
也说 c ： r 函数在广义函数空间中稠密.当然这与度量空间的完备化定理是不同的）.这样看来，我 
们在定义或研究一个函数空间时，时常用该空间是某一类很规则的函数在某种范数下的完备化 
来刻画它.可见，度量空间的完备化不但是重要的概念，也是常用的方法与技巧. 

由于常见的空间 C ( I ')， L P 都是完备空间，所以我们给出下面的 

定义 11 完备的赋范线性 S 间称为巴拿 赫空间 (Banach space ) ，完备的内积 S 间称为希尔伯 
特空间 (Hilbert space ). 

当然我们也会区分实的和复的巴拿赫空间和希尔伯特空间，于是我们看到， C ( I ), I / 都是 
巴拿赫空间，而 L 2 空间与索伯列夫空间则是希尔伯特空间. 

在这些空间中，希尔伯特空间最为重要.因为它是最接近欧氏空间 IT 的线性空间. 

欧氏空间 IT 有两个基本的几何量.即向量的长与两个向量的夹角.在任何赋范空间中，都 
可以定义向量之长，但在内积空间中则还可以定义两个向量的交角，因为现在有施瓦兹不等式 
(6). 对于实的内积空间， （ x , W 是实数，所以由 （6) 可知，一定可以找到一个实数 a , M <1， 使 

(^ ， y〉 = a || x II • || 3^ II 

而我们又可以找到一个角仏使 a = COS A 于是上式就成了实内积空间中的余弦定理 

( x ^ y ) = || x || • || || cosO . 

6 可以解释为 x 与: y 的夹角，特别是 （ x ，： y > =0时0 = $■，而我们说 : c 与： y 正交，0与任何向量都 
正交. 

对于复内积空间，当然不一定有实的0适合上式,但是我们仍规 定：若 （ x ， y ) =0,就说: r 与 
y 正交,0与任何向量都正交. 
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x 与^正交就记作 x 丄 j ，不论它们是实或复. 

在所有线性空间中都可以定义向量的线性相关与线性无关，并由此可以定义维数.但是在 
线性代数教本中，我们只讲有限维空间，因此只有有限多个线性无关向量.对于一般线性空间则 
可能有无穷多个线性无关向量.所谓线性空间£有无穷多个线性无关向量即指任意给出 N 个 
线性无关的向量_^，…，:—定还可找到第 N +1 个向量: r N + 1 与它们线性无关.这时我们 
说£ :是无 限维的.对于内积空间 H ， 若它是有限维—— n 维的实内积空间，它必是赋有欧几里得 
范数的 R ' 若是无限维的，则可能或者找到一组无穷多个线性无关的向量吏得任一 
向量 x 6 H 均可写为 

oo 

x — U x t e t ， (18) 

或者不论怎么选可数无穷多个 { ei ， e 2 ，… } ，总有^个: rGH 不能写成 （18) 式.前一种情况下，我 
们说 H 具有后一种情况下我们说 H 具有^ . 有限维和可数无穷维的 
内积空间都彳在拓扑空间理论中对空间的可分义，那个定义与这里说的是 
一致的，但是我给证明）.由于在实用中可分内积空间已经够用了，所以下面讲到内积空间 
(亦称前希尔伯特 S 间 ( pre - Hilbert space )) ，以及希尔伯 特至间 ，都限于讨论可分的情况. 

在往下讨论前，我们要说一下无穷展开式 （18) 的意义.它的部分和 S N = f ] x t e t eH . (18) 
式即指 lim vS/v = x ，这里的极限是在 H 的范数意义下讲的： 

/y—►oo 

lim || S N ~ x || = 0. (19) 

J\—^oo 

在有限维情况下， （18) 中的称为 H 的一个基底，在无限维情况下，这样的 
也称为基底.对于内积空间我们可用正交性概念来构造一个由互相正交的向量所成的基底， 
它很像中的直角坐标系.为此，我们先在非0的内积 S 间中作一'个所谓就范正交系 ( orthonor ¬ 
mal system ， 简称 o . n . 系）下面的作法称为格拉姆-施密特 （ Gram - Schmidt ) 手续，其实在有限维 
的情况下，线性代数教本中都介绍过这种方法.令…}为 H 中的线性无关向量 
组(有限多个或可数多个向量），因为已设 Ht ^ O , 至少可以找到一个非零向量&，而 {&} 就是 H 
中一个线性无关向量组.令 q =&/|| & || , 贝 (J || q || = 1 , 若此向量组中仅 
含一个元,则过程结束，我们得到 H 中一个 O. II .系.若此向量组还有其它元，则取一个 
x 2 ( x 2 7 ^ 0 ). 考虑与 q 所张的子 S 间 { q ^ q }距离的最小值，即求一 ■个 q ，使 || :^ _ q q || 2 二 
min || x 2 ~ a l e l || 2 ，实际上 

a i 

|| x 2 — a 丄 £丄 || 2 — (x 2 — a 丄 q ， x 2 ~ o 1 ! ) 


=11 

工 2 || 2 - 

- G ： 2 ， e 1 ) G：2 r e { ) + a l 

=11 

工 2 || 2 - 

- ( x 2 ， q ) 2 + [ ix 2 y e x ) — ] L ix 2 •> e x ) — a t ] 

=11 

工 2 || 2 - 

- (x 2 ， 〜） 2 + (x 2 » e } ) — a y \ 2 

>11 

工 2 || 2 - 

- (x 2 » ) 2 • 

右方显然与 h 的选取无关.所以 II x 2 

_ a l e l 1 

卜确有最小值而在 ^ 二 ^^^一时达到-令 


y 2 = ^2 ~ ( 工 2, q) q - 
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因为工 2 与&=工 1 /||工 1 || 线性无关，所以九尹0.令 

— y 2 i || y 2 II — Vx 2 ~ (x 2 ,e 1 )e 1 ]/|| x 2 — Cr 2 » | ’ 

则 || e 2 || = 1 ， 而且 （ e 2 ， q ) = [( x 2 ， q ) — ( x 2 » e x ) ( e : » ) ] / || y 2 II — [ Cr 2 ， q ) — Cr 2 > ) ] / || y 2 II 

= 0,即 . 这样， { q ， e 2 } 成为 H 中的一个 《. n . 系.若{而， x 2 } 尚未穷竭{:^，…， x N ，…}则 
仿此做下去.假设已得出 { q ，…， & <} 成为 ff 中的一个 《. n . 系，而 h ，…， : c N ， •••} 中仍有&与 
它们线性无关，也就是说{:^，…， ： C A _ i } 尚未穷竭 {> 2 ^ ，…， Xjv ，…} . 记 { q ，…，& _ i } 所张 的子空 

间为 H k . x = {^] 为复常数}，则对于 { xp …，:^，… } 中的非零的％,我们要找々 - 1 个 

1 = 1 

复常数£^，〗= 1 ，"_，々- 1 ，使 

友 -1 ^ k _\ 2 

工走 - 2 = min 々 - 2 a 而 - 

i _ j a - 土 _ i 

仿照上面的作法，有 

k -\ 2 k -\ k -\ 

~ y^j a 而 = ix k - ^ a t e t ^ x k~ x> 。而 ) 

2 二 i 2=i z 二 i 

k -' k ~\ k_i 

=II A || 2 - 2 a t ix k ^ e t ) ~ 2 ( A ， A ) + 2 

t 二 1 2 二 1 1 二 1 

=II A || 2 - 2 I q ) I 2 + I ix k ^ e t ) ~ a t \ 2 

i=l x=1 

> || A || 2 - 2 I ( XpI 2 • 

所以，这个最小值是可以达到的，而只要取^ = ( A , A ) 即可达到这个最小值. 令 y k = x k - 

k -\ 

2 ix k ， e ) e t ， 显然 y k 7 ^ 0 ^ 再令 q = 34 / || 34 || ，则 { q ，…， q } 成为一个 o . n . 系 • 

如果做了有限步就穷竭了 {&，…， x N ， … } (它可能原来就只有有限多个元），我们就得到有 
限多个向量 {&,•••, & } 所成的 o . n . 系.如果不能穷竭，就可以得到由可数多个 { q ，…，，…}所 
成的 ti . 系.很明显 , o . n . 系必为线性无关系. 

需要注意的是，&必定可以只用七来线性表示，而不会涉及 七 + 1 及以后的元，反过 
来也一定可以用 &,•••,& 的线性组合来表示，而用不到 & + 1 及以后的元.（这其实就是线性 
代数中的斯坦尼兹 ( Stemkz ) 代换定理.本来这个定理就不一定只限于有限维空间中有效 .） 如果 
{%，…，: r N ，…}是 H 的基底，则 { q ， …，％，…}也一定是 H 的基底.但与有限维情况有些区别. 
在有限维情况下，基底中向量的个数恰好就是空间维数，所以不论是{&，…，^}也好，{&，•••， 
q } 也好，只要々=空间维数，我们就得到了一个基底.只不过 { q ，…，4 } 是 0 . 11 . 基底.但在无限 
维 H 的情况，哪怕 H 是可分的，因为 { q ， …，&，… } 中有（可数）无穷多个元素，“去掉”几个，例 
如留下 { e 3 » e 4 » **■ » e N * … } 仍是含可数无穷多兀素的 o . n . 系，但是若前者是基底，则后者不可能 
仍是基底，尽管它所包含的线性无关向量仍然与空间的维数相同——同为可数无穷大.但不论 
如何，只要 { q ，…， j : n ，"*}是原空间的基底，则用上法作出的 { q ，…， e N ，… H 乃是 H 的基底.这 
里我们再重复一下，说…}是只的基底，即是说，对任意： rGH ， 必可找到常数（实的 
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或是复的 ） {q }使 x = C & ，亦即 （19) ，或 lim || S/v — x || = 0. 这里是这个级数的部分 

oo 

和，不论如何，我们 得到 1 了 

定理 9任一 ■可 分希尔伯特 S 间 H 均有 o . n . 基底. 

并不是不互相 S 的单向量 h ， …， e N ，•••}，（&， e .) = 心 都是基 
底，要看 （18) 式是否成立. 

(18) 式何时会成立？我们要看一下格拉姆-施密特手续 

的几何含意.为什么当 A = (: c ， q ) 时 x U a t e t 会达 

2=1 

到最小？从几何上看，它是图 6 - 2 - 1 三角形 AQAC 中 AC 
边之平方,只有当 AC 丄 OC 时, AC 才会达到最小，就是说只 
有作： c 到子空间 H k ' (即图 6 - 2 - 1 上直线 OC ) 的正交投 
影时，才可以达到最小.上面作的图的含意其实超过简单的示 
意图.因为在内积空间中毕达哥拉斯定理——即勾股定理是 G ^ c 

成立的：设有两个向量3^丄 Z ，则 || J Z || 2 二 （J — 2；， J — 2) ( x , e t ) e. S a i e i 

=bir — (力之）— （2 ， w + iuir = b ii 2 + uir . 我 I_ 图 2-1 

们把这个结果用于^九 4 / (：，八^丄 0 (：，实际上，^ / = 3 ^=：?: 

k -\ k -\ 

— 2 ( x ， e ,) q ，所以 * ej ) — ( x » e } ) - (x t ) ie t » e } ) 

t=i t=i 

=( x ， e 』）—U Cx ，& ) 《 = 0,这里 _/= 1，2,…，々 —1. OC 代表 { q ，…， } 所张的子空间 

i = i 

H k ]. AAl ! 正交于这空间基底中的一切向量，自然也正交于整个子空间，从而也正交于其一切 






388 


第六章再论微积分的基础 


(•X ， A ) 时， 



^ - y ] a t e t 


— min . 


如果 （18) 式成立，亦即 （19) 式成立，注意到 S N 就是这里的1]%^，就是此图上的 OC ， 因此 

i 


(19) 式左方之差即这里的 | AC | 2 .如果 （19) 式能成立，必有 | AA 1 2 — 0,就是说，向量 x 的投影 
当々—％时，与原向量之“缺口 会封闭起来.这样我们就会得到判别一个 0 .11.系{ £1 ，一，&， 


•••} 是否 H 的基底的几何方法. 

仿照上面的几何方法来计算.我们有 

定理 10( 贝塞尔不等式与帕塞瓦尔不等式）吳 h 发二座宝 J 5, 

•••} 是其中的一个 《. n . 系（我们也容许此系只包含有限多个向量的特殊情况），对任一向量 x ， 必 
有贝塞尔不等式 (Bessel inequality ) 


I (xy e t ) I 2 ^ || x || 2 » (21) 

成立. 0.11.系{6 1 ，"*，&，一}是]^的基底的充分必要条件是上式变成等式，称为帕塞瓦尔等式 
( Parseval’s identily ) 或称封闭性方程式： 


2 | (X，。 ) 

1=1 

这时，我们说 {q ，…， e N ，…}是一个完全的 《. n . 
证 念七=( X %),则仿照上面的证明有 


X 


(22) 


因为上式左方非负，故有 


k-\ 

工 - 工 t e t 


k _\ 


X 


k-\ 

S 


X ： 


S 


X, 




X 


令⑺即得 ( 21 ) 式. 

再证帕塞瓦尔等式的必要性，若，…， e N ，… } 是 H 之基底，则一定存在一列复数 q ，使 


x 


N 

2⑶ 


0,令 X ,二 （ X ,,&), 仿上面的作法有 


X 


N 

S 




X 


k-\ 

S 


工 & 


2 N 


S 


x ： — c . 


N 


^ II x || 2 - I ] | x , 1 2 ^0 (贝塞尔不等式）. 

若左方当 IV — %时趋于0,自然有帕塞瓦尔等式成立. 

充分性证明如下.若 (22) 成立，则 


这就是说，一定能找到复数使 


lim 

/y—►oo 


X 


X 


N 

2 私 


N 

Yj 




.0 ( 取 c , = ( x ， e ,) 即可），所以 { e , ， 


以，…}是基底.证毕 
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希尔伯特空间 H 中的 o . n .系 G ， ~ } 是一个基底，也就是说它是一个完全的 o . n . 系, 
还有另一个几何解释，即如果, ...， e N ， …}是 H 中的一个完全的 《. n . 系，则不可能再找到一 
个非0的 e 6 H ， 使 e 丄 & = 0，2 = 1，2,…， N ，".. 事实上，若有 e 6 || e | =1，而且 e _ Le t » i = 

1,2, …，则对 e 应用 （22) 式当有 

II e || 2 = 2丨 ( e ’ A ) 1 2 =0’ 

这与 II e II =1 矛盾.上面的论断之逆也是对 1 的，即是说 ：如果仏， …，~，… } 不是 H 中完全的 
o . n . 系，则一 ■定有 一 ■个 x 6 H ， 使 (21) 成为严格的不等式： 


但若令 


XI I ( 工’。） 1 2 < || 工 

1=1 




2 ( x ，。 ） ， 


这个级数在范数意义下是收敛的.因为考虑 D Cx , q ) e 之两个部分和 S Ni 与，则 
容易证明， 

n 2 

II s N -s N II 2 = 2 l(w)l 2 . 

由贝塞尔不等式，上式右方当 iVi 和 iV 2 — CO 时必趋于0,所以{&}是 H 中的柯西序列，因此有 


一 ■个 H 使 J e t ) e t . 显然 

z 二 1 


||^ll 2 =lim(S N ， S N )= g I (x ， d| 2 . 

于是 j 尹: r ， 因为由 { q ， …， &，•••} 不完全的假设我们已知上式右方 < || x II 2 . 但是我们可以证 


N N 

明（3^，4)= ( x ， q ). 事实上，若 N 充分大 (N > D ， （ S N ， e t ) = 2 (x * 6 j ) ( gj ， e t ) = ^ (工， e /) d t) 

i — 1 i — 1 

二 （x ， &) ，所以 （;y ， a ) = Cy — S N ， e t ) + ( S N ，心）二 (y — S N * e t ) + (x ， ). 但是 | Cy - S N ， ) K 
II y — S N || || e t \\ = II 3 ^ — S N || — 0 . 所以 （ 3;，q) = (x ， q) 对一 ■切 f 成立.即是说 (x — y ) I g : ，对 
一切 i 成立.令 e = x - 我们找到了 H 中的一个非0的，正交于一切 q 的元 e. 

现在再回到 L 2 空间.第四章中.我们着重指出，对于两个 L 2 ([0,2 ti ]) 函数 /( x ) 与 g ( x )， 

定义 

(fy g) = f (x )~g Cx) dx ( 23 ) 

J 0 

成为一个内积.在这样的内积下， L 2 ([0,2; r ]) 是一个复内积空间.而且因为 L 2 (0,2 tt ) 是一个完 
备空间（里斯-费希尔定理），所以这是一个希尔伯特空间.它是一个可分希尔伯特空间，因为它 


具有一 ■个 完全的 o . n . 系 



， 7Z = 0, ±1，±2, •••. 


对于其中的任一元/， 


(/，〜） 



/(： c)n 
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除了相差一个常数因子外就是 /( x ) 的傅里叶系数，而对 L 2 ([0,2; r ]) 函数，公式 

| / (x) | 2 dx 二 I (/， & ) I 2 

」0 ?2 = 0 , 士 1 ，… 

是已经证明了的. 

重要的事实是， L 2 ([0,2；!]) 是一个“典型的”可分希尔伯特空间.事实上，任给一个可分希尔 
伯特空间 H ， 定理9告诉我们，它一定具有一个完全的 o . n . 系 {&} ，^ = 0, ± 1，…，± n ，… . 这里 
我们对其指标 z 重新作了编号，使它可取一切正、负整数值.我们现在在 H 与 L 2 ([0,2; r ]) 中建 
立如下的一一对 应:对 7^ H ， 我们可以作函数 

与 7 ■相对应.这里 /； = (7% 4) .这个函数确实是存在的，因为 

f = ⑽ 

J 

而由于 H 是一个希尔伯特空间，由 （21) 式， |/；| 2 < + c «. 因 此这个级数在 L 2 ([0,2 tt ]) 中收 
敛.所以可以记其和为 /( x )./ GL 2 ([0,2; r ]) 而且 

fj = 广 /( x ) 备 n 

反之，若有一个 fix ) eh 1 ([0,2 tt ]) ，则可用上式作其傅里叶系数/；，而用 （24) 式作一个7"，很容 
易证明 片 H •总之， L 2 ([0,2; r ]) 与 H 有一个保持线性关系的同构.在这个同构关系下，内积和 
范数都不变 ：设有 另一个 gGH , 对应于另一个 g ( x ) GL 2 ([0,2；!]), 它们的傅里叶系数是& = 

( g ^ e .) = I g " 则由帕塞瓦尔等式有 

J Jo 72 ^ 

ll / ll 2 = s I /, I 2 = ll / ll 2 ^ 

J 

( f ， gK 2= Y]fjgj = 

所以这种对应保持内积与范数均不变.总之是 b 距同构.希尔伯特空间除了有线性结构以外，就 
只有内积与范数，决定了其所有性质.在这个意义下，所有的可分希尔伯特空间，本质上都是 
L 2 ([0,2 tt ]). 

关于度量空间以及赋范线性空间我们就讲到这里为止.度量空间的另一些性质如紧性与连 
通性就都移到下节去讨论.这一方面是由于本节篇幅太长，同时也只讨论度量空间，而紧性与连 
通性在一般的拓扑空间中讨论更合适，所以宁可在下一节讲.在那里可以更清楚地看到,度量空 
间中的紧性与一般拓扑空间中的紧性有什么区别. 

§ 3拓扑空间 

1. 拓扑空间的基本概念 度量空间是最直观的拓扑空间，它通过两点间的距离来定义开 
集、闭集、邻域、收敛性等等，与微积分中的讲法很接近.而且在这个基础上我们特别建立了巴拿 
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赫空间和希尔伯特空间.那么为什么还要进一步抽象化呢？ 一方面固然是因为确有不可定义度 
量的空间（然而这类空间并不常见，有许多是属于“病态空间“之 列）； 另一方面，有许多情况下使 
用度量并不方便,这样就使得我们进一步考虑，在度量“后面“是否还有更深一层的结构？我们弄 
清楚了这些结构，就能更深刻地理解微积分学的一些概念、方法之实质.例如在§1中关于紧性 
的问题就有一个未证明的定理，讲到紧和列紧——即一个序列是否有收敛子序列的问题，又如在 
那里讲到连续函数的一些性质，我们只说关于连续函数可以取中间值的定理和其它两个性质(达 
到最大最小值以及一致连续性)是不相同的，它涉及连通性.那么什么是连通性呢？我们学过的 
微积分知识中还有哪一些是涉及连通性的呢？因此，我们的目的并不是要去研究一些很特殊的 
空间.虽然我们主张，如果一个空间很有用，就应该去讨论它，哪怕不太容易也要讨论.我们的 
目的在于探究一些更深刻的结构，以便用来解决更多的问题. 

举一个例子，设函数 y = f ( x)^x = x Q 点连续，其定义是任给一个 e >0, 必有相应的 8 ( e ) 
>0存在，使当时， |^-/( x 0 ) |<£.如果用邻域的语言来陈述就是 ：设有 /( xj 的 
一个邻域 V ,必可找到的相应邻域 I /,使得 /( t /) CV . 这里， e 和3分别是用以度量 V , L 7 的 
两个数.也就是说，邻近的程度是用数来刻画的.现在要问，如果不用数的大小可否仍然讨论 
“邻近”的概念？当然这样做会产生一些困难，例如 /(&,) 的邻域 V 若用 |； y -/(&)|< e 来刻 
画，则两个邻域可以“比较大小”，可以讨论一串邻域逐渐趋向一点等等，如果没有度量，这些概念 
如何刻画？把这一类问题暂时放在一边，应该说，“邻近”的概念是否一定要用度量来刻画是一个 
问题. 

如果不用度量来刻画，就只有用公理化的方法来“定义”什么样的集合可以说是:或 fix ,) 
的邻域，例如至少应该要求 x 0 6 ( x 0 的任一邻域）…… 

认识到有必要这样来讨论空间中有关连续性的问题或称为拓扑问题，经历了一个漫长的时 
期.可以追溯到19世纪后半叶，其奠基者应该算是黎曼.到了 20世纪初，人们才得到了共识，有 
了拓扑空间的理论.这个理论采取了公理化的形式，也是那个时代数学的总的潮流决定的.对于 
一个空间的拓扑性质，即有关连续性的性质，可以从一个或几个基本概念开始讲起，至于选取哪 
一个概念，有不同的作法.有主张从邻域开始，有主张从闭包开始，而后来大家公认的讲法则是 
从开集开始.这段历史我们不能细说了，只是要提醒，当年拓扑学的发展是为了更深刻地研究许 
多数学和物理学问题——一个重大问题是天体力学问题，而不只是为了对数学概念作更精确的 
描述. 

下面我们就按拓扑学发展的这种精神，从最基本的概念开始作公理化的叙述. 

定义1 空间（即一个集合) X 之一个拓扑 r 就是指 X 的一族子集 仏其 中之元(都是 X 的子 
集)称为开集， r 应该适合以下的 条件： 

( i ) X 和 0 都是 开集: XGr,06r; 

( ii ) 任意多个 r 中之元，即任意多个开集之并仍为 开集： IJ^er ( LT A Gr ) ； 

A 

( iii ) 有限多个 r 中之元，即有限多个开集 认，… ， U N 之交仍为开集，即 GGr . X 赋以 
这样的拓扑后称为一个拓扑空间. 

上一节中我们看到在度量空间 X 中，以球为基础，定义了开集.我们还特别约定空集是开 
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集.全空间是开集则很容易理解.球是一个与度量（半径长）有关的概念，所以那里的开集并非是 
先验地加以规定的，它是否有现在的定义中的 （ i ) 〜 （ iii ) 的性质，是应该证明的.我们也确实证明 
了它们 （ § 2定理 2). 这样我们看到，在度量空间中按§ 2定义4所定义的开集，确实符合现在所 
给的开集的定义.于是读者会问，按现在的定义所给的开集，对于度量空间，是否恰好就是§2定 
义4的开集？这是不一定的.因为§ 2定义4如上所述是以度量为基础的，而这里的定义完全不 
涉及度量.从完全不涉及度量的定义出发，要能推导出基于度量的概念，是很不容易的 .一 定要对 
X 加上一些限制才行.这时，我们就说 X ( metrizable ). 而且重要的是，同一个集合 X 

(我们暂时不用空间这个词）可以赋予完全，构成完全不同的空间，怎么可能都是度量 
空间呢？大家都会看到， x 上至少有以下两种 拓扑： 

i ) ( X ， r (> ) ( r ( , 就是指适合定义 1 的 （ i ) 〜 （ iii ) 的开集族或者称为一 ■个 拓扑），这里 r ( , = 
{0, X }, 它显然适合定义1之要求称为平凡拓扑. 

ii ) (Xt r t ) » rj = (X 之所有子集 } .当然 0 和 X 都是 X 的子集 . q 称为离散拓扑. 

iii ) 如果可能在 X 上引入度量 p 则可以用这个度量来定义§ 2定义4那样的拓扑，因此， 
这种拓扑称为度量拓扑. 

于是我们看到，任给一个集合 X ，都至少可以赋以 r (> 与 q 两种拓扑.但判断一个集合是否 
可以赋以度量拓扑则是很困难的事.这样我们也就看到，度量空间只是一种很特殊的拓扑空间. 
因为同一个集合 X 可以赋予不同的拓扑而成不同的拓扑空间，所以有时我们也把有关的拓扑 r 
写出来而记一个拓扑空间为 （ X ， r ). 

同一集合 X 可以赋予不同的拓扑，这就产生了拓扑的比较问题.设同一集合 X 上有两个拓 
扑 r 与即指定两个子集族满足定义1的各项要求，并分别称其中之元为 r 开集与 〆 开集.若 
一切 r 开集均为/开集，即由 UGr 可得，就说 r 弱于（粗于） 〆 ，同时也就说/强于（细 
于） r . 所以，平凡拓扑弱于一切拓扑，而离散拓扑则强于一切拓扑.但是并非任意两个拓扑都可 
以比较强弱. 

定义 2设 ( X , r ) 为一拓扑空间.称为这个拓扑空间（或简单就说是“这个拓扑”）的 
闭集，如果其余集 U C = X \ L 7 是一个开集. 

闭集有下面的性质(证明很容易，故略 去）： 

定理 1若 ( X ， T ) 之闭集族记 为界则 

(0 x ,0 e ^； 

Gi ) 有限多个闭集之并仍为闭集，即若 k ，…，久则 IJ u A e ^； 

A 二 1 

( iii ) 任意多个闭集之交仍为闭集 ：即若 

定义3 设 ( X , r ) 是一个拓扑空间，: c 的邻域是指适合以下条件的 X 之子集乃（: T ) ;工 e 

n ix ) L/：xG U(ZO ( x ). 

S ： fiX 517 i 3 C 5( 度量空间中邻域的定义）是一致的，: r 之邻域的集合称为: c 之邻域 
系，记作< . 

定理 2设 ( X , r ) 是一个拓扑空间，必为 xGX 之邻域系，则 
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( ii ) 茭 u N ej /^ MC \ u k ejv x -, 

k = l 

( iii ) 若 G ^ ，则: c 必有一个邻域 U ，使 U 为 U 中任一点的邻域. 

( iv ) 若 LTGA , 则 ve ^ K ； 

定理 1,2 之证明均略去，因为它们与度量空间中的相应定理 （§ 2 定理3,定理 4) 完全一样. 
开邻域的概念，以及关于 X 和0既为开集又为闭集的讨论在这里也适用. 

关于开集与邻域的关系，很容易证明 

定理3 设 ( X , r ) 是一个拓扑空间， ACX 非空， A 为开集之充分必要条 件是： A 是其每一 

证必要性 是明显的，因为定义 3 中的 DCx ) 与 L 7 可以都选为 A . 

充分性 设对任一点： cGA , A 均为其邻域，由定义3必存在开集 K ，使: cGKCA , 取 A 

中所有的点 x , 并取 K 之并，于是 { x } c ( JU " x CA , 亦即 AcljK 匚 A , 所以 A = [ jU x . 由开 


集的性质 ( ii )， A 是开集. 

下面我们把度量空间中集合 A 的内域、闭包等概念也都移到拓扑空间 （ X , r ) 中来.这里的 


结果与§2的定义6、7和定理5也都是一样的，所以证明全都略去. 


定义4 设 ( X , r ) 为一拓扑空间， ACX , xGX . 

( i ) : c 称为 A 之内点，如果: r 有一个开邻域 UCA ; 


( ii ) x 称为 A 之外点，如果 x 是 A 之余集#之 内点; 


iii ) 


若工既非 A 之内点，又非 A 之外点，则称 


是 A 的边界点. 


定义 5 同上， A 之内点的集合称为 A 之内域，记作 i 或 intA ; #之内域的余集 


[ int ( A ') ? 称为 A 之闭包，记作边界点之集合记为 bdA = X - [A U ( intA f )], 称为 A 的边 


定理 4 i 是一切含于 A 中的开集之并，所以是含于 A 内的最大 开集; I 是一切包含 A 的 
闭集之交，所以是包含 A 的最小 闭集; bdA 也是闭集，而且 

A =A UbdA = AUbdA ， 

A =A \bd A=A \bd A . (1) 


从这个定理还可以看到， A 为开（闭）集的充分必要条件是 A = A (A = A ). 

我们还要引入一个很有用的概念——导集.为此先给出以下的 定义： 

定义 6设 ( X ， r ) 为一拓扑空间， ACX , x 6 X 称为 A 之极限点，如果 x 之任一邻域 D ( x ) 
中均含有 A 中除: c 以外的其它点，极限点之集合称为 A 之导集，记作 A ' 

极限点的概念很明显是通常微积分教材中讲到的点的序列之极限点的概念的推广.我们不 
妨看一下，: r § A / 是什么意思.由定义6，工§八 / 显然是指工有某一 邻域乃 （: r ) 或者与 A 不相交， 
即其中不含 A 之点，这时 X 是 A 的 外点；或者乃 Gr ) 中只有一点 xGA , 这时 X 是 A 的孤立点， 
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所以极限点就是在 X 中除去 A 之外点以及 A 之孤立点后余下的点.极限点也称为聚点. 

我们在§ 1，§2中都讲到了处处稠密的概念，而且看见了它在微积分以至整个分析数学中 
的重要性.现在我们可以给它一个正式的定义. 

定义 7设 ( X , r ) 是一拓扑空间， X 之子集 A 称为在 X 中稠密，就是指 A = X . 

在微积分中我们经常会遇到这样的情况，即要在一个拓扑空间的某一子集 A 上讨论一个数 
学问题.最简单的例子是讨论函数 /(& ，…， x „) 在某点&= ( x ? ，…， x =) 的连续性.如果这点是 
/之定义域 A 的内点，自然没有任何困难.如果 ％ GbcL 4, 则条件 lim /( x ) =/(&) 应该改成 

X 一： Uq 

lim / ( x ) = f ( x 0 ) .如果 / ( x ) 是一 ■兀 函数，而 A 是一'个区间 [ a ，6 ]，我们通常都说在其端点应该 

x G A 

用左、右连续来代替连续.但若 /( q ，…，:^)是多元函数，而八是^的某一子集，则 bdA 的构 
造可以非常复杂.这时把 A 本身就当作一个拓扑空间就方便多了.因此，我们宁可用 （ A ， rO 代 
替 ( X , r ). 问题是/如何选择.我们当然希望/与 r 有关.所以我们一定选用所谓子空间拓扑. 

定义8 设 ( X ， r ) 为一拓扑空间，而 ACX ， 在 A 中定义拓扑 如下： U(ZA 为开集，当且仅当 
LT = VflA , 而 V 是 （ X , r ) 中的开集 . A 上的这个拓扑称为子空间拓扑.若记它为我们用 
( AdDcO ^ r ) 表示不仅 A 是 X 的子集合，而且/是子空间拓扑（又称为 X 在 A 上诱导的拓 
扑，诱导拓扑或相对拓扑）. 

以下凡说到某拓扑空间是 X 的子空间时，总是指其上赋有子空间拓扑.当然这里应该验证， 
/确实是拓扑，即它适合定义1中的①到 ( iiD ， 这是很容易的，所以留给读者自行验证. 

这样一来，关于左、右连续，读者自然会看出，即是在子空间拓扑下的连续性.而且读者不妨 
证明一下一个简单的事实:若&是 A 的孤立点，则任一定义在 A 上的函数/(工）在 x a 处都连 
续.这个例子会帮助读者不必费很大的劲去专门讨论 bdA 的构造. 

拓扑学的主题不但是拓扑空间，还有拓扑空间之间的映射.其中最重要的是两个拓扑空间 
( X ， r ), ( Ld 之间的连续映射. 

定义9 /: ( X , r )—( Ym ) 称为连续的，如果 （ Ya ) 之每个开集 V 在/下的原像/ _1 ( V ) 

=U 

fi 是我们分教材中习惯的是一个映射（一个函数）在：^点的连续性，而/在整个区 
域上为连续即指/在每点上均为连续.在一般拓扑空间中我们也可以这样做，而有 

定理5 /： ( X ， r )—( Ym ) 为连续，当且仅当/在 X 之每一点％均为连续，即对 / Cr (> ) 在 
( Y , cr ) 中之每个邻域 v fCz ；^ 可找到 & 在 ( x , r ) 中的一个邻域 L 4 ，使 /( t/ x ) ey fCx ). 

证 （ i ) 必要性 设 / 为连续，任取一点 &， 并记 /( x „) 二 >， 任取 > 在中的邻域 
V ,自然有 / _1 (VO = L /[ X , 今证 L 7 必为的邻域.首先， L 7 是明显的，其次 V 既是％之 
邻域，必有含％的开集显然 x o e / _1 (%)(= 17,但由假设，/是连续的，开集％之原 
像 / _1 ( Vj ) = U x 是 （ X , r ) 中的开集 ，而： c (> G 所以由邻域之定义， L 7 是之邻域，而且 

f ( U ) = V ，故/在每一点&均为连续. 

( ii ) 充分性 设/在 X 之每一点处均为连续，任取 （ Y , d 中的开集 V ,今证 / _1 ( V )是 X 之 
开集.如果厂 1 ( V ) =0,0当然是 ( X , r ) 中的开集.如果厂 1 ( V )7^0, 则令 x D 为 U = f~ l ( V ) 
中任一点， / Cr (> ) 即成为 V 中之任意点.由邻域之性质，开集 V 是其任意点之邻域，故由假 
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设应有之邻域[/%使从而但[/%中应有一个开集包含 x D 点，我们就 
用记这个开集，所以可设为开集.如果&遍取 L 7 中各点，则 

U= U Wc U u XQ cu. 

Xq^: U U 

所以 t /= LJ 右方是开集 t /% 之并,所以也是开集.即是说/ _1 ( V ) = t / 作为 v 之原像是开 

U 

集.因此/连续.证毕. 

读者应该注意，连续性的定义为“开集的原像仍是开集”，而不是“开集的像是开集”.即是说， 
若 L 7 是( X ， r ) 之开集， /( L 7) 不一定是 （ Y % 之开集.如果一个映射/: ( X ， r )— ( Y , cr ) 映 X 中 
之一切开（闭）集为开（闭 ） 集，即上述/ ( L 7) 为开（闭）集，这种映射称为开（闭 ） 映射，开（闭）映射 
的概念在许多数学问题中很重要，但无论如何，它不必是连续映射.我们不来举例了，只是再提醒 
一下，必须把开映射和连续映射区别开. 

在许多数学分支中还会遇到以下的 问题： 已知如果在 X 或 Y 中已赋有了拓扑， 
问在 Y 或 X 应该给怎样的拓扑才能使/为连续？例如已给了拓扑空间（ X , r ), 则对于 Uev 
(即对 r 中的开集 U ), 记 f ( U ) = V ,我们有 U = f~ l ( V ).如果我们定义这样的 V 就是 Y 中一 
个开集，如果这能够构成一个拓扑〜则/: ( X , r )—( Ld 显然是连续的.因为7中的开集，就 
是按照 r 中开集 U 的像来定义的，亦即按照其原像为 r 中的开集这一要求来定义的.问题是这 
样的7是否为一拓扑.显然，0与 y 都属于因为其原像为0与 x 都是 r 中的开集.若 y A e ^ 


对一切 A 成立，而且 G = 厂 1 ( V A ) ，则 G 为 r 之开集，而也是 r 之开集，但 /( IjR ) = 

A A 

U /( Ua ) = U %，所以 IJ 此外，对有限多个％€〜6 = 1 , 2 ,-,#,令其原像为 14 = 

AAA 

则 u^r, 而 n 但是 /(n iv = pi/ ( 认 ） =n % ，所以 n %，既然其原 

左二 1 k 二 \ k =1 k =1 左二 1 

N 

像是 r 之开集，则其本身应是 Y 中之开集，即% 6 7.所以这样作出的 fj 确实是一个拓扑.如 

々二1 

果在这样的7之外再添加哪怕一个子集^作为开集，则 i 之原像 G 必不在 r 中，因为 r 中之子 
集都被/映射到5内而不可能在5外.所以，只要 Y 中再加一个“开集”也会破坏/的连续性.所 
以我们说7是使/连续最强(细）的拓扑. 

与此相似，若在 Y 中已有拓扑^，令我们定义 V 在/下的原像 L / = / _1 (¥)为 X 中 
的开集，和上面一样，这样定义的开集族 r 确实构成一个拓扑而且/: ( X , r )— 是连续 

的,但若把 r 中的开集减少一个 G = （^ ) ,则7开集^之原像 G 不再为开，因此/不再连续. 
这就是说，要保证/为连续， r 中的开集一个也不能少.所以定义5开集之原像为 r 开集，这样得 
出的拓扑（上面我们已说了这样的 r 确可证明为一拓扑）是使/为连续最弱（粗）的拓扑.总之， 
若 X 中已有拓扑 r ， 以 /( U )， UGr ， 作为 Y 中的开集，可以得到使/为连续的最强的 拓扑； 若 
Y 中已有 拓扑〜 以 / _1 ( V )， VGcr 作为 X 中的开集，可以得到使/为连续的最弱的拓扑. 

现在得到了一个最重要的概念. 


定义10 


设/: (D — 


( Y , cr ) 是 ( i ) 一个——映射，即一对一地把 X 映到整个 Y 上； ( ii )/ 
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是连续的； （ iii ) /_ 1 也是连续的，则称 （X ， r ) 与同胚 （ homeomorph ) ，/为一 ■同 胚映射 （ ho - 
meomorphism ) . 

注我们用了 一 * 一 ■映射 ( bijection ) 一 ■词， 常用的还有单射 （ injection ) 与满射 （ surjection ) 两个 
词.前者指 Y 中任 ：： r i 7 i 果有原像，则原像为唯一的•指 Y 中一 七刀1 都是 x 中某点的 
像，就是/把 X 映到 Y 上，而不只是 Y 内.前者是说方程 / Cx ) =3；如果有解，则解必是唯 一的； 
后者则说，方程 / Gr ) = ; y 对 Y 中的一切 ;y 都有解(但不一定是唯一的）.一个映射如果既是单射 
又是满射就称为是一 ' 一'映射.这时/ ( x ) = y 对任意 G Y 都有唯一'解存在. 

同胚的拓扑空间可以看成相同的空间，因为拓扑空间的基本定义就是开集， X 与 Y 同胚表 
明，不但 X 与 Y 作为点的集合，是通过/实现一一对应的，而且^与7作为子集族，也通过同一 
个/实现一一对应.如果粗略地说， X 与 Y 的一切拓扑性质都是以开集为基础来定义的，则在经 
过同胚映射后，开集是一一对应的，因而 X 中开集的性质也都移到 Y 中的开集上而没有改变.把 
这一点说明白 一点： 所谓拓扑性质就是经同胚映射不变的性质.因此，同胚的拓扑空间可以看成 
是相同的拓扑空间.这一点经过下面的例子就看得很清楚，下面的几个例子在整个数学中起重要 
的作用，虽然限于2维情况，其重要性并不稍减. 

2. 拓扑空间的几个例子 

考虑 n 维单位球面 5 T : 

2 I 2 _ -I 

X x + *** + X „+ 1 =1. 

我们只考虑2维球面 S 2 ,并记上半球面(不带边的）为 

S ' = {x G R 3 » Xi + ^2 + ^3 — 1» x 3 >0} 

(图 6-3-1) 它的闭包则是 S 2 n U 3 >0}. s 2 + 的边界是平面 x 3 =0 上的单位圆周，即 S 1 . 
我们又记 D 2 为平面 x 3 = 0上的单位 圆盘 ： xf + d < l , 

其边界即 S 1 , 而闭包 D 2 是闭圆盘 g + 同样可以 

考虑下半球面 S 2 _. 在球面 S 2 和平面 R 2 :_ r 3 =0 上都按 
我们直觉习惯的方式规定哪一些集合为开集，于是我们得 
到两个拓扑空间 S 2 与 R 2 . 我们要看一下怎样稍作修改即 
可建立一种同胚关系. 

建立这样的同胚有多种方法，有一个最常见的称为@ 

极射影 (stereographic projection ) ，其方法是由球面 S 2 的 
北极 iV (0,0, l ) 与球面 S 2 上一点 A 联直线，它交 R 2 于 
点.这里我们取 R 2 为赤道平面& =0. 于是我们让 A 

点.直觉告诉我们，这个对应是一对一的，而且是双 
方（即指映射 A — A ' 与逆映射 A ) 都是连续的，现在 图 6-3-1 

我们来计算一下.以下凡是上加一撇的都代表 R 3 中的平面 R 2 ： x ；=0 上之对象，否则代表球 
面 S 2 :g + g + 4 = l 上之对象，相同的字母代表相对应的对象.我们把 NS 与 NA 所决定的 
曲面与平面画在图 6-3-1 中，并设 O 即原点， OiV 为 ： c 3 轴， OA 为 X 】 轴.这里 j = 1，2，而我们 
得到的结果也对 j =1,2 均成立.于是我们有 ON = 1, OA ^ = x^,BiV = 1 - x 3 ,BA = 由于 
△ NOV ⑺ ANBA , 所以 
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Xj = Xj /(1~ x 3 ) ^ j = 1^2. (2) 

现求它的逆映射，将 (2) 平方后对 j 求 和有： 

|| x' \\ 2 = ^ x j 2 = 2 工 ;/(I - 工 3) 2 

J=1 J=l 

= (1 - X3 ) /(I - X 3 ) 2 = \ — —. 

1- 工 3 

这里我们利用了 AGS 2 , K # i ； g + d = l .由上式得 

尸1 

1- ： c 3 =2/( l + || X ’ I 2 ). (3) 

由此即知 A — A ' 把 R 2 与除去 iV 点（即 x 3 = 1处）的球面 S 2 双方一对一且双方连续地对应起 
来. 

注意1的情况.这时 II / II — +如果我们认为 R 2 上当 || / || — + co 时的点都是一 
个点，而且认为是无穷远点，或者说把这个“极限”看成一个点添加到 R 2 上，就得到“扩充的” R 2 : 
R 2 U {^}. 而且我们就说扩充的 R 2 上只有一个无穷远点.于是“扩充的” R 2 与 S 2 是互相同胚 
的，球极射影 (2) 与 （3) 就是一个同胚映射.于是按上面所讲的， R 2 LK %} 与 S 2 应看成相同的拓 
扑空间.例如 S 2 上北极 iV 的邻域就变成扩充的 R 2 上无穷远点的邻域.例如 ， || xl >R>Q(R 
是任意正数）就是无穷远点的一个邻域. 

这个观点在研究复变量的函数时特别有用.我们在第三、四章中讲过解析函数的微分与积 
分仍是解析函数，并且认为解析函数都定义在复平面 C 上的某个区域（甚至就是 C 本身）中 ， C 
就是 R 2 . 所以我们是在未扩充的 R 2 上讨论解析函数的.如果有某个函数 / G )， 令 z = l A ， 而得 

到函数 fix ) = <p ( t ) ， 它在 0< k I 中解析，如果 p G ) —直到 t = Q 都是解析的，我 

们就说 / G ) 在 2 = co 处也是解析的.这种观点可以说是在未扩充的 R 2 上把解析函数 / Ce ) 解析 
延拓到 R 2 LH %} 上.直到现在我们都是在未扩充的 IT 讲微积分的.现在许可采用另一种观点， 
即在扩充了的 R 2 , 即 R 2 U (%}上补充这个函数，而把无穷远真正看作一个点.但这个观点与第 
一章绪论中讲的“实无限”还有区别.如果看到， R 2 LH %} 其实就是 S 2 , 而北极 NGS 2 是其上一 
个“普通的”点，这是任何人都能接受的.所以把{%}看成扩充的 R 2 上一个“普通的”点也是十分 
自然的事.我们说这与“实无限”还有区别是因为讨论“实无限”时，我们甚至不需要找一个北极之 
类的对象来与之相应.但是这里究竟会遇到0时这个 CO 究竟不是通常的数.解决这个 
问题的办法是 ：不要 奢求一下子就在整个 S 2 上讨论函数而把 S 2 分成几个 部分： 一部分不包括 
北极 iV , 例如就是 R 2 中的 M < 只 ，在这一部分里讨论函数时，我们取2为自变量，或者说以2 
为“局部坐标”.另一部分则包括北极 N , 也就是包括“扩充的” R 2 的“无穷远”点，例如 M >& 


(& 与 R 不一定相同而可取只只），这时我们就换一个新的局部坐标？，而在 | z | <+( 注意， 
包括？=0,即 z = 中讨论函数 / QA ) = 这两个部分可能相重，例如在 R ^ jz^R 


中，我们则允许采用任一个局部坐标，而两种局部坐标 Z 与 z 之间有一个“转换关系” (transition 
rel a tb n )z = lA . 这个十分自然的观点在现代数学中起了极大的作用，而拓扑的观点是其关键. 
下一章我们将要详细地展开它.至于在复变量函数的研究中，也就是在复分析中，在扩充的复平 
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面上讨论解析函数也是极富成果的.这个扩充的复平面就称为黎曼球.这是黎曼对整个数学的伟 
大贡献之一. 

可能使读者感到意外的是, R 2 不仅有这一种扩充的方法.为了解释这一点，我们从一个表 
面上看来全无关系，甚至显得有些不自然的问题开始.不过我们声明一点，由于避免篇幅过长，以 
及避免还要更多的准备知识，下面关于射影平面的讨论将更多地依靠直观，而不甚严格.但是这 
里讲的结果都是正确的，都有严格的解释和证明. 

考虑 R 3 中过原点之所有直线之集合 X ,我们把每一条这样的直线看成一个点，并用下面的 
方法对这些点的集合赋以拓扑，并讨论这样得到的拓扑空间.设一条这样的直线有方向数（~, 

3 

a 2 ^ t 2 3 ) f 这些&不能同时为0: U af #0,于是，任取一 ■个非 零实数 A (尹0)，» Xa 2 > Aa 3 ) 仍是 
同一条直线的方向数，所以我们 4 能说每一条这样的直线 Z 必与唯一一组 （ ai , a 2 , a 3 ) (其中 

2 一一对应，而应该在这些三元组之间建立一个等价 关系： 

t 二 1 

( Qfj ， ) 〜 （/?1，/?2，卢3 ) ㈡ 3 A #0使， a 3 ) = A ( A ，[^ 2，曰3)， 

这里 ( a l , a 2 , a 3 ),[3= (/^ , ft , ft ) 都属于 R 3 \ (0}, 这些 a ,/? 称为这条直线的齐次坐标 （ ho ¬ 
mogeneous coordinates ) 其实并不是严格意义下的坐标，因为直线 Z 与方向数 a 并非一 ' 一 ■对 
应,它只与 a 在关系 〜下的 等价类一一对应.这些等价类之集合我们记作 R 3 /〜，称为 R 3 对于〜 
的 商空间 （quotient space ). 商 S 间的概念是数学的基本概念之一 *. 其实我们过去已见过很多. 
例如周期运动，一个质点沿单位圆周作旋转,其所走的路程当然构成整个实数域 R ， 但是每转一 
圈（正向或反向 ）， 这个质点都回到原来的位置，所以如果不问它已转了多少圈，而只问它现在在 
圆周上的位置，则运动路程 S 和 S + 2々71 ， A G Z 其实代表同一 ■位置 或称相位 （ phase ). 所以我 
们用 S~S + 2 A ; r 表示这个情况.这个质点走过的路程 SGR ， 但其相位之集合则为 R /〜 = 
RAtiZ . 相位空间是路程空间关于旋转整数周的商空间.现在回到原来的问题.在 X 的每个元， 
即一条过 O 的直线 Z 的等价类中选一个代表元.为此，在 R 3 中以 O 为心作单位球面 S 2 : 4 + 
： c 2 2 +工 2 3 = 1，于是每一个 Z 均与它交于两点，设其一是 j : (用交点在 R 3 中的直角坐标来表示）， 
则另一'交点是 -_ r ， 这两点位于一'条直径的两端，称为对径点 (antipodal points ). 我们可以有两个 
说法，一是在这两个对径点中任取一点为其代表元,例如取位于下半球面 S 2 _ 上的一点代表 Z , 但 
这时位于赤道平面上的一对对径点，例如图 6-3-2 中的 a 与/又 如何？我们也可以规定取前 
面的一点.或者我们把 S 2 当成地球表面，认为 NA 为始初子午线，并由它开始计算经度，并且取 
经度在 [0, ； 1) 中的点为代表元，这样 X 中的每一条直线均与 S 2 _ U { 前半条赤道 } 上的点一一对 

应,我们记 S 2 _ U { 前半条赤道}为，则 X 与作为集合是一一对应的.这样的说法固然直 
观，但是太多人为而不自然的痕迹.尤其是，在应用它作具体计算时很不方便，因此我们又想到利 
用商空间的技巧，即认为: r 与 - x 互相等 价:: r 〜 工），而 X 与 S 2 /{ x 〜 （- x ) } —一对应.对此 
有一个重要的说明：第一种说法的好处仍然在于其直观性，回到上面讲的绕圆旋转的例子，起点 
位于5： =0 与 S = 2; r ， 其实是一个点，就是说，如果把线段 [0,2; r ] 的两端“粘合”起来，它就是圆 
周 . S = 0 与 S =2; r 是等 价的： 具有相同相位，我们就把它们“粘合”在一起.把这个想法用于我 
们的 例子： 首先把去掉，只看下半球面，然后再把下半球面的边缘——赤道——上所有的 
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对径点，例如图 6-3- 2中的 a 与/，粘在一起，这样就可以得到1 2 _，而仍有 X 与>_作为集合 
一一对应.到这里读者会问，具体怎样粘法？举一个日常生活中的例子，如果你擀出了一张圆形 
的饺子皮，为了准备包馅，先把它拢成碗形,我们说这就是 S 2 _ ，可是最后怎样按上述要点捏成一 
个饺子呢？——要求饺子皮边上的每一对对径点要捏在一起.我们直觉的经 验是： 这是捏不成 
的.您可以做一个黎曼球那样的“饺子”，但做不成 S 2 _ 饺子.为什么做不成？数学上可以证明，只 
有在4维空间才可以做成.这里我们回避了许多重要的数学问 题：什 么是商空间？它有什么性 
质？什么叫在4维空间才能做成？这些属于拓扑学的范围.但是为了看出它的困难所在，我们 
不妨再退一步，如果只是部分地把对径点捏到一起了，例如已把 S 2 _ 边缘上用虚线画的两段粘在 
一起了 m 点粘住了点粘在“上，这成为一个什么？把“饺子皮” S 2 拉成一条长方形，把它 
的右端 /转 180°后粘到左边的 M 上就得到下面那个著名的曲面——默比乌斯带 （ M 6 bius 
strip ) (图6 - 3 - 3) .如果上面我们不把 a /转180°，而允许 a ' 粘到6点，6 ' 粘到 a 点，就会得到 
一个柱面,它有上、下两个边，是两条曲线，可是默比乌斯带的边只是一条曲线.请问，怎样把余下 
的部分 ab ， 与 a ， b 按我们的要求粘在一起呢？ 



图 6—3— 2 图 6—3— 3 


回忆一下，我们在第二章中介绍了黎曼曲面，那也是一种无法在我们朝夕生活于其中的 R 3 
中实现的.数学中出现了这样一些研究对象，并不只是由于想把微积分的基本概念弄得更明白， 
例如黎曼提出黎曼曲面是与他研究所谓阿贝尔积分密切相关的.更进一步，他终生思考的问题 
是，我们生活于其中的空间的物理本性究竟是什么？对于空间的研究与物理学的许多重大问题 
相联系.拓扑学的创始者之一庞加莱研究拓扑学开始是出于天体力学的所谓 n 体问题，于是非 
常自然地出现了种种奇特的空间结构.正是为了研究这些空间结构，才进一步感到必须把一些最 
基本的概念弄清楚.这已经是20世纪初年的事了. 

现在再回到上述关于 X 与 S 2 _ 的研究.我们可以再提出一个与它们同胚的空间.在 S 2 的南 

极 iV 处作一个切平面: r 3 = -1, 在这个平面与间先建立一个作为集合的——对应 ：若在 S 2 
上有一点 P ， 联结 OP 交: c 3 = - 1于 h (见图 6-3- 4)，反之，若在 x 3 = -1 上有一点 h ，联结 
^巧交 S 2 于 P . 这样我们令 P 与巧对应即得 S 2 — 与工 3 = -1 的对应.注意，这个对应还没有拓 

展到上，因为联结 O 与赤道上一点例如 a 点，将得到一条与： c 3 = -1 平行的直线，它与: r 3 = 
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1不会在任意有限远处相交.所以，若想把这个一一对应拓展到整个1 2 _上，就需要在此平面上 
添加一些理想元素，就如同把复平面变成扩充复平面要增加一个无穷远点2 = CO , 使它成为黎曼 
球一样.但是我们不能简单地在 x 3 = - 1上再添加一个点.因为在扩充复平面时，我们的目的是 
要把复变量的解析函数推广到2 = CO 附近，为此我们要利用 z ^\/ t 以保持 / G ) 的解析性质，而 
在变换2 = 1 A 之下，扩充的复平面上只许可有一个无穷远点 2 = 与/ = 0相应.现在我们拓展 
: c 3 = -1 的目的是什么呢？我们希望拓展后的平面尽可能多地保持欧氏平面的性质.在欧氏平 
面上有两个互相对偶的 性质： G ) 经过两个不同点可以作一条且仅有一条直线联线. （ U ) 两条直 
线，如果不平行，则必有一个且仅有一个有限远处的交点.请注意，第二个提法就是著名的平行线 
公设.这个公设在欧几里得《几何原本》中表述如 下：“ 若一直线落在两直线上所构成的同旁内角 
和小于两直角，那么把两直线无限延长，它们将在同旁内角和小于两直角的一侧相交直到 
1795年，普赖菲尔 (John Playfair ) 才把这个公设改述为我们熟悉的形 式:过 直线外一点可以作一 
条,且仅可作一条与此直线平行的直线.所谓平行直线，《几何原本》卷 I 之定义23是说，即“向两 
方无限延伸，而在两个方向上彼此不相交的直线可见，欧几里得是非常谨慎地避免说到“在无 
穷远处相交”一类的话，因为什么是“无穷远处”在数学上是没有定义的.现在我们扩充平面 x 3 二 
-1 想达到的目的就是把上述①、 （ n ) 两条加以推广，使 （ i ) 成为： （ r ) 经过两个不同点（不论是有 
限远点还是无穷远点）都可以作一条且仅有一条直线. （ ii ) 则推 广成： GO 两条不同直线必有一个 
且仅有一个交点（如果它们不平行，这个交点就是有限远点，如果平行，这个交点就是无穷远点）. 
这样一来，“平行线必在无穷远处相交”这个原本含义模糊的命题就变得完全确切清晰了. 一个平 
面，这样添加上无穷远点以后，称为记作只 p 2 . 射影平面上的几何学称为射影几何学. 
我们立刻就会看到，射影平面与黎曼然不同的数学对象.由此可见，为了达到我们的目 
的，首先要说明什么是& = - 1上的直线.如果在 x 3 =~ l 上已经有了一条我们熟知的有限远 
处的直线（或线段 ） Z (或巧仏），则中的一个平面，它与半球面泛沿一大圆 
弧 aPQb 相交.大圆弧（劣弧) PQ 对应于 GQi .在 x 3 = - 1上我们遇到了什么是无穷远点的困 
难，可是在球面 S 2 以及 s 2 _ 上却没有这个困难.因此，我们把直观而朴素的直线“定义”推 广为： 
: C 3 = -1 上，大圆劣弧的像就是直线，大圆由通过球心的平面决定，大圆就是这个平面与球面之 
交.图 6-3-4 上我们画了一条通过有限远点 h 的直线/ ,它决定了相应大圆的平面，即 OPQ 

平面，它与赤道平面交于直径如上所说， a 〜 6,而且我们以6为代表元（66^5 2 _),6既然在 
大圆上，6之像就应该在/上.在相应于/的大圆劣弧 （ a , 6] ( a 不算弧上的点，但是6算）上，只 
有这一点在赤道平面上,它的像不在有限远处.因此，我们定义6的像即 Z 上的无穷远点.这与我 
们的直观是很符合的 ：直线 06与平面: c 3 = -1 平行，所以它与此平面交于无穷远点.但是从图 
6-3-4上看，由巧沿/向 Qi 移动时，球面上的相应点向6移动，因此趋向无穷远.但由 Qi 向 
巧移动时，球面上相应点也趋向赤道平面,所以在/上也趋向无穷远点，那么是否在/上有两个 
无穷远点呢？没有.因为后一情况下球面上的点趋向 a ， 而上面已经说过， a 与6是粘合在一起 
的所以不论是向 Qi 移动还是向移动，都会趋向/上的同一'个无穷远点.总之我们看 
到，在 x 3 = - 1,即在只 P 2 上,每条通过至少一个有限远点 P 的直线 Z 上均有恰好一个无穷远 
点，即大圆与赤道交点6的像.上面我们加上了一点限制 ：“通 过至少一个有限远点 p 的直线 r . 
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图 6-3- 4 

那么有没有不通过任何有限远点的直线呢？注意到，每一条直线都相当于一个大圆（其上的对径 
点视为一点），则还有一个大圆的像不在有限平面上，这就是赤道平面上的大圆（或如我们前面说 
的，只是这个大圆上经度在 [0,71) 上的一段）.所以我们在平面上再引入一条理想的直线，称为无 
穷远直线.因为其上的点都是某一直线/上的无穷远点，而没有有限远点.这样一来，通过两个不 
同无穷远点也有一条直线，即赤道平面上的大圆，这条直线就是唯一的不通过任何有限远点的直 

线.总之我们看到，为了保证1 2 _与平面 x 3 = -1 的点一一对应，就应该在平面上增添一些“理想 
元 素”： 每条有限直线（即通过至少一个有限远点的直线）上加上一个(且仅加一个)无穷远点以对 
应于赤道平面上之大圆上 的点； 整个平面应加上一条无穷远直线（它不通过任何有限远点），以对 
应于赤道平面上之大圆.添加了这些理想元素的平面称为 

我们还可以多说几 句：每 条有限直线添一个无穷远点上好理解，可是这些无穷远 
点的集合何以要称为一条直线，而不简单地就说是“无穷远点轨迹”之类？ 一方面因为这个轨迹 
是赤道平面上之大圆的像，而大圆之像总应该说是直线.还有另一个理由 ：我们 一开始就讨论 
R 3 中通过原点的直线，并且对每一条这样的直线均给以“齐次坐标”，即其方向数，而方向数 （ q , 
« 2 ， a 3 ) 之三个分量不许同时为 0. 其实在射影几何中，平面上每个点 （ x ，3；) 也都有一个齐次坐 
标:令 x — x x / x 3 y — x 2 / r 3 » <> x 2 <> 就称为此点的齐次坐标，我们也规定这三个分量不得 
同时为0.我们知道，平面上的直线方程是 

+ a 2 y + a 3 = 0， 

其中^，(2 2 不许同时为0,但引入齐次坐标后，它成为 

3 

U a t x t = a x x x + a 2 oc 2 + ^ 3 X 3 - ⑷ 

因为^ r 2 ，: r 3 ) 地位平等一地位对称——我们不应对哪一个有所偏爱，所以这时应加的限 
制就只能是《 1 ,« 2 ，^，不得同时为0(否则（4)式成为平凡的恒等式）.若~二《 2 二0，^乒0,则 
⑷成为 

： c 3 = 0， (5) 

它仍是一条直线（一次方程），称为无穷远直线.同样，一个点 （ x ，： y ) 即（:^，&， x ；3) 中，本应 x 3 7^ 
0,但由于这三个分量现在是对称的，我们不应“歧视 ”_ x 3 , 不应该不许它为0,而应规定 a ,_ x 2 ，: c 3 
不能同时为0谢方向数也有类似规定，若 h = a 2 = a 3 =0,就好比只有一个原点，作不出任何直 
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线了）.我们规定，凡齐次坐标为 r 2 ,0) 之点称为无穷远点，当然它们的集合是无穷远直线 
(5) .从这一段讨论可以看到，无穷远点、无穷远直线与有限点、有限直线比较，没有任何本质上的 
特殊之处.这正是射影几何学的精义之一. 

有了这些讨论，就可以看到欧氏平面上那两个对偶的性质现在成为 

CO 过任意两个不同点必有唯一直线. 

当这两点都是有限远点（如图 6-3-4 上的 hQi ), 这直线就是 S 2 _ 上的大圆弧 PQ ; 若一点 
是有限远点 P , —是无穷远点6,就是过 P 与6的大圆弧，它的像即过&而与直径 a , 6平行的直 
线； 若两点都是无穷远点，这直线就是无穷远直线. 

( iiO 任意两条不同直线必有唯一交点. 

这是因为两个大圆必有父点，也是因为两个不同的方程 （4) =0, af + g + 

Cj 7^0» 纟= 1 ， 2 ，且（《 1 ， 6 1 ，(： 1 )与（《^， 62 ，(： 2 )不等价，必有非 0 的公共解.如果这个交点不在赤道 
平面上而是有限远点，这就是初等几何中讲的两直线相交于某有限远点.如果这个交点是赤道平 
面上某点例如6点，则从初等几何看来，这两条直线必平行于直径而有相同的无穷远点6为 
其公共点.这一点读者很容易用立体几何的简单知识证明. 

那么普赖菲尔的平行公设怎么说呢？如果平行线理解为不相交的直线，那么这个公设错了， 
因为它与 （ iO 矛盾.如果把该公设理解为从 Z 外一点必有一直线与 Z 相交于 Z 上的无穷远点6，那 
么它就是 ( r ). 总之，在射影几何中没有给“平行性”留下特殊的地位，或者干脆就说平行性不是 
射影几何的概念. 

倒是有一点应该强调， （ D 与 （ U ) 是对偶的 ：把“ 点”与“直线”互换一下， G ) 就变成 Gi ), ( ii ) 就 
变成 （ i ). 射影几何中许多最基本的定理都是对偶的，只要证明了其一，把其中的点与直线互换 
就得到另一个对偶的定理.初等几何中的许多定理都有这样的性质.而在现代数学中点： r 与方 
向数所代表的向量$的对偶关系，起了十分重要的作用.我们在第五章中还联系着量子力学讨 
论了这种对偶关系.这种对偶关系和射影几何中的对偶关系本质上是相通的. 

我们似乎离题太远，这是有原因的.射影几何起源于透视，这在建筑学与绘画中都是基本 
的.在19世纪中，射影几何成了数学发展的主流的一个突出的部分.当然，时过境迁，现在可以说 
是风光不再了 .然而，它的许多基本概念都成了数学中不可少的财富.由于它与默比乌斯带等等 
有密切关系，而默比乌斯带在许多问题上又是典型，如它的单侧性、不可定向性（在下一章我们将 
看到这些概念在微积分中是多么重要），所以，对射影几何的一些基本概念还是知道一些为好. 
因为现在大学的数学课程一般都不再讲有关内容了，我们借此机会在这里多占用一些篇幅讲了 
以上的内容.下面还是回到拓扑学的问题. 

我们上面实际上是讲了三个集合即 X ( R 3 中过原点之直线的集合），1 2 _以及只 P 2 之间有一 
一对应关系.但是重要的是如何在其上建立拓扑，从而使得这些集合之间的一一对应变为拓扑空 
间的同胚.这里最容易的从 S 2 开始， S 2 上如何定义开集似乎直观上没有什么困难.我们也可以 
一言以蔽 之：让 S 2 赋有 R 3 的子空间拓扑，即 UCZS 2 为一开集，当且仅当有一个 R 3 的开集 V ， 

使 VHS 2 . 进一步我们来定义1 2 _上的拓扑，由于3 2 _是3 2 在一种等价 关系〜 下的商空间， 

我们说 L / d 2 是一个开集的意义如下 :任找 一个: cGL /, 它在 S 2 中所定义的等价类是 S 2 的一 
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个子集 tr , -： r }, 把这些子集(注意，不是看作一个等价类而是看成一个子集）并起来，得到一个 

V (用一个很容易看懂的 写法： L/U (- L /))， 如果 V 是 S 2 的一个开集，我们就说 L 7 是&_的 
一个开集,这就是拓扑学中在商空间中定义商拓扑的方法.这件事看来简单，但有一些细微之处 
要注意，例如看图6 - 3 - 2,在 A 点附近的，它在 S 2 中的等价类之并分成两块,一块是 S 2 _ 上 
A 附近的，另一块是“下半球面”5： 2 _上召点附近的 U + (图上的阴影区域）.如果 A 点附近的 
L /_ 是包括了赤道大圆弧的话，则 B 附近的 L /+ 不应包括赤道大圆弧.这两块并起来并非 S 2 中的 

开集.但若在中取 U U + 而且包括赤道大圆弧，即图 6-3-2 中分离的两块 L / ± ，它们一 
在 A 点附近，一在 B 点附近，则它在 S 2 中的等价类之并合成两块，即图 6-3-2 上的两块连通 

的 L/_ U t/ + . 它们都跨过赤道大圆，而且都是 S 2 上的开集，因此其并也是开的，所以 1 2 _ 上分离 

的两块合在一起算是 S 2 _ 的开集.有了 1 2 _上的拓扑，即可定义只 P 2 上与 X 上的拓扑.我们 
来看前者，如果记图 6-3-3 上由 O 到 P 到込之映射为我们说 UCRP 2 为一开集,如果它 

是1 2 _上某开集 V 的像 的话： 按前面的说法，这 样在只 P 2 上定义拓扑乃是保证 p 为 
连续映射的最强的拓扑，但同时也是使 S 2 _ 为连续的最弱的拓扑.所以这是使 p 为同 
胚（即 p 与9 _1 均为连续）的唯一的拓扑.对 X 也可同样规定其拓扑. 

总之，我们得到的不只是与只 P 2 作为集合——对应，而且是它们作为拓扑空间的同 
胚.这三个空间实际是相同的，是射影平面的三个不同的表示方法. 

把它与黎曼球比较就会感到，原来两个局部地看来完全一样的拓扑空间（二者局部地看都是 
R 2 的一部分），整体地看却完全不同.这样不由得提出一个问题 ：给出 两个拓扑空间 X 与 Y 怎样 
看出它们是否同胚的呢？这是拓扑学的根本问题，也是无法完全解决的问题. 

讲完了关于拓扑空间及其映射的基本概念以后，读者可能会想到，是否应该继续讨论有关序 
列极限等等问题了.很遗憾,不可以 . gf 凡讲到序列问题时，总是联系着度量空间的.关于序列 
的一些基本定理在一般拓扑空间中€成立.当然，在微积分中有一些极限是不能归结为序列极 
限的，例如在第四章中就讲到，黎曼积分的积分和的“极限”应该说成是上、下和的下、上确界更 
好.为了讨论这一类极限问题，以及把极限与收敛性问题放在拓扑空间来讨论，就需要引入“网” 
( net ) 的概念.这是拓扑学的另一篇章，我们在此割爱. 

3. 紧拓扑空间 现在回到拓扑空间的两个重要的 特性： 紧性与连通性.在这里我们将看到 
一般的拓扑空间与前面讲过特殊的拓扑空间——度量空间有多么大的差别.同时也把一些可以 
在上一节就开始讨论而没有展开的问题在这里继续下去.但在这之前，我们先介绍一个似乎不起 
眼而又十分重要的概念——可分离性. 

定义11 若 ( X , r ) 为一拓扑空间，若 X 中任意两个不同点：^与，均有其邻域 U (z = l , 
2), 使 t / 2 =0, 这时 X 称为豪斯多夫空间 (Hausdorff space ) ,或可分离空间. 

这个概念似乎是完全平凡不足道的，它无非说 X 中的两个不同点_^与总是可分离的.在 
度量空间中它必然成立(读者可以自己证明），但在一般的拓扑空间中它确实可能不成立.举一个 
平凡不足道的例子，若 r 是平凡的拓扑，即只有0与 X 两个开集，这种不相交的邻域就找不到 
了.可是在数学中确实还有非平凡的拓扑空间也是非豪斯多夫的，这说明拓扑空间确实是一个 
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极广泛的概念，我们有时不得不稍加限制使它更接近我们熟悉的度量空间.引入这个概念目的在 
此.附带提一句，引入( X ， r ) 的可分离性还是因为下一章将讨论的微分流形必须是可分离的.若 
不然，微积分中许多重要工具都会失效. 

下面我们开始讨论紧性.对于一般的度量空间， §1 中已经讲了的关于 R 的紧性的结果 
(§ 1，定理 5) 现在要作为定义来用. 

定义12 设 ( X ， r ) 为一拓扑空间，若 X 之任一开覆盖（认}中必有一个有限子覆盖，则称 
( X , r ) 为紧空间.若 ACX 为一子集，且 A 作为（ X , r ) 之子空间是紧的，则 A 称为紧集. 

注上面说 A 作为子空间即指 A 上赋有由 X 诱导而得的子空间拓扑.所以当我们说 { t / A } 
是 A 的开覆盖时， L / a 就是子空间拓扑中的开集.亦即存在 （ X , r ) 中的开集 V A ，使 U" A = V A RA . 
因此，在许多书中讲 A 是紧集 时说： “若有 A 的开覆盖{%}，其中 V A 是 X 中之开集，则必有 A 
的有限子覆盖”，这与我们的讲法当然是一致的. 

这个定义当然地适用于度量空间. 

定理 6 若 f : 〔 X ， r )—( Ym ) 为连续, ACX 为紧集，则 /( A)C Y 也是紧集. 

证设{%}是 /( A ) 的开覆盖（这里的用法是指 V A 是 Y 中的开集），由于/是连续的，故 
f -' ( y A ) = U A 是（ X ， r ) 的开集，而且{仏}是 A 的开覆盖，因为 A 是紧集，故必有 { U A } 的一个 

有限子集 { R ，…， L 7 N H 吏 acIJ L 4， AM /( a ) c 1 J / ( R )= U %，即是说 {TV …， V N } 是 

k =\ k=l k=l 

/( A ) 的有限子覆盖，从而 /( A ) 为紧.证毕. 

注如果 A = X ，这个定理仍成立. 

紧集在连续映射下之像仍为紧，但 （ Y , d 中的紧集 K 在（ X ， r ) 中的原像则不一定为紧.如 
果对 Y 之任一紧子集 K ,/ _1 ( K ) C = X 仍为紧，则/ 称为^ ( P r () P er) . 

紧集在同胚映射下之像当然仍是紧的.这个简单的事诉我们一个重要事 实：若 Y 
= R , A = [ a ，6] CX , B = ( a ,6)6 则 [ a , 6] 与 （ a ， 6) 决不可能同胚，否则 （ a , 6) 将成为 R 的 
紧子集.但在 §1 中我们已经看到实数系的紧子集必为有界闭集，而 （ a ，6) 不是有界闭集，所以 
它与 [ ad ] 不可能同胚.由此看来，开区间与闭区间的拓扑性质有很大的区别.到高维时，情 
况也一样.所以在整个微积分理论中，我们时时都要注意是在开集还是在闭集上讨论问题.最简 
单如函数 / Cx ) 的连续性，在闭区间上讨论时我们习惯把连续性了解为单侧连续性，只是最简单 
的例证. 

紧性与闭性有密切的关系，我们有 
定理 7紧空间 X 的闭子集 A 必为紧集. 

证设 A 有一个开覆盖 { U A } ，因为 A 为闭，所以 = X \ A 是 X 的一个开子集，记作 U (> , 
于是 { U A ， l /} 构成 X 的开覆盖，而存在一个有限子覆盖.不失一般性，我们可把 U (> 也列入这个 

子覆盖中，而得有限子覆盖为 { t ^ ，…，所以 X = t/°U [IJ 所以上式右方亦必覆 

k 二 \ 

盖 A . 但 L 7 D flA = 0, 所以 Ae IJ 即是说从 { L 7 A } 中可以找到 A 的有限覆盖 { K ，…， 

[&} ，所以 A 是紧集. k 1 

这个定理的逆则不太一样了. 
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定理8豪斯多夫空间的紧子集 A 必为闭. 

证为证 A 是闭集，只需证明任一点 xG = X \ A 必有一个与 A 不相交的邻域 V 即可. 
为此任取一点 zGA ， 由于 X 是豪斯多夫空间，故必有： r 与 2 的开邻域％与 K 互不 相交： 
y^n = 0 .但{；[ 4 } 2 ^是八的一个开覆盖，故必有一个有限子覆盖 { K ，…， [/ N } 使 AC 

U 1 ^ = 1 /.相应地则有 1 的有限多个开邻域{%,•••, V N } 使％ 与 u t 不相交.记 v = f \ v k , 

k =1 是二 1 

易见 xG V , ACL 7 而且 vfl L / = 0 .事实上，若有某点 : yG Vf | U 则: y 必属于某个 lij , 同样: y6 

y = H %(=兄， 于是 n u } 中有至少一个元 3 ； 而非空集，这与 y x n l/ z = 0 相矛盾. 

上面我们实际上证明了比定理所宣布的更多的 结果： 不但： r 有一个邻域与 A 不相交，而且 
还与 A 的某个邻域 L 7 不相交，而这又是下面结果的特例. 

定理9设 X 是豪斯多夫空间， A ^ A 2 S X 之互不相交的紧子集，则必存在 ApA 2 之邻域 
W x ^ w 2 ，ffi W\n w 2 = 0 . 

证任取一点 xGAi ，用定理 8 的证法，必可找到 X 的邻域％ (即上面证明中的 h V k ) 与 

k = 1 

A 2 的邻域 L 4( 即上面的 IJ K = L /)， 使得 V x r \ U x =0 M A 2 Ct 4, 但是 { K } xeA 构成八：的 

1 1 

开覆盖，所以可以由其中选出有限 个 1 ^来： {%，•••， V M } ，使得 \ Jv k = ，在 { L/^g 

k = ' 2 

中取出相应的 { l ^ ，…， u M }, 则 a 2 c pi r 二 w 2 , 灰 2 是八 2 的开邻域，而且仿照上面的证法， 

k = 1 

^^( 1 ^ 2 = 0 .定理证毕. 

这个定理告诉我们，一个空间若为豪斯多夫空间，则不但其不同点是互相分离的，而且其不 
相交的紧子集也是互相分离的. 

至此，我们试图来刻画一个拓扑空间的全部紧子集.最简单的情况当然是 R % 我们可以证 
明，中的全部紧子集，即全部有界闭集.所以早期一点的微积分教材时常不讲紧性这个概念, 
而只讲其有界闭集如何如何.不言而喻， R n 必是豪斯多夫空间. 

定理 10 IT 的紧子集，即 R ra 的有界闭集. 

证我们只对 n = l 来证明，先证 R 1 中的有界闭集 A 为紧集.这在本质上就是§ 1 定理 6 
(海涅-博雷尔定理），不过那里讲的只是闭区间 [ a , 6 ] 而不是一般的有界闭集 A , 所以要稍作修 
改.因为 A 是有界的，所以必有一'个有界闭区间 [777 ， M ] ，使 AC [777 ， M ] .令= [777 ， M ] \ A ，则 
A c 是子空间拓扑中的开集.设有 A 的开覆盖 {R ) ，贝 J { L / a ， A € } 构成 [ m ， M ] 的开覆盖，而由§ 1 
定理 6 ,必有一个有限子覆盖，…， [/ N , A 4, 我们一定可以把#取走，这不会有影响.于是 
{ U x . "% U N ) 亂为 A 的覆盖，从而 A 为紧. 

再证另一方面.设 A 为 R n Gz = 1 ) 的紧子集，今证 A 是 R " (« = 1 )的有界闭子集.因为 R n 是 
豪斯多夫空间，由定理 8 知 A 为闭集，余下的只要证明 A 为有界的即可.作开区间& = 
(-77，；7)，则{^是4的一个开覆盖(注意4中的元都是数，而±^不是数，所以4中任一个 : r 
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必位于某个开区间中）.由 A 之紧性，必有有限多个/„，…，使 AC [J I n ，令 M = maxn A 

1 N 二 h . 

< 土⑺ ，则 AC 中从而 A 有界，证毕. 

至此,我们已成功地刻画了 ir 中的全部紧子集.那么读者会问，能否类似地刻画度量空间 
中的全部紧子集即全部有界闭集，至少是刻画巴拿赫空间或希尔伯特空间的全部紧子集即为有 
界闭集呢？不行，而且这是有深刻的理由的.所以我们暂时把它放在一边而来进一步讨论紧性. 
不过从现在起我们要特别注意一般的拓扑空间与度量空间的区别了.至少，所有度量空间都是豪 
斯多夫空间（请读者自己证明），而一般拓扑空间则不一定是. 

先看定义在一紧集 A 上的连续函数的性质，这个连续函数 / Cx ), x 6 A , 可以看成是由 ACX 
( X 是一个拓扑空间）到 R 的连续映射. 

定理11设( X ， r ) 是一个拓扑空间， ACX 是 X 的紧子集. / Cx ) : A — R 是 A 上的连续函 
数，这时 / Cx ) 必定是有界函数，而且可以达到其上、下确界. 

证这个定理就是§ 1定理7的（0,我们换一个更简单的证法，可以更清楚地看到它与度量 
性质没有关系.可以说它是一个纯粹紧性的证明. 

由定理6, /( A ) 必为 R 之紧子集.由定理10又知 /( A ) 是有界闭集.既然 / C 4) 作为/之值 
域是有界集，故/ Cr ) 在 A 上有上、下确界 M = sup / Cr ) ， m = inf / ( x ) ，又因/ ( A ) 是闭集，其上、 

A A 

下确界必是 /( A ) 中之点，因此存在 x r x 2 eA 使 /( a ) 二 M ,/( x 2 ) 二 m . 定理证毕. 

读者会问，§ 1定理7之 ( n ) 即关于一致连续性又如何？ 一致连续性是一个度量性质，因此 
( ii ) 在一般拓扑空间上的推广要利用一种介乎度量结构与拓扑结构中的概念，我们就不再讨论 


了. 


我们在微积分教材中都会看到一个基本定理，即任一无穷集都至少有一个极限点仍在此空 
间中.若一拓扑空间有此性质，就说它具有性质.要注意，由定义6,极 
限点之定义只与邻域有关.它是一 ■个 一'般的拓扑性质，而与序列概念无关，: C 是极限点即指 JC 之 
任一邻域中有集合 A 中与: r 不同的点.这与存在一个收敛于 I 的子序列的概念是两回事.这一 
点必须十分注意. 

定理12紧空间 X 必具有魏尔斯特拉斯-波尔查诺性质. 

证设没有极限点，今证 S 必为有限集. 


任取一点 xGX , 必可找到一个开邻域 L 4, 使得 


若 x 芒义 
若 xGS ， 


( 6 ) 


否则的话,: c 将是 S 的极限点. （[ Hg 是 X 的一个开覆盖，因为 X 是紧的，故从{[七}中可以取 
出有限多个 { LA ， 1/ 2 ，…，％}来覆盖 S ， 但由 （6) 式， G 中或者没有 S 之元，或者只有一个元.所 
以 S 必为有限集. 

读者会问，这个定理之逆是否成立？如果成立，则我们可以就用魏尔斯特拉斯-波尔查诺性 
质作为紧性的定义，可以明确指出，这是不可能的.由它只能得到较弱的结 论：从 X 之任一可数 
开覆盖中可以找到有限子覆盖.因此，紧性的定义只能是定义12而不能用“无穷子集必有极限 
点”来代替，更不能用“任意序列均有收敛子序列”来代替. 

下面我们转到度量空间中的紧性.为此，我们先要给出一个技术性的结果. 
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定理 13( 勒贝格引理）设 X 为一紧度量空间， { U A } S 其一个开覆盖，则存在一个常数 
0 (称为 （ L 「 A } 的勒贝格数），使 X 之任一直径小于3的集合必含于 { l 「 a } 之某一元内. 

证用 p 表示 X 中的度量， B , CP ) 表示以 P 为心， r 为半径的球 .一 个集合 L ； 之直径即 

suj^ p (x* y). 

^ 我们用反证法证明它.设定理结论不真，则必存在 X 之子集序列 A „， 使所有 A „ 均不含于 
{ R } 之任 一 '元 R 内，但 diam A „— 0.在 A ra 中选一'点 ： c ra ， 于是得一'无穷子集 {_ x ra } ，由魏尔斯特 
拉斯-波尔查诺性质，这个子集有极限点 P ， 因为{^/^是 X 的一个开覆盖，故必有一个 L 7 G 
{ L/ A HJ PG L 7. 今取 e >0, 使坎 （尸）(=?7，再取]\[足够大使得 ( i ) diam A N < e /2 •’ ( ii ) G 

( P ) ，于 是 〆 : ％， P ) < I ，而 对 A n 之任何一 ■点 x ^ p (x ^ P ) ^： p ( x » x N ) + p ( x N ， P ) 〈 e . 这表 

明 A n CUG { L / a }， 这与 A n 不含于 { L/ A }之任一元之内相矛盾. 

注以上说{^}是一无穷子集需要解释，因为一个集合中每个元只能计一次（而序列则不 
然，若说{_^}是一序列，即定义在自然数集上的函数，则同一个；可以出现多次，例如§2讲到 
度量空间完备化时讲到的常驻序列），而这里的^取自 A „ 却是可以重复的.若:重复了无穷 

多次，我们即可用代替极限点，也就取：^ 为〜 ，若： r n 只重复有限次，则只计一次还会留下 

^0 n Q ；N n Q 

无穷多个不同的:^而上面的讨论可以顺利进行. 

现在我们就来讨论度量空间的紧性，注意 ，它与 一般拓扑空间是有区别的. 

首先来看一致连续性，设 X ， Y 是两个度量空间，其度量分别是 p 与~我们说映射/: X-Y 
是一致连续的（或者准确一点说是关于 d —致连续的）是指对任意 e >0, 必可找到常数 3( e ) 
>0,使当 p ( j：i ■> j ： 2 ) K S 时， (7 (/ (:^ ) ，/ ( x 2 ))〈 e ，3( e ) 与 X 中取::之取法无关. 

定理14若 X ， Y 为度量空间，其度量为 p 和〜若 X 为紧，则一切连续映射 /: X — Y 必在 
X 上一致连续. 

证因为/已设为连续，故对任给的 £ >0以及 xGX 必可找到3 ( e , x ) >0,使当 ： G 
B 5 〜 Cr ) 时， H / (:), / ( x )) < | .球构成 X 的开覆盖，因此有一个有限子覆盖 
{ B & ( x ,)}, A = 1,2,…， iV . 相应于这个覆盖，必有其勒贝格数 3( e ) >0,它与&无关.今设有任 

意两点 /与 : c 〃适合这时/与工〃必同属于同一个{私〜(七）},因此 

a (x") ) (f (X' ) ， f (x k )) + cr(/ (x k ) »f ix )) 

<1+1 二 e 
\ 2 2 

定理证毕. 

在许多微积分教本中常以任一无穷序列 {&} 均有收敛子序列作为紧性的定义.这样做明显 
是有问题的，因为前面我们一再提到，把有关极限的问题归结为序列问题一般说来适用于度量空 
间.但是有一个重要的例外.广义函数理论中的那些函数空间一般不是度量空间，但是在第四、五 
两章中讲到广义函数空间的拓扑性质时，总是使用序列.这是需要专门研究的.本书中我们不能 
去做这种研究，但是应该指出这样做是必需的，而且是可能的.在紧性概念问题上我们已经有了 
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三个 概念： 以覆盖为基础的紧性 定义； 以魏尔斯特拉斯-波尔查诺性质为基础的紧性 定义； 现在又 
有了以子序列收敛为基础的紧性定义，更确切一点，有 

定义13 设 X 为一度量空间，若 X 之任一无穷序列 {&} 都有收敛的子序列，即有子序列 
ix n } 收敛于 X 中某个兀，则称 X 为列 紧空间 (sequentially compact space ). 

我们有以下的基本定理. 

定理15 若 X 为一度量空间，则以下三个命题等价， 

( i ) x ^ M ； 

( ii ) xiir 魏尔斯特拉斯-波尔查诺 性质； 

( iii ) X 

证 ( i )^0 i )^ 即定理 12 应用于度量空间. 

(以>(山） ： 设{：^}(=又为一无穷序列.定理13的注中我们强调了，一个序列 {&} 与子集 
{^}之区别在于前者允许有相等的后者则不允许.今设中有无穷多个彼此相等的元， 
即有 X ra = X n =…= X (, ，于是子序列 {： c ra } 是一 ■个常 驻序列，它自然收敛于: C 。 G X . 若 { x ra } 中没 

1 2 k 

有无穷多个相等的元，则可以找到一个子集仍记为 { x „} (即将相等的元只留一个以后删去其多 
余者），它是一个无穷子集.由魏尔斯特拉斯-波尔查诺性质，它必有一个极限点但&之 
任一邻域中均可找到 {&} 之至少一个与&不同的（这是由极限点之定义6得知的）点.今任取 
这样一 ■个点 ，并令 (0 ， x a ) = q >0,于是在 ( x 0 ) 中又可找到一*点 x „ 2 ，使 p (:^， : c a ) 

= e 2 >0,且 e 2 <"^， 仿此可得一个序列 {： c ' } ，使 jO Cx ' ， x H ) = 〈士匕^ <… 〈^^ j ， 而且匕> 
0，很明显 lim = : c 。 而 （ iii ) 得证. 

►oo k 

( iii )， ①：设 X 为列紧而 { L / A } 是 X 的一个开覆盖.由勒贝格引理（这个结果是对紧空间证 
明的.但是读者容易看到，定理13之证明对列紧空间也是有效的），这个开覆盖应有勒贝格数 e ， 

今取 0<3< e 并证明必有有限多个以3为半径的球 { Bi ，…， B N }, 使 IJ 战这一点可用反 

k = 1 

证法证明.若它不对，则以某个&为心4为半径的球氓= 玛 （：^)不能覆盖 x , 故有 x 2 ex \ 
B s ( A ) •再作 B 2 = B d ( x 2 ), 则私 UB 2 仍不能覆盖 X ,故必有 x 3 ez \ (坎 UB 2 ), 而 p ( x x , x 3 ) 
» p ( x 2 ，:3， 再作私 = B $ ( x 3 ) t 并找到： c 4 . 仿此，可以找到一 ■个无 穷序列 { x „ } ，使 
p ( x n ^ x m )^d y n 7 ^m . 这样一 ■个无 穷序列 { x „ } 因为其中任两个兀距离不小于谷 >0,而它不可能 
有收敛子序列，这与 X 之列紧性矛盾.定理证毕. 

于是我们看到在度量空间中这三个有关紧性的概念是等价的，而在非度量空间则不一定.这 
就是在一般拓扑空间中三个概念不能混淆的原因. 

下面我们进而讨论一个在许多数学分支中都一再出现的有关紧性的问题.即给出一个空间 
或其一个子集，弄清楚在什么条件下它们是紧的.因为我们现在主要关心的已不再是有关紧性的 
一 般概念，我们将把注意力放在最常见的空间上，首先是赋范线性空间（包括内积空间）.这些空 
间都是有线性结构的，因此也就有维数，而我们很快就发现，维数在这里起了决定作用. 

§1 中我们已看到, R 1 是局部紧的，即任一点都有一个邻域，其闭包为紧.例如 R 1 上一点& 
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的邻域就可以取为含此点的区间，其闭包就是闭区间 [ a ， 6 ]， 而：^为其内点，它当然是紧集—— 
即作为 R 1 之子空间，在子空间拓扑下是紧空间 . R 1 是线性空间，直观地看就是一条平直的直线， 
其各点的邻域本质上是一样的，或者用数学语言表述，其上的平移变换是一对一的仿射（但不是 
线性，因为在平移下原点不是不变的）同构与拓扑同胚.所以要证明的邻域闭包为紧只需证 
明 x = 0 的邻域闭包 [_ a , a ], a > 0 为紧.再以 0 为中心作一个相似变换，它也是线性同构又加 
上同胚，而且把 [- a , a ] 变成 1 维单位球体[- 1 , 1 ], 所以证明 R 1 为局部紧，只需证明其以 0 为 
心的单位球体为紧即可，对于『也是一样. 

R 1 为局部紧但本身并不为紧，这是非常重要而又自然的.这都是 R 1 这个空间的“均匀性”造 
成的.要证明 R 1 非紧我们建议用以下证法.以整数 A 为心， | 为半径作开区间及= 

(々-!■,々+!■)，很明显 a ), 6 = 0 , ± 1 ，± 2 …是 R 1 的开覆盖.我们绝不可能从其中找到有限 

的子覆盖.因为要覆盖 R 1 就得覆盖所有的整点 x = k ， k = Q，±b ± 2 ,…而每个整点 x = 々恰好 
只落在一个 1 中.所以想要覆盖这些整点以至覆盖整个 R 1 , 这些 L 一个也不能少.这正是 R 1 的 
“均匀性”的表现. 

同理也都是局部紧而本身非紧.但转到无穷维情况就完全不同了 .我们下面只是不严格 
地举例以说明，严格证明还要多费一些口舌.设 H 是一个实无穷维希尔伯特空间.于是有一个 
o . n .系我们不问它是否可分，因为不去讨论其完备性），它们都位于单位球面 
II x || =1上.单位球面当然是一个度量空间，因此我们想利用定理15,看一下 || x || =1是否列 
紧.它当然不是，因为序列 {&} 中两个不相同的元之距离平方为 || ‘ - ~ II 2 = II ‘ 11 2 - 
2 (〜，〜>+ II 匕 II 2 = 2 ,而不可能有收敛子序列.如果要严格地讲，我们不加证明地给出 
定理 ( F . 里斯）赋范线性空间 B 为局部紧的充分必要条件是 B 为有限维空间. 

由此可见，在无穷维空间中一个集合为紧，除了有界条件以外，一定要加上其它条件.循着 
这个思路可以得到许多在各数学分支中十分有用的结果.下面我们来介绍其中可能是最有名的 
- 尔为 A - A ^ il ). ( G . Ascoli ) ( C . 

Arzela ) 都是意大利数学家，他们二人都发现了这个定理.这个定理讲的是有界闭区间 I = [ a ，6 ] 
上的连续函数空间 ca ) 中的集合为紧的充分必要条件.因为 ccn 是一个度量空间，所以其中 
的紧与列紧是一致的.在讨论这个问题前，先作两点说明. 

所谓 M 列紧，即 M 中任一 ■序列 {% Cx )) 必有 C ( I )意义下的收敛子序列{ 9 ?% ( x )}: lim ( p n ^ ( x ) 

二％ G ：). C (/) 意义下的收敛即一致收敛.因此，( X )}之极限 M ( x ) 仍在 c (/) 中，即仍为/ 

上的连续函数，但不能确定是否在 M 中，而只能确定它在]^中，所以实际上我们只能证明 M 
为列紧.不过由定理8,豪斯多夫空间—— C ( I ) 也是——中紧子集必为闭，所以应该证明的只是 
M 为列紧.若一个集合之闭包为紧，则称此集合为预紧 （ prcmmpact ). 所以我们应该证明的是 M 
为预紧. 

A - A 定理中要用到 ( equicontinuous ) 概念 ： 若 M 为 C ( I ) 中之无穷子集（有限子集 
之等度连续性概念没有意义）为等度连续的，是指对任一 e > 0 , 必有 3( e )>0 存在，使当 
x } - x 2 < d ( e ) 时，不论：^，:^在 I 中何处，也不论 cp ( x ) 是 M 之哪一'个元，都有 | p (:^ )- 
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9 ( x 2 ) | <e .这就是说3 ( e ) 不仅不依赖于 x (这是一致连续性的条件），而且不依赖于 p Cr ) 之选 
择.于是我们给出 A - A 定理 如下： 

定理16 ( A-A 定理） C ( I ) 之子集 M 为预紧的充分必要条件是 M 中的函数有公共的上 

设 m 为预紧.我们先用一个概念即 e 网来表述紧性.若度量空间 x 为紧，以 
任一点 P 为心， e 为半径作 一球坎 CP ), 则 U ^ £ CP ) 覆盖 x , 因此可以找到有限个这样的球 

FGX 

B £ CFV，A = 1,2,"_, AMS | Jb s ( P ,) = x . …， P N } 就称为一个 e 网，所以若一度量空间为 

紧，则对任意 e > 0 均有有限 e 网存在（其逆亦真,这一点下面要用到）.把它应用于 M , 并用它来 


证明 M 中之函数均为等度连续的.我们构造 M 的 | 网，{% D ， …， < p N ( x)}CC ( I ),每个 
( p k ( x ) 均为 I 上之连续函数，故为一 ■致 连续.因此对 e /3,可以找到在 （ e ) ，使当 | - 1 <& ( e ) 时 


cp k Cx ' ) - ( p k Cr 2 ) I 〈音- 在有限多个屯 （ e ) 中取沒 （ e ) = min {(5 1 ( e ) ^ " m y S N ( e )} » 显然占 （ e ) >0, 

于是对任 一 (p ( x ) (z M ， 可以找到 e /3 网中的 & (： c ) ，而得到，当 I & - X 」 〈占 （ e ) 时 

\ cpix x ) ~ cp Cx 2 ) I < I 9 (^ i ) - ^ (^ i ) I + I cp k ix x ) - cp k Cx 2 ) I + I 料 Cx 2 ) — p (: c 2 ) 


< £ . 

因此 M 是等度连续的. 

M 中之元有公共的界易证，因为对上述 e/3 网，每个 | % (x) | 在I上均有上界(^，令 C = 
maxiC! ，…， C N } ，则 C< + 00 ，而 | 仰 （x) | . 于是对 M 中任一 ‘ <p ( x ) 仿 上法有 

\ <p ix ) I ^ I cp k ( x ) \ + \ <p ( x ) - cp k ( x ) I < C + 1， 

可见 C + l 即 M 中所有函数绝对值的公共上界. 

充分性 充分性的证明基本思想是用有限维空间去逼近 而， 应该强调指出，这是在涉及紧 
性问题时的一个基本方法. 

对于一个连续函数将 J 等分为 

a = d{) a i a n = b ^ ( 2 ^ = do kh ， h = • 


于是得到 (p ix ) 曲线上的 n + 1 个点（^ ， cp ( a ,)). 以它们为顶点作折线，记其方程为 3 ;= 


< p in) Cr ). (请注意，这里的 p (ra) Cr ) 是指具有 K + 1 个顶点的折线的方程右方，而不是 p ( x ) 的？7 
阶导数 .） 从图形上很容易看到，在子区间 [ a ， a + i ]中若 (p ( aX(p + i ) 必有 

(p CaX (p in) (x )^.(p (a t + l ) i 


而当 p p ( a , + i ) 时则有 


? 


( a t + l )^(p in) ( x)^cp ( a t 


总之，当 : c G [ a t ， + :] 时 

(p (x ) — (p (a t + x )^9 (x ) — (p ( ' n) (x )^ ： (p(x ) — (p (a t 


或 



cp ( x ) ~ <p ( a t )^；<p ( x ) - cp 。 ixX'f ( x ) — cp (a 
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但是 p Cx ) 是一'致连续的，上式中 \ x ~ a t \ ^ \ x ~ a 1 + l \ <去， 故当充分大时， il x ) 1 (7 2 )左右两 
方之项绝对值均小于 e , 因此对有 

sup \ (p ( x ) - ( p ( ' n) ( j ：) I 〈£， ( 8 ) 

而得到 I 的一个由折线组成的 e 网，记为 Np 

这些折线还是有界的，因为对每条折线 ( x ) 而言 

| ( p Cn) ( x ) 1^1 cpix ) — Cp (n) ( X ) I + I ^ ( x ) I + C^C + 1 . 

这里 p ( x ) 是 a 中适合 ( 8 ) 式的曲线，而 c 是 M 中元素绝对值的公共上界. 

当然，这个 e 网不是有限的，但每一条折线均由固定的分点 ： r = ^处折线的纵坐标\决定. 
所以每一条折线对应于 R n + 1 中的一点 ， b ，"， b n ). 因为每个 | 6 」都有界，故对应于上面得到 
的 e 网的（&，&，…， I )之集合是 R ra + 1 的一个紧集，因而有一个有限 e 网，记为 N 2 .这个新的有 
限 e MN 2 之每一点对应于一条折线 0 00 ( x ). 取 N 2 中的 0 (m) ( x ), 即有 

\ cp ( x ) — ip (m) ( x ) I I (p ( x ) — ( p (n) ( x ) I + I ( p (n) ( x ) - ( x ) I <2 e . 

所以# 2 是]^的 2 e 网.因为 2 e 是任意数，我们不妨仍记为 e 网 iV 2 . 

这个 IV 2 中之函数绝对值仍有公共上界. 

在必要性部分中我们已证明了，度量空间 X 中任一列紧集均有有限£网.现在要证明 其逆: 
若这个度量空间 X 还是完备的，而闭子集 I 又对任意 e 有有限的 e 网，则此闭子集 I 必为列紧 
的.这两个结论合起来是豪斯多夫证明的一个定理.我们要特别注意其充分性部分中假设了 X 
是完备空间. 

现在证明其充分性部分，取一串\ 0 再取 M 中一个序列，…，外， •••} ，先作 M 之 
网，{ 〆 '•••,，以它们为心 e 为半径作球(仏 ( 1 ) )，必可覆盖 I ?,因此至少有一个这 

样的球包含了 {( p x ，…， < p N ， … } 之无穷多个元，记为 

下面只看序列&，再作 M 的有限£ 2 网以及相应的以 e 2 为半径的球，于是又可找到$的一个子 
序列全含于此 球中： 

S 2 ={ cp 。， …，旧，•••）. 

仿此可以作出&之子序列5? 3 ,5： 3 的子序列 S 4 ，…，而每一个子序列都含于半径为^ (\ 0 )的球 
中.取这些子序列的对角线序列 

{ 外⑴， … ， (p(f ， … ， cp3 ) ，•••}， 

请读者自己证明它是一个柯西序列，而因 X 为完备的，所以它有一个极限又因 i 是一 
闭集，所以 pG M . 这样得知，在 M 中任一序列都有一个收敛子序列收敛于 M 之某个元 
这样是列紧的也就是紧的.定理证毕. 

与数学中许多重大的定理一样, A - A 定理在 1 / ( J ) 中也有由里斯证明了的相应的结果 
MCL P 

( i ) 存在一个常数 K ，使得一切 p Cx ) 6 M 均有 

f \ cp ( x ) \ p dx ^ K P y 
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( ii ) 对任意 e >0均有一 ■个 3 ( e ) >0存在，使得一 ■切 p ( x ) G M ， 只要| /i | < 3就有 

r> 

\ < p(x + h ) ~ (p ( x ) I ^ (9) 

J i 

这时, U 必为 1 / ( J ) 中的紧集. 

很容易看出， （9) 就是 1/ 意义下的等度连续性.它在上面的讨论中起了关键作用.因此我们 
自然要问，它在什么条件下可以成立？我们仍以 C ( J ) 为例说明它.若 p ( x ) 不仅连续，而且有一 
阶连续导数，于是 

(p (x { ) — (p Cx 2 ) = (p’ ( 芒） (x x — x 2 ) y X X ^ ； ^^ ； X2 - 

如果 sup I 〆 （$) I = K <i + °° ， 则对任给的 e ， 令 3 ( e ) = 憂， 即知当 I — ： c 2 I ( e ) 时 

< p { x } ) - <p (: r 2 ) I < e , 而如果这个 K 不只适合某一个 p Or ), 而且适用于 M , 则 M 是等度连续 
的.因此，我们不必假设 M 等度连续，而是换一个 空间： 

C 1 (7) = {<p ( x ) ，^> 与 〆 在 [ a ，6 ]上 连续} ■. 

在 C 1 ( J ) 中我们可以定义范数为 

II 9 II c 1 ~ SU P (I p ( 工 ）I + I 〆 （工） I ). 

很容易看出 C 1 CT ) 成了一个巴拿赫空间（即完备的赋范线性空间），这个空间中的有界集 

M = {<p ( x ) G C 1 ( I )，sup (I (p ( jo ) \ + \ ( p ' ix ) )} 

中的元，不但其本身有公共的界 K , 而且一阶导数也有公共的界 K , 所以是 C ( I ) (注意，不是 
C 1 (/) 而是 c (/)) 中的有公共的界(不妨称为一致有界）的等度连续函数集.因此在 c (/) 中为预 
紧 . C 1 CT ) 作为一个集合是 C ( J ) 的子集合，我们就说 C 1 ( J ) 可以嵌入在 C ( J ) 中.同样上面的 M 
也嵌入在 ccn 中，但是 m 在 c 1 cn 只是 c 1 (/) 范数下的有界集，而在 ca ) 中则它——或者说 
是它的嵌入像——是一个预紧集.我们就说 M 是紧嵌入在 C CD 中.所以，为了应用 A - A 定理， 
我们先不妨把 M 放在 C 1 CD 中，并证明它是 C 1 CD 中的有界集.就是说先不妨去证明 ? ( x)eM 
都有一'阶连续导数，然后去估计 p Gc ) 及其导数 〆 Gc ) 并证明 sup ( | p Gc ) | + | 〆 Gc ) | ) d K 
适用于整个 M 而不只是 M 中某一具体函数.下一步就是证明 M 可以紧嵌入于 ccn 中，这样从 
M 中的一个序列 ( x )} 找出一个收敛子序列.因此 A - A 定理就是一个紧嵌入定理.我们只讲 
了一个最简单的例子，但是读者们应注意到，这是数学和数学物理中极重要的方法.例如在第三 
章变分学一节中我们讲到某个泛函（例如能量泛函）的极小化序列，它可能是某个索波列夫空间 
H k ( D ) 中某个集合 M 的序列.我们不知道它是否会收敛，但不妨证明它在另一个空间⑴） 
( Z < L 可能还要附加一些别的条件）中是紧的，即⑺）的某个集合 M 紧嵌入于⑴）中，因 
此这个极小化序列至少在 CQ ) 中有收敛的子序列.当然与上面的 CCO 和 C 1 ( D 不同，这里的 
讨论要以 L 2 理论为基础，但其基本思想是一致的.它们也有共同的问题 ：上面 我们虽然涉及 
c 1 (/)，我们得到的子序列都只是在 cco 中收敛，其极限函数只能在 ca) 中而不在 c 1 a) 中. 
同样，在变分问题中我们得到的极小化序列也只在 CO ) 中，而不在⑺）中.这里产生的新 
问题当然又需要其它方法来解决.但不论如何，我们看到了紧性问题是整个数学中的一个重大问 
题，而决不只是怎样把微积分的基本概念弄得更清楚的问题. 

关于紧性的讨论至此为止. 

4. 连通拓扑空间 另一个需要认真研究的问题是空间的连通性问题.这是一个与空间的度 
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量没有关系的概念.所以下面我们只设 X 为一个一般的拓扑空间. 

所谓连通性直观上就是一个几何形体是一个整体.用一种直观而不严格的说法，如果把它分 
成两部分 A 和 B , 且 A 和 B 互不重叠（即 AflB = 0), 那么 A 和 B 就应该紧靠在一起.如果 A 
和 B 之间的界面是 S , S 上之点不属于 B 就属于 A . 现在设这些点属于 B 而且是 B 的边界点，则 
它们虽然也是 A 的边界点，但却不属于 A ， 否则 A 与 B 就有了公共点而互相重叠.所以，如果取 
X ,把 S 上这些点也包括进去，则这些点成了 A 与 B 的公共点，而有尹0,连通性的数学 
定义即由此而来. 

定义 14 设 X 为拓扑空间，若对 X 之任意非空子集 A , B , 使得 X = 者，必有 

#0, 或 A 则 X 称为连通空间.若 X 之子集 C 在子空间拓扑下是连通空间，就称 C 为 
X 之连通集.反之，若 X 有这样的非空子集 A ， B ， 使得叉=八1^，而同时又有又门^6 = 0\八门！ 
=0，就说 X 是不连通的 （ disconnected ). 

如果 X 是不连通的，按定义把 X 分解得 X = AUB , 这时不但有 AflB = 0， 而且因为 AC 
A ，所以还有 AlHB 二0，而且 A 与 B 均非空集，那么 A 和5有什么性质呢？首先 X — AU B — 
AUBCX . 读者会问 A 不是在 A 上再添加一些元素构成的吗？那么应该有 AUBDX ， 为什么 
AUBCX 呢？有一个初学者常常忽略的重要问题 ：当我 们考虑一个拓扑空间 X 时，我们认为 
x 就是“一切”，就是“宇宙”.根本无所谓 x 外之点，所以 X U 是“不通”的.用数学语言来 

说, Z 比 A 多出的点必是 A 之导集中之点，但所谓一点： rGA 、 首先是指然后再断言它 
还是中之点.因此 A / CJ ^ ACJ ^ ZUBCX . 在子空间拓扑中看这个问题就很清楚.设 X = 
R 2 = { Gc ， j ) } ， C = {ix •> y ) •> X 2 + ^ 2< Cl } i 则半圆 

D + = {(x ， jy); x 2 + jy 2 < 1 ， jy >0}CC. 

在 C 的子空间拓扑下, D + 二 {( x , 3 ；); x 2 + /< l , y >0}, 而在 X 二 R 2 的拓扑下, D + 二 {( x , y ), 

: r 2 +/< lg >0}. 二者确实是不相同的.总之，在考虑 C 的子空间拓扑时，不能考虑 C 外之点， 
例如上例中单位圆周 _ x 2 + / = l 上之点就不在考虑之列.现在再回到上式，有 

A\JB = A\JB = X. 

但因 SflB = 0, 所以 X\B = A = X ， 而 A 既然等于 Z 当然为闭所以 B 作 Z 的余集当然为开. 
同理，用 A (1B 二 0又有 A 为开.但这样一来，因 A U B 二 X, 故 B 作为开集 A 之余集又应为闭. 
同理 A 也应为闭.这样看来，一个不连通空间一定可以分成两部分，每一部分都是^^的非 
空子集.在讲到拓扑空间的定义时，我们就看到0与 X 都是既开又闭的.现在我们 iiitT 一个 
不连通空间总可以分成非空的两部分 A 与 B (即 X = A \ JB 且 AflB = 0) 使每一部分都是既开 
又闭的.其实这个命题之逆亦成 立:若 X = AUB , A , B 非空，但 AriB = 0( 即 A 和 B 没有公共 
点），而且 A 与£都是既开又闭的，这时 X —定是不连通的.因为 A 既为又开又闭，故 A 二 X ,而 
ARB = 0, 即意味着 ZriB = 0. 同理 AflB = 0 .再由 X = AUB, 即知 X 是不连通的.总之， 
我们可以把既开又闭集的概念与连通性概念联系起来，而把以上所说的归结为一条定理. 

定理 17 设 X 为一拓扑空间，则以下命题是等价的. 

G ) x 

( ii ) 存在两非空的既开又闭子集 A 与5,使 X = AUB , 但 AflB = 0. 

( iii ) 存在 X 的一个既开又闭子集 A ， 它既非空集，又非全空间. 

证明当然略去了. 
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如果已将 X 分解如上,则可能 A 或 B 还可这样分解，一直到最后，得到 X = Ua a (注意 A a 
不一定是有限个甚至不一定是可数多个），而 A a H A # = 0 ， A a 为既开又闭的连通子集. 

每一个 A a 称为 X 的一个连通分支， X 为连通空间之充要条件即它只有两个平凡的连通分 支：空 
集0与全空间 X . 

连通性是一个拓扑性质，因为我们有 

定理18 设/:叉― Y 是由拓扑空间 X 到 Y 的连续映射，若 X 是连通的，则/ 00也是连通 

旌. 

’ 证 我们不妨就设 Y = /( X ), 否则在/00上引用子空间拓扑也是一拓扑空间，我们就取 
它为设 Y 是不连通的，于是 Y = LU ，这里非空且均为开集.由/之连续性，令 
X ' = f _' ( Y X )^ X 2 = f~ l ( Y 2 ), 则 X 2 也是非空开集，而且因为 X = f _' (Yy U Y 2 )= 

f i cy ^ u /" 1 cy 2 ) = x 1 ux 2 , x 1 nx 2 = /~ i ( y : ) n / _1 ( y 2 ) =/ _1 (l n y 2 ) = 0 , 所以 x 

是不连通的.这是矛盾.定理证毕. 

既然连通性在连续映射下不变，则在同胚映射下也不变，所以连通性是一个拓扑性质. 

现在我们要看一个重要的连通性质，即有 

定理19 R 的子空间 X 为连通的必要充分条件是 X 为一区间（包括开、闭、半开……具有 

刻画一下什么是区间.它就是具有以下性质的 r 的子集 x : 若 a ， bex ， 
a < 6，则 [ a ，6 ](^ X . 

必要性 设 X 在 R 所赋的子空间拓扑下是连通的，今证 X 是一个区间.为此我们使用反证 
法，设且^ 2 < 6 ，但[^ 2 , 6 ](^又,于是必有一'点 cG [ a ， 6 ]，但 c § X ， 当然 a < c < 6 . 因为 
a , b 都在 x 中，于是令& = (- c «, c ) nx , x 2 = ( c , +⑺） nx , 显然 x ^ x 2 非空，因为 a ex x ， 
nx 2 = 0 是显然的.而且因为 & = ( —⑺， c ) nx =( —⑺， c ] nx , x 2 = 

( c ，+ co ) nx = [ c ，+ m ) 0 又，而显然是 x 在子空间拓扑下的开 
子集，于是 x = X ! Ux 2 是不连通的，这与假设矛盾. 

充 分性设 X 为一区间，今证 X 是连通的，为此设 X = X ； UX 2 , X 1 , X 2 非空但 X ! n x 2 = 
0，我们来证明瓦(1又 2 尹0或 A nx 2 7^0. 由于已设 X ^ X 2 非空，必可取 
妨设，令 Y = { d ， d 《 b ， [^^〔又山很明显^非空，因为 ae Y ， Y 又是有界集，因为 
b 就是 Y 的一 ■个 上界 .令 c 为 Y 的上确界，于是有两个可能： （ i ) c $ &，这时 c 6不，同时 c 6 
X } * 就是说& fi X 2 7^0 » Oi ) cG ^ ，这时由于 c 是使 [ a ， c ] d 的最大 c 值，所以必存在一 ■串 
c n \ c , 使 cjx : ，即，于是 cG 无.这 样无和 &中有公共元 C 而又 2(11^0, 这就证 
明了 X 为连通的. 

一个区间是连通的本是一个十分直观的事.但若对连通性作了准确的数学定义后，又是一件 
有待证明的事，而且证明并非那么简单.但是在花了些力气以后，会得到报偿，因为可以看见微积 
分中关于连续函数的中间值定理，其实就是一个关于连通性的定理，而且证明十分简单. 

定理20 ( 中间值定理） 设 /: X — R 是一连续映射， X 是连通的，若 /(X) ， xGX ， 可以取 a ， 
b 两值，则对任 一 ' c : a <6 ， 在 X 中至少可以找到 一 '点 a ， 使/ (a ) — c . 





§3 拓扑空间 


415 


证 由定理18和定理19,/00必为 R 之一个区间因为 a =/(：^),6 = /(：?: 2 )均在 I 中， 
故 [ a , 6 ] CJ 即在/之值域中，也就是说 c 在/之值域中，所以存在使 /( x (> ) = c . 

许多读者有一个错误印象，以为这是定义在有界闭区间 [ a , 6 ] (即紧子集 [ ad ]) 上的连续 
函数的性质.这可能是由于通常微积分教本都把这个性质与闭区间上的连续函数的其它几个基 
本定理放在一起，而定理的陈述也成了 “/( x ) 必可取 /( a ) 与/( 6 )之间的一切值”.如果 / Cx ) 不 
是定义在闭区间 [& 6 ] 上, / Oi ),/( 6 ) 又有什么意义？ §1定理 8 基本上是仿照通常教材的写 
法,现在则给出它完全用连通性的表述.这时 X 不但不一定是闭区间，甚至连 IT 上的集合也不 
需要 ：只要 X 是连通的拓扑空间即可，而定理的叙述也认为/可取其任意两值(不一定是闭区间 
的端点）之间的一切值.与此相似，/可以取零值的定理也可移到这个情况，只要将定理改 为：若 
R 是连续映射， X 为连通，则只要 /( x ) 在 X 内可以变号，则 X 中必有 /( x ) 之零点. 

在讲到连通性的应用之前，我们再补充一些新的连通空间.定理19表明了区间 J 是连通的， 
考虑由 J 到一拓扑空间 X 之连续映射/: J — X . 由定理 18,/( J ) 也是连通的.但是 /(/) 就是 X 
中的一段弧:^ = 10)^€7,1€又.它可以是开弧、闭弧或半开半闭的，7也可以是有界的或无界 
的区间，如果 x = ir ,它可以写为 

x t = x t it ) ^ i = 1，2,…， n ， t 三 I ， 

就是通常的连续空间曲线，于是它们都是连通的.这些曲线时常称为称为其参数，不过在 
数学中讲到曲线时，我们时常是指映射/,而不是/的像.曲线是 X 中的连通集，曲面又如何？ 
当然，我们通常的曲面是由 R 2 的区域 D (其中的参数例如可以是 （ w , d ) 到 R 3 的 映射： 

工 = x iu ， v) ， y = y Cu ， v) ， z = z Cu ， v ) • 

如果 D 是连通的，则曲面也是 R 3 中的连通集，但 D 是否连通？我们甚至可以问，如果乃是 R 2 
的矩形，它是否连通？直观上看这不是一个问题，但是如果要证明，则可以利用以下的事实 :矩形 
是两个区间之积，而连通空间的积仍是连通的.这个事实证明起来也还要花一些口舌. 

作为中间值定理的应用，我们给出下面的 
例奇数次实多项式 

/> ( x ) 二:+ (^ x ra_ 1 + …+ a ra ， a t 为实数， 

至少有一个实零点. 

为了证明此定理，只要证明对充分大的 6 > 0 , 

p ( 6 )/> ( — 6 )< 0 ， 

于是在（- 6 ，中至少有一*点使 Cx ( ,) = 0 . 现在令 | :c | >3>0,例如取3 = 1 ，这样 


p D 二 x n q (x) 


n 


—X 


l + h + 

' X 



这里 


q (x ) - 广 1 1 - 

x 



n 

X 


>1- 



= 1 - 


A 

X 


其中 |A| = |ajJ + … + |a„|. 于是若 

\^\>l + 2A = R, 

则不但 hi >1 得到满足，而且 
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q ( x ) ^^2 ' 

特别是因为 x — 00 时 g ( x ) — 1 ，故知当 | ：c | 时 g Cx ) > 0 . 于是由 

p ib ) — b n q (6) * p i ~ b ) — ( — 1) n b n q (— b ) 

知道 pib ) 与 / >(- 6 ) 异号，而此定理得证. 

由代数学的基本定理，知 /> Cr )= 0 共有； 7 个根，但可能是复根.只不过当 n 为奇数时一定 
至少有一个实根.所以72为偶数以及其它复根的情况还要用代数学的基本定理来处理.我们想 
要提到的是，代数学的基本定理也可以用拓扑学方法去证明. 

中间值定理与不动点定理有密切的关系，在§ 2 中我们已经从度量空间的完备化引申出压 
缩映像有唯一不动点存在.在那里，我们把待解的方程 gCr ) = 0 化为 

x ~ f ( x ) = 0 » 艮 P /( x )= x - g ~( x ). 

然后 g (X) = 0之解 A 即映射/下的不 动点： / (&) = & . 现在要讲的不动点原理却与度量空间 
的完备性无关，我们假设/是拓扑空间 X 的子集 D 上的一个连续映射.我们不要求这个映射是 
压缩的，但要求/把> 0 映入 CD . 这种映射可称为自映射.我们指出，若 D 具有某些性 
质，则其一切连续的自映射都有不动点存在.例如我们有 

定理 21 ( — 维的布劳威尔 ( Brouwer ) 不动点定理） 设 J 为 R 的有界闭区间，/: 1^1 是连续 
映射，则必有至少一点 x (> 6 为/之不 动点： 

/( x 0 ) = x 0 . 

证考虑 g ( x ) = - f Or ) ’ 若 I = [ a ， 6 ]， 先看 g ( a ) 与@( 6 )，因为/映连通 S 间 JCR 到 
/ CT ), 所以 / CT ) 也是一个区间 （ a ,/?) C [ a , 6 ] (也可能是[〜/?)，（以/?]或[«,/3]),从而 a > a ， j 3 
d 若 a = a 或/?= 6 ,则 x — a 或 ： c = 6 即为所求不动点.若 a — a ^— b 均不成立，贝 U 必有 a > 
a ，/?< 6 ,因此 g "( a)=a — / ( a ) = a — a < 0 ， g '( 6 ) = 6 — /( 6 ) = b — p > Q . 由中间值定理即知一 " 
点存在 x 0 G [ a ，6 ] ，使 g ( x D ) = 0 ，亦即 

f (工 0 ) = 工 0 . 

定理证毕. 

布劳威尔定理在一个方面不如压缩映像原理.因为它没有给出例如逐步逼近法那样的实际 
找出不动点的程序.它是一个非构造性的存在定理.同时，它也不给出唯一性.但是它对映射/ 
的要求很少 :只要 是连续的自映射即可.与此相对比，它对空间 X 的子集 D (现在是区间 J ) 的要 
求很高.这里的/是 R 的紧集，但是如果 X = R n 是有限维的，紧集并不起重要作用，下面就是一 
个例子.设 D 是平面上的圆周，不妨就说是 + .如果把此平面看作是复平面，则 S 1 

可以写为^，，令/为一旋转:/:义—义，，— 〆 ^^^是常数，很明显,/是一个连续的自映 
射，但是它明显没有不动点.可见是否存在不动点，与 D 的拓扑性质密切相关.我们将在附录中 
给出一个一般的布劳威尔定理一个 证明： 

定理 22( 布劳威尔定理） 设 zrar 是 77 维闭球体 xf +… + x 2 „< i ,/: zr—zr 是一个连 

嫂奥慰，连 St /连 17 t ■里坐直二 

还要指出，若将 ZT 换成 ZT 中的凸体，这个定理仍成立. 

布劳威尔定理本质上属于另一个领域.这个领域中的问题例如有 :某个 区域上连续向量场有 
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没有奇点问题，映射度问题等等.它甚至可以推广到无穷维情况，而且与天体力学、流体力学有密 
切关系.这个事实说明，拓扑学所涉及的决不仅是微积分的基本概念.从历史上来看，它来自物理 
学的问题，而且现在更是研究物理世界的有力工具，它为这种研究提供很重要的新观点与新方 
法.从整个数学发展来看，一度显得很抽象,似乎只是为了逻辑的需要的那些数学理论，后来又越 
来越直接地可以应用于物理世界的研究，微积分的理论基础涉及的拓扑学理论是一个例子. 

附录布劳威尔不动点定理的初等证明 

下述的布劳威尔定理是一个重要的拓扑 定理： 

布劳威尔定理 设 — 1/是一个映77维闭单位球体 

D n : + … + x 2 n = || x || 2 <1 (1) 

乳 寸 ， M / Dn : 

f ( x )= x . 

这个定理涉及拓扑学中许多重要的概念.下面我们将要给出它的一个解析的证明.比之它的 
拓扑本性,这个证明可以说是初等的.这个证明是米尔诺 ( J . Milnor ) 于1978年给出的，原 文是： 

J . Milnor，Analytic Proofs of the Hairy Ball Theorem and the Brouwer Fixed Point Theorem ， 
Amer . Math . Monthly ， vol . 85 (1979)»521 ~524. 

该文首先证明了另一个更强的定理 ：偶数 维球面上不可能把头发梳顺，即所谓“头发定理” 
(hairy ball theorem ) : 

定理1 令5^是1^ 2?1 + 1 中的单位球面 

S 2n : : cf + … + + j = 1 ， (2) 

则 S 2 h 上任一个连续切向量场必有零点. 

证明的准备 我们只需就 C 1 切向量场证明本定理即可，因为任意连续切向量场均可用 C 1 
切向量场去逼近.事实上，若心 S 2n — R 2w + 1 是一个连续切向量场：$= 匕 + 1 ).由魏尔斯 

特拉斯定理，一定可以找到 C 1 向量乞（: r)= (yx), …， eL +1 (X)). 使得在 0 上 II 乞 II 2 = 

sup 2 I ^ - ^ ( X ) | 2 < e 2 . 但是& ( n ) 不一定是切向量，所以我们把它投影到 S 2h 在工 点的 

xes 2 ^ t = i 

切平面上，得到一个切向量？ ( x ) .很明显％ Cr ) 仍为 C 1 切向量场，而且仍有 || ^ ~ rj £ || <e .如 
果对％可以证明定理1 ，则必有适合％ (%) =0. 因为 S 2 h 是紧的，故当 e — 0时，可以找 
到一串 e — 0(仍用记号 e ) 使&有极限三 GS 2ra ，而且 

^ ( x ) = lim 77 e ( x ) = 0 • 

所以下面我们设定理 1 中的切向量场 6 Cx ) 是 C 1 切向量场. 

我们用反证法证明定理1.设以工）乒0,于是可以作出穿〃上一个 C 1 单位切向量 〆 _!：) = 

e ( x)i e ( x ) | _1 .这里 | sCx ) | 2 = ( x ) 是依赖于 x 的而与上面的记号 || s || = 

sup | SCr ) I 不同.以后，我们总是用|_|表示一个 m 维向量的欧几里得长度 ， m = l 时自然就 

, es 2fI + 1 
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是绝对值.有了 vGr ) 以后我们构造一个单位球面的映射 

< p t ( x ) — x + tv ( x ) » t G S 2n . (3) 

因为: c 是单位径向量 ， v ( x ) 是单位切向量，而与 x 正交，故 

I Cpt ( 工 ) | = V 7 1 + ? 2 . 

从而 （3) 中的 < p t 映单位球面 s 2h 到半径为 v 7 1 + r 2 的球面(记作，再令 

f t = \x\cp t (x /\ x\) ⑷ 

则/,在 R , X ( R 2 / + 1 /0)中是一个 C 1 映射，它将半径为 r 的球面$映到 v 7 1 + ? 2 $内 . 

现在我们考虑％与/,的性质. 

引理 2 当 k | 充分小 时&是 S 2k 到 S 2h 上的微分同胚. 

证&显然是 （ h ： r ) 在 R f X # 上的 C 1 映射.但因 S 2a 并非欧氏空间，我们只能采取与坐标 
无关的处理方法.注意到如果限制在 S 2n 上考虑，则当 f = 0 时，它就是恒等映射，因此其切映射 
二 id 二 I .而当 M 充分小时, d 仍也与 J 充分接近而为非退化的，因此可以应用反函数定理知 
道％当 kl <e ( e 是一适当选定的正数）时是局部微分同胚.但是我们的目的是要证明 p 二 S 2ra 

是整体微分同胚.关于可微性不必证明，现在证明它是一个双射. 

先证明它是满射. 

设 pgvTTPs 2 " 在％之像内，则因％在 p 之某邻域中是微分同胚，所以 p 之某个邻域必 
全在&之像中，即是说& ( S 2ra ) 是一'个开集 . ％ ( S 2ra ) 又是一'个闭集.因为若 } (^( p t ( S 2n ) » k 

= 1 , 2 , …，而且 巧—歹 gvTTPs 2 ™, 则必有 { QjcS 2 M 吏 h & (QP . 因为 s 2ra 是紧集，由波 
尔查诺-魏尔斯特拉斯定理知 { Q A } 必有收敛的子序列——不妨设就是 { Q A } 本身，故兑― Q , 

而由&在 s 2 〃上的 连续性知@ (豆） = p ，因此 p 也在& 之像内，因此& ( s 2 。 又是 vT ^ s 2 " 之 
闭集,总之％ (穿 1 是连通集 vTTPsh 之非空（非空几乎是自明的）又闭又开集，故即为 
Vi + fs 2 ' 满射证毕. 

再证明％当卜|充分小时是单射，这时要用反证法.设结果不成立，则一定有一串 0 ,而 
奶不是单射，即在 S 2n 上存在 { Q A }，{ Q !} 使 a ^ Q !， 奶 ( Qk ) = <p t ( Q !). 再利用3 2 ? 1 之紧性， 

i n i n n 

可以认为 Q k — Q ， Q 〗— Q 1 ，而外 （ Q )= 抑 （ Q 1 ). 但是外 = id 是旦等映射，故 Q = Q l . 这样当 
k 充分大时， Qa 与 Ql 均在 G 的一个邻域中，而％在此邻域中是微分同胚，故不可能当 Q k ^ Q \ 

H < p ik ( Q k ) = < p h ( Ql ). 故得单射性质. 

引理 2 证毕 

在引理 2 的证明中我们避免了使用 R 2 〃 + 1 中的坐标.因为在5^上，这 2n + l 个坐标不是互 
相独立的，但在完成定理 1 的证明时，却要利用 R 2ra + 1 中的坐标了. 

定理 1 证明的完成是 D 2h + 1 的表面，现在在只 2n + 1 中考虑映射 (4), 而且就采用 R 2n+1 中 
的坐标：: c = (:^，…， x 2fI + 1 ) , v (工）= ( h ，…， v 2?I + 1 ) ，/; = (/ i ; 1 ，…， / i， 2?I + i ) 利用 （3) 有 

f t (x) =X + t \ X \ V (x /\ : r | ). 




所以 
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det 


3 ft . ^ 

1 

3 x t 


det 


t 5— (I ^ I v , Cx/1 x I )) 

dx 


(5) 


而且 ? = 0 时，这个行列式为1,所以当 M 充分小时，这个行列式应该为正. 

现在计算 D 2 〃 + 1 在/；下之像的体积.一方面如果把球体看成一层一层的球壳(其厚度为无穷 

小）组成，而每一个球壳又看成 $ 2 ra , 它在/；映射下成为所以 

)1 ( f t D 2n+l )= (vTT7 


VOl 


\ 2?z 1 _^ + 1 


volZT 


( 6 ) 


另一方面 


vol ( f t D 2n+l ) 


、以十 1 


det 


(笋 




det 


2 % t+1 




dx . 


这里利用了 det .右方由 （5) 式应该是 z 的2；7 + 1次多项式，但是不是多 


项式，这就是矛盾.这个矛盾来自假设3 2?1 有一个切向量场尹0 .所以定理1得证. 

下面还需要一个定理，它讨论的不是切向量场，而是一般的连续向 量场： 和定理1的情况不 
一样，这个定理的结论与空间的维数奇偶性无关，所以我们设空间维数为 n . 

定理3设$ ( x ) 是 ZT 上的连续向量场.设在 ZT 的边界 1 上，$ Cr ) 指向球体 ZT 之外，即 

在 | X I = 1处 

〈: c ,芒 G ：) 〉 X ) - 


这时6必在 D " 中有零点 x , 即 |1| <1且 6© = 0. 

证分成两种情况 

首先设；7为偶数.把 e 拓展为 2 Z 7 (即半径为2的闭球体)上的连续向量场 S 如下: 

7(^) = P (x ) I 工 1<1 ， 

'■(|x| - 1) x + (2 - |x|) 冬 Cr/|x |)， 1^ I x I ^2. 

很明显 $ ( x ) 在 2 D ra 上是连续的，且在 I x I <2 处 


〈 6(x) ， x〉= (I x -l)|x| 2 + (2 - |x|) (| x I $ (I X I ) ， j—j) ^ (I x I -1) |x| 2 >0, 
这里我们利用了 



(注意 _ 是单位向量).所以 I 在 2 D n \ JT 上不为0.在 2 JT 之边缘即球面 2 S ra _1 上，因 | x | =2, 
有 ^ ( x ) — x 即是径向向量. 

增加一个维数而考虑 2 D " + 1 , 其边缘是 2 S ' 现在作一个映射 p 把 2 Z 7 映到 2 S " 的下半球面 
上且得其上的切向量场并使在 2 ZTS 勺表面（映为 2 Y 的赤道)上，如 A 、 B 、 C 、 D 四个向量仍映 
为与赤道平面正交的向量(如图附 -1 ) .图附 - 1 只是用几何图形说明它，如果要写出 p 来，则可 
以利用球极投影.为了避免复杂的运算，我们没有把式子写出来. 

现将 I 拓展到 2 Y 的北半球面成 f . 如果南半球面上有一点 P = (/，：^ + 1 )，/ = 
( Xi ，•••，')，则北半球面必有一个对称点 Q = ( JC ' ， - x n+l ). 我们定义 f (<2)之前？7 个分量与 
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， CP) 之前 n 个分量反号，而第 ；7 + 1 个分量则同号，换言之 

- x n + l ) = ( - ^ - x n ^ x n + l ) . (8) 

所以可以说 t 与 S 是对称的，但因在 2S" 之赤道上 P (0 与赤道平面正交，故 S (x 、 0) = 
(0,… ， 0, ' + 1 ) + 1 >0. 由 （ 1) 可知 t (x 、 0) = S(x' ， 0). 这样得到上的一个连续切向量场， 
现在； ^ 是偶数 . 由定理 1 ，拓展后的向量场必有零点，而由对称性在南半球面上至少有一个零点 . 
由图，零向量在 p 下之原像仍为零向量，而知必有使冢 G) =0, 但前已提过 I 在 1< |x| 
<2 处不为 0, 故 I 必在 IT 中，定理得证 . 


N 



其次看;7为奇数的情况.仍与前面相似，我们把维数增加1而考虑 D H + 1 , 并设法在 Z 7 + 1 上 
作一个 TL + 1 维向量6如下： 

^ ( xj » *** » x n + l ) =(芒 （ x ! ，…， ) ， ax n + 1 ) ， (9) 

a >0 待定.关键在于我们希望拓展后的 I 在 iT + 1 的边缘3"上仍指向 IT + 1 之外，即希望在 : cf + 
…+ x ^ + 1 = 1 处， 

? 2 +1 n 

(工 1 ，一，：^)+ ax 2 n+l 

1 = 1 1 = 1 

= Cx ， $) + a (1 — 2：^ ) X) . (10) 

a 的选法如下，和定理 1 证明的准备中说的一样，我们可以假设 6( x ) —直到 ZT 的边界外稍远 


处，即在 | x I + p ， >0 处都是连续可微的，并记 x t ^ t ^x x ，…，: ) = F (r ， 0) ，而 （ r ， 0 ) 是 

t = i 

球坐标 . 于是 F(r ， 0) 对 r 在 r ^ 1 + p 中属于 C 1 . 因此 


lim 

r—^l - 0 


F(r ， d) -F(l,d) 
r — 1 


=广（1,沒) 


是上的连续函数，所以一定可以找到正常数 M 使 

r 一 1 


M>0. 




附录布劳威尔不动点定理的初等证明 


421 


但是 F (1,0) = (& ，…， _ t >0,故由上式双方乘以非负的 1- r (注意，我们是从球 

i = i ^ 

体内接近边界的），有 


从而 


F(r ， d) - Mil - r) 


F (r ， d )》 ■一 M (1 - r) = - 1 ^ (1 - r 2 ) > - 々 （1 - 厂 2 ). 

1 + r 

所以只要取即可证得 （10) 式.总之我们有石（％，…， x H+1 )>0 ,现在 H -1 是偶数, 
所以可以对向量场 i 应用定理前一部分，而知必有;(^，…， I „ +1 ) GZ 7 + 1 使 I © =0,但 

^ ( x ) = (6 ( 工 1 ，…，工 + 1 ) ， 

所以6 (x ) = 0就意味着， x n + } = 0，而 x = (Xi ，…1 x n iQ ) — ( x l ，…， ' )G D ' 且 
$ (:^，…， ) =0,定理证毕. 

布劳威尔定理的证明 对定理中讲的映射 /， 我们作6=2-/(：?:)，1/— R ' 于是6是上 
的一个向量场，但在 Z 7 的边界 1 上， 

(x » = \ x \ 2 —(工 ’ / (工 ) > X ) . 

这是因为 / Gr ) ， D n ~^ D n ，故 |/ Cr ) |<1，而 | (x ， f ( x )) |<| x |*|/( x ) | .在 IT 的边界上 |:c | = 
1, |/( x ) |<1, 所以 〈 X ,的>1 — |/( x ) I >0 .由定理 3 即知 f 有一个零点 L 芒 G ) = x - 
/ Cr ) = 0. 从而 / Cr ) = x 而 x 是映射 / 的不动点，证毕. 

以上我们是对单位球体证明布劳威尔定理的.但是实际上，把 JT 改成 R ra 中的闭凸体，而对 
/仍要求它是把此凸体映到其自身中的连续映射，定理仍然成立. 




第七章微分流形上的微积分 


我们生活于其中的宇宙——时间与空间——是什么样？这是从远古以来的哲学家就十分关 
注的问题.而自从古希腊时代有了作为一门演绎科学的几何学以后，空间就成了几何学研究的对 
象.哥白尼的日心说固然在解放人类思想上起了无可估量的作用，为后来的伽利略、开普勒开辟 
了道路，这以后才有了牛顿力学.但是从对空间的了解而言，只不过是把作为线性空间的欧氏空 
间换成了一个仿射空间 (affine space ). 什么是仿射空间，我们不来叙述其数学定义而只概略地说 
明一下.任意定一个起点 P (我们不说是原点，仿射空间没有原点）.如果再给出一点0作为终 
点，则联结 PQ 两点可以得一向量 a = P ^. 现在再以 Q 为 R n 的原点，则空间的任一点 T 都可以 
写成 a + (R ra 的某点）的形状，即首先在以 Q 为原点的空间中用一个向量泛 f = w 来表示7%则 
T 相对于 P 点可以表示成 为戸？ = PQ + QT = a + t ;， 这样的集合 a +『就是一个仿射空间.仿 
射空间的向量是 a + ^它不能作加法 :若有 两个点和 T 2 分别对应于 a + tva + ^^它们不 
能相加，因为形式地相加成 (a + v x ) + (a + v 2 ) = 2 a J r + v 2 、，2 a 是什么无法解释.但是可以 

作减法 U + v x ) ~ (a + v 2 ) = v x - ，其实就是对 T 2 的相对位置.从数学来看，托勒密和哥 
白尼的区别就在于托勒密认为原点应该放在 P (地球）处，而哥白尼则认为应该放在 Q (太阳） 
处.其实空间的性质没有发生 变化: 它是三维的、均匀的（在宇宙的任何地方，不论是在比萨斜塔 
上或在猎户座大星云里，物理规律是相同的），各向同性的（不论是头朝天顶面向东方还是头下脚 
上做实验，结果都是一样的）.我们说空间是 R 3 , 除了指定一个原点位置以外，就是这样的意思. 
至于时间更是与空间无关的一维的、均匀的.如果我们确定了一个时间原点，则时间是 R 1 . 总之, 
时空就是 Rixg . 这里我们完全没有涉及时间的不可逆性，那是整个物理学的另一大篇章.总 
之，时空是一个空空洞洞的框架.它是被动的，没有物理内容的.这就是牛顿的时空观.几何学就 
是研究这个框架的学问.我们在中学学的初等几何和后来学的解析几何学就是这门学问的大概. 
到了 18世纪末叶，情况开始有变化.首先应该提到的是高斯，随着人们枉费心机地想去证明平行 
线公设(或者证明与此等价的三角形三内角之和为 7 T )， 高斯开始怀疑我们生于斯长于斯的空间 
究竟是不是欧氏空间.他真的选了三个小山头，想用实际测量看一下三角形三内角和是否确实为 
7T. 虽然可惜在他的实验条件下得不出任何结论，却标志着对牛顿的时空观的一次冲击.高斯的一 
个极重要的贡献就在于提出，不要只把一个曲面看成 R 3 中弯曲的一部分，应该把曲面就看成是 
一个空间.在这个空间里，没有毕达哥拉斯定理，而有 d ? = Edu 2 + 2 Fd ^ dt ； + Gdw 2 , 这里 
是曲面上的点的“坐标”， E , F , G 是 （ w , w ) 的函数.这些函数决定了这个曲面的性质，特 
别是曲面的曲率.而且曲面上的三角形(其三边为测地线）之三角之和与 it 之差恰好由曲率决定. 
黎曼进一步发展了高斯的思想.他指出空间不一定是三维的，而可以是《维的，在这样的空间 
里，毕达哥拉斯定理自然是不对的，而有 d / = S & didi . ( g y Cx )) 完全决定了空间的性质.其 
实黎曼研究空间的性质是为了说明物理学的问题.可是这个工作不是由黎曼完成的.尽管当时就 
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有人提出，黎曼的空间是弯曲的，造成这种弯曲是由于物质的分布.可是到了爱因斯坦才说明了 
引力与 ( x )) 的关系.这样一来，物理学和几何学就融合起来了 .爱因斯坦提出这个理论—— 
广义相对论——大约是1915年.当时由于实验观测结果不多，广义相对论对人类的思想影响远 
不如现今之广泛深刻.因此，弯曲的空间、高维空间常常成为科幻作品或艺术创作的题材.但是到 
了现在，大爆炸、黑洞……一连串重大的科学进展使得空间是弯曲的、空间是高维的这样的思想 
曰渐深入人心，面向21世纪可以肯定在这些方面会取得更大的发展. 

这与我们学微积分有什么关系呢？是否可以说微积分某些理论、某些章节已经陈腐了，应该 
随着知识的“大爆炸”，“炸”到九霄云外去呢？是否可以用物理学来代替它呢？看来都不行.空间 
虽然是弯曲的，从局部来看却仍然是通常的^ (连仿射概念也用不着），所以微积分的基本理论 
和方法仍然适用.但是在下面我们将特别注意一些通常教材上注意不到的方法，所以我们假设读 
者都掌握了初步的线性代数知识.——其实在第三章中已经开始这样做了，目的是使读者在将来 
有机会接触到这类最深刻的数学和物理问题时会少一些生疏感.这些材料的中心是微分流形问 
题，但还牵涉到一些其它很有用而时常被忽略的问题. 

§1向量和张量 

1. 逆变向量与协变向量 “向量就是一个有方向有长度的对象”.这种说法很模糊，但是在 
力学中我们遇到了许多的向量其共同特点是能按平行四边形法则作加法与倍乘.而且，例如速 
度、力等等大家都认为是向量的物理量都有分速度、分力等等，并且可以按平行四边形法则合成 
这个向量.把这些概念代数化，就得到线性空间的概念，它的运算规则就是平行四边形法则.但是 
我们还要回到几何直观.说一个向量有方向，有长度，必须有一个参考.对于 R % 就是要找 n 个 
线性无关的向 量 £1 ，…，&作参考，而按平行四边形法则，每个向量都可写为 

x = X ] e ] + *** + x „ e „. (1) 


(■2^ ，…，: c n ) 是: c 的77个坐标，:称为第 i 个分量（有时也就说是第纟个分量，下面我们 
一'般不加区别 ）. ，…，称为标架 （ frame ) ，或者称为线性空间的一'个基底 （ basis ) ，在物理学 
中则称为参考系.如果一个向量代表某个物理实体或物理量，贝 U 在换了 一个标架后，该物理量的 
性质不应该变化，但是标志这个向量的这组分量 ( A , …，却会改变.因此重要的是了解，当标 
架变化时分量或坐标如何改变.首先要看标架作了线性变换后，它们如何改变.具体说，设我们换 
了 一个新标架(/\ ,••_，/„),坐标随之变为，•••，％)，从物理上看，必须有 

工 =+ …+ x n e n = y x f x + '" y n f n ■ (2) 

规定 (2) 式成立是一个重要的原则.因为一个向量无论它是代表一个物理量或者就简单地是一个 
几何量，它的性质应该与标架的选取无关.或 （3 V … ， K ) 只是同一个向量在不同标 
架下的表示，各个分量的值可以随标架而变化，但必须有 (2) 这样的关系式才能断言它们确实表 
示一个几何或物理实体，这个重要的原则在下面讨论物理定律的表示时将一再遇到. 

因为我们现在讨论的是均匀的空间，所以标架的变化应该是线性变换，所以我们令 
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L = =1，2,…， tz ， （3) 

这里&是实数(如果讨论复空间时，则+妨规定 &是 复数），而且我们设矩阵 

A = (Ay ) ⑷ 

是非奇 异的: detA = | A y |尹0,因为这时也仅在这时才能从 （3) 把 4 解出写为/；的线性组合.我 
们不妨引进两个“形式向量”(/\，…， /„) 与 E = f ( ei ，…，~)，而把 G ) 形式地写成 

F = AE , (新标架 ）= A (老标架）. (5) 

说是“形式向量”是因为真正的向量的分量应该是实数或复数，而不是向量 e 或 /；., 我们这里只 
是借用矩阵的形式运算法则而已.以 （3) 代入 (2) 即有 

x l e l + ■•- + x n e n = (义 iiA + …+ …+ 又 ^ n \^\ + + 久™ 〜） 

n n 

= ② + … + (Y J X in y l )e n . 

因为 &，•••，& 是线性无关的，所以 4 ^ 


入必， j = 1 ，…， l ⑹ 

t = 1 

如果引入坐标的向量记法(这一次是真向量了）： j ： = f ，…， x ra ) ， y ; (> v …， h ) ，则⑹可写 
成 

x — 1 Ay 或 jy = f A 1 x . ⑺ 

(新坐标）(老坐标）. 

以上，左上角的 t 都表示转置. 

(5) 与 （7) 形成重要的对比.两个由 R H 到 R ra 的线性变换,若其矩阵互为转置逆，则说这两个 
线性变换互为逆步的 （ coritogredient ). 所以标架的变换 （5) 与坐标的变换 （7) 互为逆步.因此，向 
量: c 的上述坐标（:^，…，:^ ) 或 （ 3 ^ ，…， 3 ^ 2 ) 称为逆变坐标 （contravariant coordinates ). 所谓逆变 
是相对于标架而言的，因为标架的变换式是 (5) 而坐标的变换为 

y = Ax , A = t A~ l . (8) 

它是与 （5) 逆步的变换，所以: r 和 j 称为逆变坐标. 

在数学中有一个重要的规定，若一个向量(还有以后要讲的张量)等等，只要含有若干个指标 
例如 z ， ； ， a ， A ， …其变化范围为例如（1，2,…，72)，或(0，1 ，…， n -1) (视空间的维数而定），而当 
此空间的坐标作变化 (7) 时，某个指标是逆变的（即与 （7) 相同而与 （5) 逆步），这种指标都写在上 
角，称为若此指标与 （7) 逆步，与 (5) 相同，这个指标一定写在下角，称为若在 
一个式子字母作为指标出现两次，一次是逆变的，一次是协变的，即一下定要 

对此指标求和，而略去求和号 D ，其变化范围视空间中坐标记号的规定而定.这叫做爱因斯坦 
求和约定.所以（1)，（3)，（6)，…应写作 

x = xe 1 •> 

L = Kq ， 

士 二 

等等，为什么/^的两个指标要一 ■上 一 ■下 ，后面要讲. 
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Q(x\x 2 ) 


我们在整个第七章中都使用这样的记号. 

既然讲到逆变坐标，当然会问有没有协变坐标 (covariant coordinates ) .它的几何意义是什么？ 
逆变坐标的几何意义前面已经讲得很清 iTTii 把一个向量按平行四边形法则分解在 《 个线 
性无关的向量（即基底）上.在构成基底的每个向量上应该取一个单位，但这决不等于说在空间中 
已经引入了长度，因为在度量空间中我们已说过什么是长度.至少任意两点间都要定义其 
距离而现在我们至多也只能在该向量的方向即该坐标轴上定义“长度”.其所以还要 
加上引号是因为坐标轴上给了两个点 x 和 ~ x — y 可正可负，表明在 x 和 y 之间要区 
分出起点与终点.这个概念在度量空间中是没有的.在坐标轴上按 ^2 

给定的单位测“长度”，实质上是比例线段问题.欧几里得的《几何 / 

原本》就把这一点说得很明白.我们就此停下不再追究，只是说明 ^ / 

一点：给定逆变坐标只需要在空间中能作向量运算(加法和正负倍 / ^ i ) 

数的放大即前面说的倍乘)就够了.现在我们在 R n 中引入欧几里 2 / /^ P 

得度量(许多书上这时把 R n 改写为 :是欧 几里得 （ Euclid ) 第 
一 个字母，本书则不这样做）.在 R « 中取一个标架，这时又会有一 // 

个误解，以为这个标架一定是正交的，这是由于我们太习惯了在 o ~ - jf ? - 

R 2 与 R 3 的坐标系 Qry 与 Oxyz ，而忘记了标架只需线性无关即 g | 7 - 1 - 1 

可，所以人们忘记了在用到 Oxy ， Oxyz 时应该加上 一句： 正交坐 

标系 O 工 y 等等(这当然有点多余）.反而在不必加什么说明的地方偏要说在 IT 上取一个“斜交坐 
标系”.坐标系本来就无所谓斜正，引入欧氏度量后才得到作为特例的正交标架.不过倒要提醒一 
下，每个坐标轴上的单位长倒都要选用同样的 1 ，否则连等边三角形的概念都会出毛病. 
图 7-1-1 上我们只画了 R 2 , 我们考虑一个向量以及它在两个坐标轴 Or 1 , Qr 2 上的投影长 
t 与于是完全决定了（ I ,匕），反之（ I ,匕）也完全定义了万芦，所以 （匕 ，匕）也是 P 的一 
种坐标，下面我们证明这就是 P 的一个协变坐标. 

为了证明这一点，考虑一个运算：记向量 A 在逆变向量 B 上的投影为（八，5>，于是芑= 
( OP ， e t ), 这个运算对 A 与 B 分别均为线性的，于是任取一个逆变向量= Cx 1 , 2 ) ;我们有 

〈 QP ， OQ> = X 1 + . ⑼ 

此式对 n 维向量也是成立的.但是 （9) 式左方的量显然与坐标的选取无关，所以右方亦然.于是 
我们换一个标架，使 "5 芦的投影为 （& ，彳 2 )的逆变坐标为 （ y ，/)，应有 

= rj t y . ( 10 ) 

但是新坐标 y 与旧坐标工之间有关系式（ 8 )，令其中 A 的元素为 ( ap . i 是第一个指标，表示横 
行， j 是第二个指标表示竖列.为什么一个写在逆变位置，一个写在协变位置，是因为这样一来， 
则 ( 8 ) 可以写为 

y = a 1 〆 . (11) 

至少可以看到这样写法与 3 /为逆变坐标相符合.以此代入 （ 10 ) 立即有 


^ t x — 


由把上式右的 ； 改写成改写成々，有 
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此式应该对任意 y 成立，故其系数为0,即有 

乞= 尤、. (12) 

注意现在是对横行的指标求和而 （11) 中是对竖列的指标求和，所以 （12) 右方为而有 

rj = (13) 

所以& 是协变坐标. 

定义逆变坐标时我们只需要 R n 的线性结构，也就是只需要平行四边形法则.与逆变坐标不 
同，在定义协变坐标时，我们则增加了 中的欧氏结构——度量，这样才有了投影等等.但是我 

们想要问，是不是非此不可？不然，我们在上面把投影写成读者立刻会想到这是内积， 
而且就此就联想到欧氏空间的度量.其实我们并没有用到度量的任何特殊性质，如果用 H 
( rj . y ) 来表示上面的“内积”，我们所用到的只有以下几 件事： 

1 . x ) = (々，）〉； 

2 . ^ = Ax : 

3 . ($» x )= (々， Ar > = x ) ； 

4. 由（芒 - Vl ?/， x 〉= 0 对一切 ： c 成立得出 

$ = rj = f A _1 

第一点是说应该有一个量，此量是内蕴的即与坐标无关的，我们这里则是: rGir 的一个线 
性泛函.无限维线性空间的线性泛函之定义中应该加上连续性（即有界性）的要求.我们在讲希尔 
伯特空间与广义函数时都强调了这一点.但有限维线性空间上的线性泛函则一定是连续的.第四 
点是要求〈•，•>是非退化的，即若对一切 xGr " 均有= 0 ,则必致 e = o .在 ir 上这总是成 
立的.至于另外两点就简单地是矩阵的初步知识.在线性代数中我们记 IT 上的线性泛函之集合 
为 （ IT ) %并且证明了它也是一个^维线性空间（当 IT 换成 e 时， （( TT 也是一个 n 维复线性 
空间）称为 R H 之若 ( R n )'： rGR % 则芒作用在 X 上之值也常用内积记号，记 
作 $ Cx )= (6, 称为“内积”.于是我们可以把以上所说的归结为一个定理. 

定理 1 R n 的向量与其对偶空间 （ R H 广中之向量是互为逆步的.因此， R ra 中的向量称为逆 

老鹿 I , (rt - 

面所讲的我们只想提出一 点： 当我们给出『及其对偶空间时，本来 
都没有给定基底 标架 坐标，所以当我们说 ( R ra ) * 在 x G R " 1 上的值$ ( x ) 或〈$， > x 〉 时 
本来就意味着此值与坐标的选择无关. 

现在在中取一 ■个 基底 e t ， i = 1，2,…， n ， 注意我们是把指标写在下面的，因为现在我们有 
了一个标架，而不是向量的坐标——坐标是把向量用 q 作线性表达时的系数.当基底作线性变 

换 (3) 或 (5) 时，坐标的变化与之逆步，而这些坐标是用上指标-逆变坐标来表示的，所以标架 

应该用下指标来表示.前面就是这样做的.与此相同，在 （ ITK 中的标架则应用上指标表 示：在 
( R n ) * 中找一组向量 （ e * V， j = 1，2,…，?7，使 

( ie * V ， e ) = . (14) 

这样的是存在的，它就是用上式定义的 R ra 上之线性泛函，很容易看到 （，广 
是线性无关的，因此构成 ( R 〃 广的一个基底，称为 {q ,…，& } 的对偶基底. 

为什么一般的微积分教科书没有区分逆变与协变向量？因为一般书上都只在正交的笛卡儿 
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坐标系中讨论向量，而两个正交笛卡儿坐标系之间的线性变换又都是正交 变换： VT 1 = A ，所以 
(8) 和 （13) 都是一样的，而逆变坐标与协变坐标就没有区别了 .我们知道，所有的《维实线性空 
间都是同构的. ( R n V 自然也就同构于 R ' 在丧失了协变与逆变之别后，就更没有理由视它们为 
不同的空间.如果把 ( R ra )% 就写成 R % 把 （，: 就写成 〆 ，则对偶基底就成了 《. n . 系.向量芒 G 
( IT 广 （= IT ) 作用在向量 xGlT 上之值，如果用这个 《. n . 系表示就成了 

» x) = (^e * 1 » S] 

n 

二 . 

1 二 1 

也就是内积，即是说，的线性泛函，如果选定了一个 《. n . 基底，都可表示成为内积. 

RU 的一切正交变换均用正交矩阵表示，它构成一个群，记作 OG ) .特别重要的是行列式为 
1 的正交矩阵群，是它的一个特别重要的子群 so ( n ) ——特殊正交群.在复空间 c n 则有酉群 
U ( n ) (物理学家喜欢称为幺正群)和特殊酉群 SL / G ). 这些都是特别重要的李群（“李”是人名， 
即 Sophus Lie , 1842—1899,挪威大数学家），可以说是现代的理论物理学的最主要的框架.在正 
交群下，逆变与协变的区别就不起作用了. 

但是并不是一切情况下都可以把 R n 与 （ IT 广视为相同的.下面我们讲一个极重要的“例 
子”—— R n 中的牛顿第二定律.如果我们在 R K 与浪〃广中采用了互相对偶的基底，而将其中的 
向量分别写成 X = (X 1 ， … ， X” = 与$= ( 匕，… ，己 ） = 6 (/ V ， 设它们都是时间 Z 的光滑函 

数，于是 ：c = ^ x n ) = x 1 e l , k = (ii ，…， h ) = I (〆 ） j . 按我们的习惯，动能是了 = 

2 但是动能是一个物理量，它应该是与坐标的选取无关的.如果换一个坐标系乂二 

y (?) »则因 y ，有/ = 而第 f 个质点之质量？ 7? t 更是与坐标无关的，所以在 j 坐标中 

计算的动能是 

m t * i * t _ * k * l (a r \ 

/ j ~^~y y — Zj ^ - 

i=i 乙 i=i z 

右方一般说来当然不会是 T =免 但是有一个情况是可以的，即是我们所描述的乃是 

1=1 

N 个质点所成的质点组在 R 3 中的无约束的运动.这个质点组有 3 N 个自由度，例如第一个质点 
的位置就由 A = X X i x 2 — — Z x 描述，而且 m i 即第一'个质点的质 

量.这时 /Z = 3 N 而且 

t = 2 ^ i ( x ?+ yj + zp . 

如果作 R 3 (注意，不是 R ") 中的正交变换，把（足， I , 乙） 变成 （ U , %, W ,), 这时确实容易计算 

出警由 + Y " + Z ") =警 （ 1^ + il + #：)，而丁确实与坐标的选取无关’大多数力学书中都 

只讨论这个情况.严重的问题在于，作用在这个质点组上的力是保守力，即是有位势为 FCx ) 的 
力，位势就是负位能 FCr ) = - VCr )， 而作用在质点上的力是 grad F = grad V . 于是牛顿运动 
方程成为 
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dx 


■F Cx) ， 


1’ 


(16) 


(不对 z 求和）.如果要考虑坐标变换，立即看出了问 题：式 左是逆变向量 f 对时间的二阶导数， 
在经典力学中时间是一个均匀流动的参数，它与空间完全无关，所以本章一开始就说了牛顿时空 
是而不说是，这样， f 对 r 求导后仍是逆变向量.但式右则不然，如果引入新坐标. 

y = 或汐= Ar ， A = ( A ;) ， 


则 


x — ^ x = A ~ l A ~ l = ifi ])» 

9F = 9F dx J = J； 9F 

ay _ ay _ W 


3F = 3F ay = v 3F 

i q j q i 八 i 。 j 

dx oy ax oy 

(注意，分母中的上指标算是下指标）.于是 （16) 的左右双方分别是一逆变与协变向量的分量，而 
此式只有在不区分逆变与协变向量的坐标系中，才有意义.例如上面说的 iV 个质点而每个质点 
均在一个 R 3 中运动，且每一个 R 3 中各取 《. n . 标架，就属于这个情况. 

怎样克服这里的矛盾？关键在使动 能了成 为与坐标无关的标量.方法是在各个坐标系中分 
别引入一个矩阵——即/个量 (&) 并把了 修改为 


T = py W ， Sv = & • 


(17) 


这里的 （ A ) 的选法应该是使在我们原来用以表述牛顿第二定律所用的： r 坐标中了 = 
U W ，而在用另一■个坐标= Ax » A = ( a ]) 时应把改成 gy ly =心使得 

t=l L 

§ ki = § tj a k a \ ’ gij = Ski a t a j - (18) 

这里 （ ap 是 （ ap 的逆矩阵.注意，我们已经把质量放在&中去了 .由 （17) 和 （18) 立即有 


T 1 * I* j 1 ~ * I * j 

丄 = g ， 工=~2 & 0 y - 

但是了既然在 X 坐标系中代表动能，当然在3；坐标系中也代表动能-动能是一个标量，它的 

值不受坐标变换的影响. 

解决了这个问题，立即就知道，牛顿第二定律的正确表述应该是 


d 

d ? 




) 


dF 

5? 


= 1 ’ 2 ’ 


因为 P =; ^4 = a \ y l ，^ 故将上式双方乘以再对 f 求和即得 


亦即 


d 


57 


dF 

37 


(19) 


d~t (gkiy } - ay- 


(20) 
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比较 （19) 和 (20) 说明牛顿第二定律在任何坐标系中都是成立的，而且可以用简单的形式推 
导得出各个坐标系下这个定律的形状——现在 （19) 和 (20) 形状是一样的——这就叫做这个定律 
的协变性 .一 切物理定律都应该具有这种协变性，否则就不能断定它确有物理意义.上面我们是 

用 g tJ X J 代替了速度 f ，由于质量已放在中，所以 g tJ X J 就是动量.但是与速度不同，动量现在 

是协变向量.因为 （19) 右方是协变向量，我们用4去乘它再对 z 求和就自然会得到也就是 

证明了用 < 去乘仍是一个协变向量.这样我们看到，牛顿第二定律是以协变向量形式来表 
示的.其所以如此做是因为外力是保守力 gradF , 而这是一个协变向量.总之，一个有物理意义或 
几何意义的等式双方必须是同种类型的向量或同为标量，否则就要认真讨论为什么会产生这种 
不一致.我们上面的讨论与本章一开始就提到的黎曼的思想有密切关系，心 2 既 

是距离平方，双方除以 dr 2 即得速度平方 i ^) 2 = g tj x j x j 再考虑到可以把质量也吸收到中去， 

则+ (^) 2 其实是动能.所以，黎曼的思想有深厚的物理背景.至此，读者会问， （&) 究竟是什 

么？这是 n 2 个数或函数组成一组(考虑到对称性，实有+ 1 ) 个数），而在坐标变换下，它 

按 （18) 式变化.它还有一个奇怪的性质：即当它与一个逆变向量 P 相乘，并对 j 求和，从而使指 
te j 在最后的结果中不再出现（这个运算叫“缩并” ( contraction )) ^这时一'定出现一'个协变向 

量——动量，我们记作九—个数学对象如果有这些奇妙的性质，其本质必然值得认真讨 
论.如（^)这样的对象就称为一个张量.黎曼就是发现了度量张量 （&), 由此建立了黎曼几何 
学,对整个数学和物理学起了极大的推动作用，我们将在下面再细说. 

最后我们要提出一点，上面我们讲向量都是以空间某一定点为原点建立一个线性空间 R a , 
所有的向量都是 『或 ( R K 广之元，这些空间中的坐标变换也都是常系数的线性变换.但是在实 
际的物理问题中，并不只讨论一个定点上的问题，而要考虑某一区域 D 中的向量函数、标量函 
数.这个 D 是『的一个区域，但这里的 R " 与向量所在的 R n 或 ( IT 广是两回事，正如我们的第 
三章中讲什么是微分时，讲到 x + h 时说的 ，: cGD 与 / i 所在的 R ra 是不同的.后者叫切空 

间，前者叫底空间.这在下一节讨论切丛、余切丛时会再讨论.现在我们讲坐标变换时就要考虑 
O 中的: c 变动，而不只是 R ra 中的向量按 y = 或 3 ^ = % _ 1 工的变换，但是现在的非线性变换 : c 
= (; y ) 的线性部分，亦即下面要讲的切变换，确实是以底空间中的 x 点或相应的; y 点（均作为定 

点考虑）为原点的切空间 IT 中的线性变换，这个线性变换的矩阵就是雅可比矩阵这样， 

我们就可以给出 

定义 1 设在；7维区域 D 中作任意坐标变换，即微分同胚 x = x ( j ) 或 3 ； = 3 ；(:^.若在 0 上 
的？/ 个光滑函数 / Gc )， 在 j 坐标中相应也有，个光滑函数 Fb )， 使 

f ( x ) = F ( y )» x = x (3;) » (21) 

就称 / Cx ) 为一标量.若在 D 中对每个坐标系有？ 7 1 个光滑函数所成的一组(/\ ( x ) ，…，/„ (: c )) ， 
而在另一坐标系 j 下相应有一组 CF \ Cy )， …， F n ( y )) 间有关系式 
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W 二2/」(工)装’ 


则称它为一逆变向量，这时规定将指标写在上面而有 




(X) 


dy 

d 7 


(22) 


若/与 F 间的关系式为 

F t (y) = fj (: c) 其， 

s y 

这时规定指标写在下面，则称之为协变向量. 

例如， D 中某一函数 p(x) 之梯度 grad P 就是协变向量. D 中某一曲线 X 1 =/ (?) 之“导数” 
或“速度” ($,•••， 


以及沿此曲线的微分 ( dx 1 , …， d /) 都是逆变向量.可以说，它们是最重 


要的协变和逆变向量. 

2. 旋转和反射 上一节中除了最后一段是讨论的非线性坐标变换以外，我们都是讨论的线 
性变换.在物理学中具有特殊重要性的是一些特殊的线性变换例如 SO («), LKn ) 还有作为相 
对论基础的洛伦兹变换 (Lorentz transformation ) 等等.这就涉及了群论的问题，是一'个浩翰的数 
学海洋.即使是从微积分的角度来看，也确有一些变换特别重要，例如有平移、旋转和反射.我们 
在这里不去讨论平移，因为它虽然简单，却不属于线性变换，而是仿射变换.下面我们讨论旋转. 
至于反射,则其性质又与旋转很不相同.不过，这里有两个相联系的问题.前面我们是固定了一个 

向量，即一个点，然后让基底-即坐标轴-改变并且看此点的坐标如何变化.另一个情况是 

固定基底，并让此向量，即一个点，变成另一个向量，而且这个变换对于被变换的向量是线性的. 
这两种问题虽然不同，却互有联系，甚至可以看成一种“相对运 动”： 把一个平面向量绕原点旋转 
角度 p 与将坐标轴旋转一个角 - p 所得的公式是一样的.所以下面我们只看向量的变化. 

先看平面上的旋转，先看由 （ x ,3；) 点（现在没有必要区分协变与逆变向量，因为我们用的是 
正交笛卡儿坐标）到 （/,/) 的旋转，其旋转中心为原点，旋转角为^最好的方法是用复数记号， 
于是令2； = x + ，/ = :^ + i / ，贝 IJ 

/ = e ; 〜， (23) 


ix 




) = (xcos <p — ^sin < p ) + i (xsin <p + jycos ( p - 


分开实虚部，并用矩阵表示，即得 


: ccos cp — y sin cp -> y = xsin cp + jycos 
/ x '\ /cos (p — sin ( p \ / x \ 


y sm cp cos cp 

这是点的变换.如果坐标轴旋转一个角度 p 则得 




y 


cos <p sm < p \ (x 
- sin <p cos cp \y 


(24) 


(240 


不论是哪个问题，变换矩阵都是正交矩阵. 

上面我们还看到，平面旋转可以用两个观点来 看：一 是看成实的正交变换，一是看成复变换 
/ = 一2,一可以看成一个一阶矩阵，它仍是酉矩阵，因此记为 （ J ). 这个情况在三维时照样成 
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其实 (24) 或 (24') 也可以看成一个三维的点变换或坐标变换.例如 （24') 是平面绕 z 轴 


旋转了角度&因为 z 轴是旋转轴，所以 z 坐标不变/ = i 这样，例如 (240 就成为 


( / 
X 


cos cp sin <p 0 ’ 


X 

/ 

y 

— 

— sin (p cos (p 0 


y 

/ 

Lz J 


、 0 01 」 


,Z, 


(25) 


变换矩阵仍是一个正交矩阵，不过阶数为3.我们要证明 R 3 中 
一般的旋转都可以这样处理.现在设原有一个坐标系 Oxyz ， 给 
旋转成为.我们要想办法把一个一般的旋转分解为若 
干个 (25) 那种类型的旋转的乘积.为此，我们令 OL 为 Og 平 
面和 0 / 3 /平面之交线， Os 和 O / 之交角是^由 Qr 到 OL (均 
在平面 Oxy 上)之角度为 p 在 Oxy 上由 Ox ， jOL 之角度为 
0 ( 图7 - 1 - 2) .由 Oxyz 坐标系变到 Or '^//分成三步实现. 

1.以 Cfe 为轴，在 Ox ; y 平面上将 Qc 旋转 p 成为 QL ， 令新 
坐标系为， a ) ，则即 QL ， Oq 即 Cfe ，而由 （25) 有 


工 1 


cos (p sin (p 0 1 


X 

3^1 

= 

— sin cp cos <p 0 


y 

之 1 」 


、 0 0 1 」 





图 7-1-2 


2. 现在 Oa 即（ X ,它既在 Ox x y x 平面上，又在平面上，所以一方面它与正交， 
一 ■方 面又与 O〆 正交.以 Oa 为轴在 Cfez ' 面上旋转一 ■个 角度 0 ，于是得到新坐标系这 
里 Qr 2 即 OxpOA 即（ V 而由 （25) 式有 


f 

工 2 


10 0 1 



yi 

= 

0 cos 6 sin 6 


汐 1 

,z 2 ) 


、0 — sin 6 cos 6. 




(27) 


3. 现在绕 Qe 2 作最后一次旋转.因为 Oz 2 即€> 〆 所以旋转是在 Qr 2 y 2 平面上实现的.旋转 
的角度为 0 .于是 Ox 2 即（ X 变成0/.0 2 是旋转轴所以不变 . Oj 2 即 O3 / (条件是 Oxy〆 与 
Oxyz 同为右手或左手坐标系），于是最后有 


f / > 

X 


cos (p sin ip 0 1 


x 2 

/ 

y 

— 

一 sin <p cos <p 0 


3^2 

/ 

J 


、 0 0 lj 


、 Z 2 ) 


合并 (26), (27)， （28) 即得最后的结果 


(^ ^ 

X 


X 

/ 

y 

= A 

y 

/ 



lz J 




(29) 


cos ^>cos ip — cos 沒 sin ^>sin <p 
A = — cos <^sin <p — cos 沒 sin cpcos tp 

、 sin (psin d 

很容易证明， A 是一个正交矩阵，而且 det A 


sin ^>cos <p + cos 沒 cos ^>sin <p sin ^sin <p ' 

- sin ^sin <p + cos 沒 cos 9 cos <p sin 6cos <p . 

— cos ^sin 6 cos 6 , 

= 1 .但是要注意，这是由于我们假设了 


与 
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Oxyz 同为右手或左手系，即有相同“手征” ( chirality ), 否则下面我们会看到, A 仍为正交矩阵，但 
是 detA = -1，这种情况将在下面讨论.所有这种适合 det A = 1 的正交矩阵成为一个群，记作 
SO (3 )， （A p ，0) 是它们的三个参数，称为欧拉角，它是欧拉在研究刚体绕固定点的旋转时提出 
的.固定点即选为原点 o , 刚体原来的位置通过附着于其上的以 o 为原点的一个正交标架 
来刻画，而其转动后的位置则通过刻画. 

我们把这些结果归结成为 

定理2 绕固定0点的正交坐标系的旋转成为行列式为1的正交矩阵集合 SO (3) .它是一 
个群，称为三维特殊正交群,它含有三个连续参数 （6 U < p ,< p ) (称为欧拉角），这里 O <0<7 i ， O<p 

〈 2 兀 ，(X (p 〈 2i 

上面关于参数变化范围的规定是很明显的.此外，我们还应证明 SO (3) 之任一元一定刻画 
正交标架的一个旋转，这是很容易证明的，因为正交变换下长度不变，所以角度也不变.这样正交 
标架仍变为正交标架，行列式为1表明标架的手征不会改变. 

重要的是，如果我们把 n 乂 n 矩阵的 n 2 个元看成中一点的坐标，于是每个 nXn 矩阵 A 

就成了 R " 2 中的一点.矩阵为非奇异的，即 IT 2 中不适合代数方程 det A = 0的点之集合.这是一 
个开集，这类矩阵也成了一个群，称为77维一般线性群，记作 GL ( n ) (有时写作 GL(n,R) 以与 
复矩阵群 GL , C ) 区别 ） .SO (3) 是 GL (3) 的一个子群，而由正交条件(共6个方程）来刻画，所 
以这是一个3维曲面.这个曲面是光滑的，具有微分流形结构.每一个点因为代表一个矩阵又可 
以对它进行群运算.这是一大类极为重要的数学结构，称为我们在这里当然不能再讲了. 

上面我们提到，二维平面上的旋转可以用一个复数一来表示.它也是一个一阶酉矩阵，所以 
SO (2) 也就是 SL /(1), 同样 R 3 中的旋转 SO (3) 也可以用 SU (2) 表示.这里我们就不来证明了. 

需要提到的是行列式为1的条件，但实际上，若 A 为正交矩阵，则 1 = 所以 / A_A = 

从而 detCA )* det ( A ) = | det A| 2 = l , 而 A 之行列式之值可 以是土 1. 上面我们讲了 A G SO (3) 
必得 det A = 1，现在要问 ，det A = - 1是什么样的标架变换即坐标变换？这是一个有深刻物理 
意义的问题，因为有两种坐标系，如图 7-1-3 中 R 2 的两个正交标架就不可能用旋转与平移使 
之重合.而其中之一在镜子（虚线）中的像就是另一个.这两个互为镜像的坐标系称为具有不同手 
征 :右方 的一个称为“右手坐标系”，左方的一个称为“左手坐标系”，二者的关系是 
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对于 R 3 也是一样，图 7-1-4 给出了左、右手坐标系，其关系也是 


f / ^ 

X 


- 1 0 0 1 


X 

/ 

— 

0 1 0 


y 

/ 

lz J 


、0 0 1 」 




(30) 和 (31) 这样的线性变换称为 x 方向的反射 ( reflection ). 如果对所有坐标轴均作反射，则称为 
反演 ( inversion ) (物理学家常称为宇称 （ parity ) 变换）.反射与旋转不同，它不形成群.例如在 R 2 
上作对 x 与 j 轴两次反射如图7- 1-3 的 O ' x 等于绕 O 点旋转71，而不再是反射. 

坐标系的手征是一个重要问题.在 R 3 中选取一个 o . n . 标架时，即使原点位置相同，三个轴 
都与对应的轴平行，却可以有手征的不同.这会影响到对物理量的表述和刻画.因为物理量和几 
何量与参考系——坐标系的手征的关系是非常重要的问题.即以“向量”而言，我们前面指出，所 
谓的向量原来只是指线性空间之元素，因此适用平行四边形法则，从而也有坐标，而且坐标的变 
换与标架的变换是逆步的，因而是逆变坐标.有了对偶空间以后又有了协变坐标.不过这一段讨 
论又限制坐标变换只是正交变换，因此协变逆变之区别又消失了 .但在这时又出现了新问题，即 
正交变换是否保持手征 不变; 从算术上看即此变换的行列式是+ 1还是-1;从几何上看则是此 
变换中是否除了旋转以外还包含了反射.于是，从作为线性空间的元素的向量中又可分为两个子 
类 :一类 是在一般的正交变换，即在 0(3) 之下，亦即容许手征改变时，适合坐标变换的规则，我 
们甚至说它们在手征变换下不变（或者比较准确一些说它协变），这类向量称为真向量 （proper 
vector ) 惑极向量 (polar vector ) ，另一'类在 SO (3) 下按坐标变换的规则处理，而若手征改变(例如 
x \ — - x 之类）时，则整个向量变号，亦即在 det A = - 1 ， AG O (3) 时，坐标变换 A 将写成 A = 
PA ^ P 为手征变换， = - u . A.eSO (3) 按通常的向量变换规则作用于一向量于是 Aw = 
PA x u = Pv = — v = - .这一'类向量称为歷向量、伪向量 （pseudo - vector ) 或轴向量 (axial 

vector ). 上面讲的话可能令读者感到太抽象，但看一下实例就知道这个区别实际上是很本质的. 
在 R 3 中最重要的真向量当然是位置向量以及它对时间的导数，即速度^与加速度 a . 
由牛顿第二定律得出的力还有动量(注意，现在我们不区别协变与逆变向量），当然 
也都是真向量 .R 3 中最常见的赝向量是两个真向量 A = ( aj ， a 2 ， a 3 ) 与= (~，~，~)的向量 
积 A XB . 请读者回忆一下向量积的定义.在通常的教本中的说法， 例如 ： A XB 是一个向量，其 
大小是 I A | | B | sin p ( p 是 A 与 B 之间的劣角，所以其方向与 A . B 所定义的平面垂 
直 MJL A^B^A XB 这里有一个隐含的假设即 Oxyz 是一个右手系.如果想丢 

掉假设，则上面加句话应改为“而且 XB 成一个与原来坐标系手征相 
向量积在物理学中极为重要.例如设一质点之位置向量与速度向量是和^，则其 
角速度 co 二 r x v 就是向量积.因此， to 是赝向量或轴向量.同样还有角动量 rX mi ; 和力矩 r x 
mF 都是.可是更有趣的是转到电磁理论.我们都知道有电场 f ； 和磁场上面我们已经看见了， 
E 是真向量，可是由安培定律,如果有电流经过导线 d / (电流即运动的电荷），设电流值为则它 
在 D 点产生的磁场是 

dB = idl X rl r 3 • 

(图 7 - 1-5) 由此立刻看到 B 其实是一个赝向量. 

不仅如此，我们来看以速度 t ； 运动着的电荷 g 在电磁场 E 和 B 中所受的力——称为洛伦兹 
力 (Lorentz force ) (注意，库伦定律只适用于静电荷）： 
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F — q {^E + -^v X c — 光速. 导线 

它是真向量还是赝向量？第一项当然是真向量.第二项当手征改 ^ 

变时，一方面作为向量积会变一次符号，另一方面 B 作为赝向量 
又会变一次符号，最终是不变.所以洛伦兹力和牛顿力一样都是真 
向量. ^ 

但是看来电磁场中却存两个性质完全不同的 成分： 真向量 E // 

与赝向量 B ， 两个不同性质的东西怎能共处在一起？其实还有一’ 

网 7 - 1 - S 

件“怪事”值得在此提一下：细心的读者一定会注意到，我们只讨论 ^ 

三维空间中的向量积，这是为什么？试看上面给的 A = ( a l . a 2 ， a 3 )， B = (乂， ) ,则 A X B 
的三个分量恰好是 2 X 3 矩阵 



'1 CL2 
! 1 b 2 b 3j 

的三个二阶子行列式（附以适当的正负号），于是要问，对于《维向量 A = ( ai , a 2 , 
(仏，^，…， I )可否取矩阵 

r 、 

a 2 

b 2 … b r 


(32) 
»B = 

(33) 


的二阶子行列式附以适当符号来构成一个新向量呢？但是现在二阶子行列式的个数是= 


-^-n (n — 1). 如果想构成一 ■个 77维向量，其充分必要条件是+ (?7 - 1) = ?7,即 n =3 .所以二维 

向量的“向量积 XB 是一个三维向量，其实是一件“偶然”的事，它一定还另有实质.同样，磁场 
B 由安培定律也是一个“向量积”，所以它的“实质”是什么需要深入讨论.到了那时才能对麦克 
斯韦的电磁理论有一个确切的理解. 

向量有真赝之分,标量当然也有.真赝标量之别在于手征变化后变号或不变符号.许多物理 
量例如质点的质量、光速等等都是真标量.但是例如磁场与位置向量 r 的标量积 r 却是一 
个赝标量. 

那么 B 的本质是什么呢？ B 和五在一起构成一个二阶张量. 

3. 张量 数学中要研究的量，除了标量，向量（以及标量值，向量值函数）以外，还有许多 .把 
张量也纳入数学研究的对象是一大进步，因为这就大大扩大了数学的视野.人们发现许多在物理 
学和几何学中极重要的量都是张量.这里我们只从几个例子出发，用有坐标的便于计算的方式引 
入张量的概念和它们的基本运算规则，其比较系统的不依赖于坐标的讨论则放在§3中与外形 
式运算一起来讲. 

我们已看到， n 维空间中若赋予了坐标，其向量就是一组 n 个数（本节之中我们限于讨论实 
的线性空间）（^，…，~)并要求它们在坐标变换下按一定规则变化，并视其所遵循的规则称为 
逆变与协变向量.々阶张量,有了坐标以后，则是一组/个数，而在坐标变换下也要求它们按一 
定规则变化 .一 个例子是黎曼引进的度量.黎曼的思想是，对一般的非平直的空间，其无限接近的 
两点之间的距离（这里又涉及无穷小的问题.但读者们不会再有困难）不再是由毕达哥拉斯定理 




得出的 d / = dx 2 + d / (这与我们在欧氏空间中引入曲线坐标如极坐标、球坐标还不一样.因为 
现在的 S 间中根本不一'定有 R ra 中的直角坐标系存在）而是 

ds 2 = g tJ (x ) dx l » g tJ (x) = g Jt Cx) ， （ 34) 

这里矩阵 (& ( x )) 规定为正定的. 

如果我们作一个坐标变换 

y = y (x) ^ (35) 

这里 x (; y ) 是光滑的，而且上式是局部微分同胚，所以雅可比行列式^ ^^4^0 .本节开始 

O C：^ ，…， x n ) 

时我们讲的都是线性变换 


y — Ax * 

现在则因所讨论的空间不是 R % 其中的坐标变换当然不一定是线性变换了 .不过在下一节介绍 
了微分流形及其切空间概念后将会知道，这里没有什么本质区别.我们现在只说 (35) 式在某定点 


麵附近的线性部麵一’这里 


.知道了这 


一点以后，下面我们就只讨论变换 (35) 了. 

d 5 2 的定义怎样能做到与坐标无关？为了从几何上研究空间的性质而不把坐标系的特点掺 
进去，这是完全必要的.为此就要求 Cx )) 服从一定的要求.这要求就是，若在坐标系 > 之下， 
g tJ (: c ) 变成了心（3；)，我们应该有 

ds 2 — gki = g tj (x) dx 1 dx 1 » 

以 （35) 式代入中间一项 即得： 

ds 2 二 gki ( 汐 ) = (^gki (JV) ) dx 1 — g tJ (x ) dx l dx^ . 


由 di 的任意性即得 


注意到 $4^4 二才 ]，也可得出 

oy ax 




d x dx J 


gkl(y)= % (x) WW 


注意， （36), (37) 和前面的 （12), (13) 是很相似的，例如 （36) 中的= A (注意 (36) 中是对々 ， Z 


求和的，而 （37) 中的^是 Vl _1 ，（37) 中是对求和的）. 

我们再来看一个例子即 A XB . 如果用 R 3 中的 o . n .标架 （ ei , e 2 , e 3 ) ，注意到从&到&所得 
的平行四边形面积为 + 1( 只要 i ， j ， k 可由1，2,3用轮换排列而得），于是 

A X B = a 2 b 3 e 2 X e 3 + a 3 b l e 3 X e x + a 1 b 2 e x X e 2 
+ a 3 b 2 e 3 X e 2 + a 1 b 3 e x X e 3 + a 2 b l e 2 X e x 
= (a 2 b 3 — a 3 b 2 ) e 2 X e 3 + (a 3 b 1 — a 1 b 3 ) e 3 X e x + (a 1 b 2 - a 2 b l ) e x X e 2 - C38) 
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注意到 e 2 x e 3 是^平面 上由; y 轴的单位向量转到2轴的单位向量所成的平行四边形（其实是 
正方形）的有符号的面积，则我们可以把 （38) 式看成一个平面有向面积向三个坐标平面上的分 
解,也就不妨把这个有向面积看成一种向量的类似物.它有十分类似于平行四边形法则的分解 
(可惜我们这里采用了 n . 标架，而它是与欧几里得度量有关的，平行四边形法则却是与度量无 
关的.这个问题我们在讲到外形式时还要讲），最好是令例如 af - aW =2了>，则 (38) 可写为 

A x B = T% x e k ， (39) 

这里可以由1到3任意取值，而不必如 (38) 那样一定要求成为轮换对称.这样自动 
地有 

T k =- ”， T = 0. (40) 

称为 A xb 的分量. 

现在作一个坐标变换 j = Ax , 使原来的基底成为新基底，= A &, 于是& 而 A 和 B 

分别成为 


A = ae t = aX j 1 f j = a J f } » a j = X\a » 

B = b \ = bXJ ) H ^ = 狀， 

于是在新坐标系下 

AXB = (a 2 〆—a 3 i5 2 )/ 2 X/ 3 + (« 3 〆— a> 3 )f 3 X f, + (a 1 〆—X / 2 . 
现在新的分量是例如 a 2 /? 3 等等，而有 a 2 /? 3 = ，等等.这个式子显然与逆变向量坐标的变 

换公式很相近. Cr )} 和 A XB 都是我们要讲的张量.它们是二阶张量，因为它们的分量或坐 
标都依赖于两个指标.前者是协变张量，后者是逆变张量，其理由自明.前者是对称张量，因为 
g v ix ) = g Jt (: y ) ， 后者是反对称张量.因为 (40) 告诉我们7^ = - 了# . 

按这里所讲的，我们可以给出一般的 A 阶张量的定义，我们先令々=/> + 为非负整 

数.我们要构造出一个次逆变次协变的张量.这种张量称为（/>,0型张量.于是有 

定义2 设有/个光滑函数: T V ’ V ( x )， 这里 h ，…，与 [ ，…， j Q 均互相独立地从1到77 

J 1 J q 


取值.若作一个局部微分同胚（35)，使得在新坐标系下有个函数 ( j )， 而与原来的函 

1 g 


数组 T h ’ … ’ lp (X) 之间有以下关系式 

J 1 J q 


L 1 


•，紋 


， / 





dy kl dy kp 3x Jl 3 x }p 工 1 ' ， … ( 工 ) 

d X 11 d x p d y x 3 y p h 


(41) 


就说 {/ 


( x )} 是一个 A 阶（纟， g ) 型张量，更确切地说是一个 /> 阶逆变， g 阶协变张量， 

g 

h ，…， Ja 分别称为逆变和协变指标. 


很清楚，向量就是一阶张量.逆变与协变向量分别是（1，0)型与 （ o ， i ) 型张量.标量则是0阶 
张量，或者说是 (0,0) 型张量. 


有一个特别重要的（1， 1) 型张量 g ，称为克罗内克 ( Kronecker ) 张量，它的特点在于其不变 
性: 若它在 j 坐标下的分量是及 f ，则 


和=岔. 




事实上 
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ay 




k i 

dy ax 


si 


ox o y a x o y 

我们说它是一个不变张量.另一个重要的张量是 n 维空间中的 （0, n ) 型张量_ 
( Levi - Civita ) 张量，它在 R n 的一个正交坐标系下的分量是 


-列维-齐维塔 


1 ， 


1 n 


1， 


若 


若 


il， …， n 
h ， …“ 

(1，…， n 




是偶置换， 


是奇置换， 


(42) 


⑴， 若 h ，…，< 中有相等者. 

它只在正交变换下有不变性 :考虑 R n 上的一个旋转变换 j = Ar ，这里 A G SO Gi ). 令 


A 


a n a 12 … a h 


dx J 


a nl a n2 … a m 

a t ，而且 det A = 1 ，另一'方面若记 ，...，， 在坐标系下的分量为 e ，..，则 




sy! … sy 、 


’1- ，J n ^7"* 丫 & 工 h dx ln 

这里我们没有区分协变与逆变坐标，因为在正交变换下二者没有区别. 
由行列式的定义 


2 


1 n 1 J n n 


a . 


a ： 


… a 


j » n 


… a ： 


所以若 


〔1’ …， n 


Ui 




是偶置换，此彳了列式等于 det A = 1;若 


{ h'"y n 


Ui 




为奇置换，此行列式等 


于- det A = - 1;若 h , …， U 中有二者相等，此行列式有两行相同，因而为 0. 

在一般坐标变换下，列维-齐维塔张量没有不变性. 

下面讨论张量的代数运算.为了书写方便，我们不写出关于一般 (>， g ) 型张量的公式而只写 
出对某特定类型张量的相应公式 .一 般公式自然容易得出.首先是加法，设有两个同型的张量 

A V 2 与召％，则二者可以求和，其和也是同型张量，而其分量是 

h h 


c 


i ^ "Z j *2* "Z* -h ^ 

1 = A 1 + B 1 


(43) 


A 




A 


其次是张量积，仍设有两个张量 ， A V 2 与 S 3 . ，分别是 (2, 1) 型与 （1, 2) 型的，则定义其张量 


积 C = A ( x ) B 为一个 (2 + 1,1 + 2) 型张量 


C 


j \ j 2 j 3 


J 2 J 3 


A 12 • B 3 

J 1 J 2 J 3 


(44) 
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有时我们又会把它写成 A ll 2 ® B 3 . .应该注意，一般说来 A ( g ) B7 ^ g ) A . 即以 （44) 为例，如果把 

J 1 J 2 J 3 

(44) 中的 C 理解为 A ( gLB , 则例如有 

O A; 2 . 心 

但若将 C 理解为 B ® A ， 则相应有 

0 2 . a ^ 

二者确实是不相同的. 

张量积有一个特例，即标量 A 可以看成0阶张量.这样对任一张量 ， A (其分量为 A ^2) 就可 

以定义 A®A (其分量为 AAf 2 ) 仍为同型张量.由上所述，同型的张量对于例如实数域中的 A ， 形 

成一个线性空间.我们记之为77/ 2 ,不同型的张量对于直和形成一个非交换的代数，并以 ㊈ 为其 

中的乘法，这个代数称为张量代数 T . 关于张量代数与张量空间的代数结构，我们将在第三节去 
讨论. 

但是有两个常用的记号应该在此提到.我们知道，一个向量(不论是协变的还是逆变的）都可以 


看成一个一阶张量.例如 , A = 全 a t e t ， B 二 .求二者的张量积，则可得到一个二阶张量. 


A (x) B = 〉: a t bj€ t (x) . 

如果我们把看成这个二阶张量空间的 € 底（后面我们也将证明它），则 A 0 B 可以看成与 
—一对应，或者就与下面的 n X n 矩阵一一对应.因此，我们就简单地写作 


A ( x)B 


1 "1 




(45) 


前面我们讲到黎曼的度量张量时，也曾把它写成以下几种形式之一 


d? = g 1} (x ) dx l > 

^gy (x)) ， 

(工 )） ， 

甚至可以写成 

d^ 2 = g tJ (x ) dx 1 (X) dx^ . 

这纯粹是一个记号问题，不过它在物理学和力学中常会见到这种情况，并且把 (45) 这样的二阶张 


量称为并矢 ( dyad ). 

另一点应该提到的是在泛函分析特别在广义函数论中，张量积这个词又有另一个用法.如果 


w Cr ) 与 Cr ) 都是定义在 D 中的函数，我们定义其张量积为 （w ® w ) ， h ) = w ( x x ) v ( j : 2 ). 
这样做的理由在于, A 与 B 本来属于同一个线性空间其基底本来是同样的但在 
考虑张量积时，我们认为 A 和 B 各在自己的 E 中，而这两个 E 是互相独立的.因此，我们构造了另 
一个线性空间 它是？ 维的，而以％ X $}, 纟, 7 = 1,…， n 为基底，把这个思想用于函数, 
W ( x ) 与 wCr ) 可能属于同一空间，例如 C；T CH )， 但我们要求二者独立变化互不相涉.这样做最 
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简单的方法自然是对〃和^的自变量采用不同的记法，分别把它们写成〃 （ A ) 和 wG ： 2 ) ，并把通 
常的求积 W (&) w Cr 2 ) 写成张量积 ® t ;) (& ， x 2 ). 这样做，在代数结构上会得到一些好处，我 
们就不再去讲了.同样，在量子力学中，两个函数之并矢，亦即 M ® w ， 有时写成 

= \ u X V I . 

这是狄拉克 ( Dirac ) 的记号，它时常是很方便的. 

张量所特有的，也是十分重要的代数运算是它的“縮并” ( contraction ) .它的意思是说在一'个 
张量积，甚至在一个张量(视为该张量与1的张量积）中，若令一个协变指标与另一个逆变指标相 
等并对之求和，则将由原来的（/>，以型张量得出一个型张量.因此，该张量的阶将 
下降2 阶.例如在中令而且对 j 相加，用求和规定将得到 

A 1 J B J = C % 

则 C 是一个 （1,0) 型张量，这个证明是很容易的.因为若记这些量在 y 坐标系下的表示丸4：% 
B k 和则 


C l = A lJ B 


i o / o yyi 

心 a ki R 

O ^ O ^ O J 

ox ox oy 


^ ^ >rn a ki 


9 X 


： STA kl B r 


d y 

~ k 


c k . 


所以 C 1 是一个 （1,0 ) 型张量. 

其实缩并是我们已经见到过的.例如一个 （1,1 ) 型张量 Ah 前面我们已说过，可以表示为一 
个矩阵 




a 


A = 


a 


江 n 


则其缩并就是 

它恰好就是矩阵 A 之迹 ( trace ) tr A : 



1 





tr A = a \. 

缩并的另一个表现就是内积 .一 个逆变向量 A = ( A 1 ，…， A ra ) 与一个协变向量 B ，…， 

BJ (视向量为一阶张量)之内积，其实就是对 A ® B 作缩并的 结果： 


A- B = 2( 哗 ）I 尸 - 

利用缩并还可以得到一个决定某一组量是否张量的方法.设有 n 2 个量，它们在: r 坐标下的 
表示为若对此坐标系下的任意逆变向量 XS 均可证明是一个(0 , 1) 型张量，则 A # 必 
为一个 (0,2) 型张量，实际上若换到: y 坐标系而 A # 与 f 分别成了 Ad 与文、则 

= 备 A t JT • 


x k 


3 y k 

m 

ox 


■ X ™ 


但是 
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代入上式有 


' d x dy 

因为此式对任意逆变向量 x ™ 均成立，故有 


^ - = 0 . 


A . 


d y = A d _^_ 

ox d y 


双方乘以并对 z 求和，利用有 

dx oy ox 

o k o t 

dy 


A , 


m p 

ox ox 




亦即 


O k o i 

A ; H = A 

2 i tk ] m o p j 

ox ox 


所以 A & 是一个 (0,2) 型张量. 

作为本节之结束，我们来回答为什么坐标变换不写成 (6) 而要写成2 = AW ? 这不但为了应 
用爱因斯坦求和规定，而且要保证在变换前后有相同的协变与逆变性质. 


§ 2微分流形 

1. 基本定义和例子 现在我们开始比较系统地讨论弯曲的空间，并在弯曲的空间上建立起 
微积分学. 

当然，我们需要把研究的对象明确起来 .一 方面要求足够广泛，能包括我们可能会遇到的对 
象，主要是在物理学与几何学中的 对象; 另一方面又不能没有界限以至于会因为不能不处理一些 
“病态”的对象，而把我们已经掌握得很彻底的微积分理论丢开而另起炉灶.这两个方面分寸如何 
掌握最终是由物理学和几何学的需要决定的.科学的发展证明，一个比较适当的界限可以划到微 
分流形为止. 

什么是一个微分流形？我们从一个实例开始.绘制地图时，我们没有办法把地球球面展开成 
一个平面而且保持每一个国家、地区“形状不变”.于是我们把地球分成许多小的区域，把各个区 
域都投影到某一个平面区域上，而且各个不同区域采用不同的投影方法，例如麦卡托 （ G . Merca ¬ 
tor ) (不是第二章讲到对数函数时提到的那个麦卡托）在1569年提出的麦卡托投影法.但最易懂 
的是柱面投影 法:把 地球看作一个球面而沿赤道用一个圆柱包围起来，并从球心将球面上各点投 
影到柱面上，再把柱面打开成一个平面就得到一张世界全图（世界全图称为 atlas ， 此词来自希腊 
神话，是麦卡托首先用这个词的.分国分省地图都不能称为 atlas . 讲一下这个故事对理解下文有 
好处）.这个投影法的好处是子午线和讳圈变成了互相垂直的直线族，而且在赤道附近，区域的 
“形状”保持得很好，但是例如北极被投影到无穷远处，而且高纬度的国家如俄罗斯、加拿大都大 
得出奇，很不“真实”了.另一种投影法例如球极投影（前面也讲过），如果从南极开始把球面向北 
极的切平面投影，则子午线变成了过北极的直线，讳圈仍是圆周，很像极坐标，它的好处是 ：在北 
极附近，图形很“真实”，而且经过北极的大圆（即子午线）都是直线，角度大小也不变，但是南极被 




映到无穷远处去了.因此地图学的实贱是在不同区域采用不同的投影，而在采用了不同投影的两 
个区域之公共部分，则要研究其“迁移” （ transition ， 这是一个数学名词而不是制图学名词）.事实 
上如果在第一种投影之下平面上的点用笛卡儿坐标（：^,工 2 )表示，第二种投影之下得到 
( A ， M ) ，则同一点 P 就既有 ( A ， A ) 又有 (3 V 沁），用箭头图示如下： 


P 



从这个图看到，在 Cr i ， x 2 ) 与 （ m ， M ) 之间有一 ^ 个映射％(其逆映射为 p _1 ) ， 而用坐标表不成为 

力 = cp x ix x ^x 2 ) ^y 2 = Cp2 ^2^ - ⑴ 

这一 ■对 函数就称为“迁移函数” (transition functions ， 这又是数学名词而不是制图学的名词）.如果 
我们想在地球上做微积分，当然应该要求它们是光滑函数(但远不止于此）.从这里我们汲取了以 
下的研究弯曲空间的基本 思想： 

1. 把研究对象分成许多小的部分，而每一部分都可以投影到欧氏空间只^内，因而可以进行 
局部的讨论. 

2. 在两个部分相交的地方，通过研究迁移函数来实现从一个部分到另一个部分的转换. 
现在就可以介绍微分流形的概念了.但是立刻就遇到一个问题，在讨论地球表面的各种投影 

以及在讨论更一般的曲面时，我们的对象是很清楚的 ：它是 R 3 的曲面，它的弯曲是相对于包含 
它的 S 间 所谓包含 S 间 (ambient space ) 而言的 . 但是本章一 ■开 始就指出，黎曼的基本思 
想是： 空间本身就是弯曲的，用不着有包含空间作衬托.而其弯曲就表现在，其各点附近就距离而 
言并非均勻的，因而度量 ds 2 = (:随_2：而异.现在我们也不能设想还有什么包含空 

间，也不知道有没有度量.因而我们一开始只有把研究对象 M 规定是一个拓扑空间. 

然后，我们把 M 划分成许多小片，具体说，设有若干个开集——注意，拓扑空间中是可以定 

义开集 { R } 的，使 M = UR . 对于每一个，我们都假设有一个“投影 R % 从数学上 

a 

说，％是一个同胚，因此％ ( LT ff )(= R n 是一个开集，甚至是一个区域 . 称为一个区图 （ chart , 这 
是一个古老的英文字，下面的解释现在已不用了 ：一片 水域或陆地的地图），而其集 { U _ a } 称为 M 
的一个图册 ( atlas ) ，这都是借用了制图学中的名称 . ％ ( U a )( ZR \ R n 中是有坐标的，我们就借用 
这个坐标作为 U a CM 中点的坐标.这种坐标称为局部坐标，％称为坐标映射（有时也就称％ 
为局部坐标）.我们不妨设 R 是连通的，因若不然，我们可以把 R 的各个连通分支各当作一个 
.因为％是同胚，所以％ 也是连通开集——所谓区域就是连通开集.这样我们看 

到，通过同胚％可以把 R H 的拓扑性质——连通性、局部紧性——都移植到 M 上.结果，所有我 
们将要定义的微分流形 M 都是局部连通与局部紧的.可见，微分流形将不会是一个过于空泛的 
概念. 

如果 k n 则不论 是否％ ( u^n < p 2 在％ ( la ) 和外 ( u 2 ) 的局部坐标 

(& ，…， : r „) 与 （3 V …，: yj 之间都会得到迁移函数作为一个 映射： 

<P 2 。 Cp[ l ： Cpy (L^) — (p 2 (U 2 ) - 

用局部坐标来表示就是 
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1 二、？ 1 ° ?i X ^ (A ，…，工„) 

= ^(^1， …，工™) ■ (2) 

为了使得在 M 上有微分学，就需要一个至关重要的相容性 条件： （2) 是微分同胚.重要的是，我 
们不妨取& ( U x )^?2 ( L / 2 ) 充分小，使得这个微分同胚条件可以用坐标来表示为： 

GC ' 且 



“充分小”这样的限制词是必要的，如若不然，仅由雅可比行列式 （3) 不为0尚不足以保证 
92° 9\ 1 = ^ 为一微分同胚. 

最后我们还要加上两个条件 :首先 M 是豪斯多夫空间，这不仅使我们避免了与许多“病态” 
的对象打交道，而且有了它，再加上第二个条件即 M 适合“第二可数性公理”，即存在可数多个 
开集= 1，2,…，使 M 中任一开集必是若干个（可能是可数多个） U 之并，就可以构造出许 
多极为有用的重要的对象.首先是单位分解（见第三章），有了它，才能把有关 M 的问题例如积 
分问题归结为在各个区图 a 上的相应问题.至今我们没有说, M 上是否可以按照黎曼的要求构 
造出一个度量 = A C ^ d / di , 而在有了单位分解以后，就可以证明 M 上确可定义黎曼的度 
量.证明见§ 5.这以后 M 之每个连通分支均各将成为一个度量空间，这一点我们则不加证明了. 

有了这些讨论，我们就可以正式地给出微分流形的定义. 

定义1 设 M 为一适合第二可数性公理的豪斯多夫拓扑空间，而且有由连通开集 {R} 所 
成的覆盖，使得对每个 K 存在同胚映 射％: L4—R% 而且当 U a f ] 时迁移函数 仰。叭 1 : 

f a ( U a ) — 仰 ( Uff ) 为一 （C°°) 微分同胚.这时称 M 为一维 （ C°°) 微分流形， L/ a 称为一个区图 
(或坐标邻域）， {R} 称为图 册，％ (a)Cir 在 R H 中的坐标称为 M 中 R 之局部坐标，％称为 
坐标映射 ，77 称为 M 之维数. 

注 1 定义中只要求 { R } 能覆盖 M , 而有时需要把一切适合 <p (V) CR n 的同胚 p 与连通 
开集 V 也都列入{% } 和 { L 「 fl } 之中，但要 (p° <p~ l 为微分同胚，以得到一个极大图册 (maximal at ¬ 
las ). 极大图册的存在性是需要而且可以证明的.这种极大图册称为一个微分构造.于是产生一个 
问题： 同一个 M 上是否有唯一的微分构造 .20 世纪60年代,米尔诺 ( J . MUnor ) 证明了 S 7 上就有 
互不相容的微分构造存在，即一'个构造 中的％ 与另一'构造中的％能使不是微分同胚. 
也有人证明了确有没有微分构造的流形存在 .20 世纪80年代，英国数学家唐纳逊 （ S . K . Dotiald - 
smi ) 证明了 R 4 中即有互不相容的微分构造，这件事与理论物理有密切的关系. 

注 2 上面我们讲的是 C °° 微分流形，即指迁移函数是 C °° 函数.这是最常见的情况，一般数 
学文献中凡讲到光滑，总是指的 C ' 所以也时常略去 C ™ (甚至光滑)字样.但实际上还有迁移函 
数只是 C 函数的情况.这时流形就称为 C 流形,特别是 C (> 流形，其实并没有可微性.它的性质 
与其它 C 流形可以很不相同.例如可以问，每个微分构造是否只有一个维数？确实如此，但对 
于 C 流形，当 A >0 时证明并不难4=0时也是可以证明的，但要证明维数不变需证明著名的 
区域不变性 定理： 

定理 1 若则 R H 之一开集不能同胚于 IT 的开集. 




§2 微分流形 
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这个著名定理是布劳威尔证明的，要用到很细致的同调理论工具，但在 k >0 时却不难证 
明.由此，我们至少看到，维数是刻画一个流形的整体不 变量; 对一个微分流形找出尽可能多的整 
体不变量是很重要的事.这类问题我们就说到这里为止. 

有时，迁移函数是实解析函数(一个函数在某点附近是实解析的，即在此点附近可以展开为 
收敛的幂级数），实解析函数类时常记为 C % 实解析流形也就记为 C " 流形.读者会问，如果把上 
面讲的 n 维实空间 IT 换成77维复空间，而迁移函数从可微函数换成全纯函数，是否可以得到相 
应的复流形理论？是，而且复流形与实流形很不相同，我们完全不能涉及. 

M 上有了微分结构以后，就可以在其上建立种种有关微分学的概念.这里一定要注意，所有 
这些概念都必须是与局部坐标之选取无关的.我们先确定一下什么是 M 上的可微函数 /. 如果/ 
定义在 M 上某点 P 之邻域中，不失一般性，可以设此邻域即为一坐标邻域 L 7. 于是/。9 _1 即成 
为 p ( LOor 上的函数.如果/。^^ 1 是 C 00 可微的，就说/在 P 附近是 C 00 可微的.这个定义显 
然与 U 和 p 的选择无关，因为若选 P 的另一个邻域 V 与相应的局部坐标0，但在 Ufl V 上0。 
( p ~ l ： cp ( Uf ] V )^( p ( Uf ] V ) C 0( L 7) 是一个微分同胚，因而是 C 00 的 K 1 也是 C 00 函数，所以 
/。厂 1 = (/。^ _1 )。 （ w ^ 1 ) 至少在 P 的一个较小的邻域 L / f | V 上是 （ C 00 ) 可微的. 

下面我们来举一些 CT ° 微分流形的例子. 

例 1 M = R ' 这是平凡的，因为现在的图册只含一个元 L / = IT 即可，而坐标映射就 
是恒等 映射： ％ = id . 我们这里没有去讨论什么是极大图册——微分构造.讨论那个问题对我们 
目前并无好处. 

其次令 M 为 R n 中任一开集这时仍有{仏}= { m ，％= id | u ，我们说 U 是 R H 的开子流 
形.这个概念与下面要讲到的闭子流形是不一样的，开子流形的维数 仍为； 7. 

读者会问，半空间是不是微分流形？ 一方面我们很需要把它纳入我 
们的视野，因为例如在积分理论中考虑斯托克斯 ( Stokes ) 定理（格林公式是它的特例）时，必须要 
讨论上的积分.另一方面它又不是流形，因为它有一个“边缘”：^=0,其上的点没有任何可以 
同胚于 R n 的邻域.因此，我们要以为模型来扩大微分流形的定义. 

定义2 设 M + 是一适合第二可数性公理的豪斯多夫拓扑空间. { L / a } 是覆盖 M + 的开集族， 

Ua = M 、而 对每个 L 4 均有同 胚％: IT 或 JT 1 , 使得当 U a r \ U ^0^, f^ 9 ~ a l ： 9a ( U a ) 

a 

— % ( Up 为一微分同胚.这时称 M + 为带边的微分流形. =0 ) 在 M + 中的原像称为 
M + 的边缘，记作 3 M + . 

注 一个带边流形 M + 之边缘与一个拓扑空间的子空间的边界点是不同的概念.例如， R 2 
中的去了圆心的闭圆盘 0< r < l 的边缘只是单位圆周 r = l , 但其边界点之集合还多了一个点 
r = 0 圆心. 

注意，这个定义中 M + 就是拓扑空间的全空间，因此不存在 M + 以外的点的问题.也因此， 
U a 作为 M + 中的开集允许含有 aM + 上之点.但是 / r 又是 K 的子空间，并赋有子空间拓扑，因 
此 {&=()} 上之点虽然就兄是 f 之子集而言是之边界点，按子空间拓扑而言则可以含于 
H n 之开子集％ ( LU 中.由同样的理由 ，仰 。％ 1 可以一直光滑到=0处，我们通常就说 ，仰。 
光滑到边”.现在我们问，把作为 R H 之子集来看，可否找到“更大”的子集 K , 包含而 
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且跨越到 A <0 处，使 W 9 a l 可以光滑地拓展到 K 上？ 一般说来，设 /( x ) 是闭集 H 上的光滑 
函数， K 二) H 是一开集,能否找到一个定义在 K 上的光滑函数 F ( x ), 使在 H 上 F ( x ) =/ Cx )? 
FOc ) 称为 / Cx ) 由 H 到 K 上的光滑延拓.是否可能延拓与的构造有密切的关系.作为带边 
流形的模型之边缘构造特别简单，就只是一个超平面^ =0,比较一般的情况，则可以考虑 
M + 局部也可以用/ ( x ) ^0来刻画，这里 /( x ) G C ™, 而且 grad /#0.且 M + 局部地位于 
3 M + = { x ;/( x ) = 0} 之一侧.在这个情况下有著名的 Seeley 延拓定理： 

Seeley 延拓定理设 / Cr ) G D OT ) ,则必有一个连续映射 p D ( H n )—D ( IT ) ,使 

(pp ( x ) = fix ), x e h 1 . 

由于有这个定理，上述迁移函数，％。％ _1 可以在：^<0的某一区域中也光滑，且是微分同 
胚，这对我们讨论带边流形有很大的方便. 

这个定理的证明我们就略去了，只是要提醒一下，如果 aM + 不是如此简单，哪怕 M + 例如是 
一个象限，角点的出现也会使函数的延拓困难不少. 

例2 无奇点的光滑超曲面设有 R 〃中 一个光滑的超曲面，它由一个方程 

f ， … ， x n ) =0 ⑷ 

定义，这里/是其自变量在之某区域 D 内的 C 00 函数,我们设它是无奇点的，即在 D 上 

grad f ( 工）辛 0, 

因此在每一点至少有一个偏导数不为 0. 设在某个开集 L 7 中，#40而可以应用隐函数定理得 
出 

X n — <p (xj T *** » x n _ x ) » ix x •> *** ■» x n _ x ) G OJ . 

这里，适合以上方程的 G L /， 从而所有这种 L 7 构成超曲面 （4) 的开覆盖，而且 
有坐标映射 

0: { (:^ ， … ， x n _ x ， P (X! ， … ， x n _ x )) G u » (x r y **■ ■» x n _ x ) G o；} — ⑴ (Z R" 1 1 . 

于是我们需要证明的只是，例如有两个这样的 U 和 V ,在 V 中^^尹0,且有相应的坐标 映射： 

^ X n ~\ 

少： { ( Xi ，…，4 (工1 ，…，» A ) ，工《)， （工1 ，…， X ra _2 ， G iQ } — Ddi " 1 1 ，则少。⑤ 1 : 0) 

— D 是迁移函数，其自变量是 (:^，…， i ) 而函数值是(:^，…，， ；）. 但是很清楚，因为 

少。 0~ 1 : ( x x » *■* » x n _ x ) ，…， X n _ 2 , x n ) 

可以写为 

Xj = Xj ， j = 1 ， 2 ,… 1 n —2, 

X n _ l ). 

且乒 0, 所以它当充分小时是微分同胚，总之上述超曲面是一个 n - 1 
维微分流形. 

将它推广，在中由?7? (77? < 7 Z ) 个方程 

f] (x { y **• ■» X n ) = 0, j = 1，…， 777 (5) 

定义的几何轨迹是一个 n - m 维微分流形，这里/；是 C °° 函数，而且 m X w 矩阵 




d _A ... d _A 

dx x dx n 

d frn ... d fm 

dxi dx n 

之秩为 777 . 

这个例子告诉我们, R n 中的曲面 (5) 是微分流形.反过来，也有定理说明任 一个々 维微分流 
形都可以嵌入在充分高维的欧氏空间 + 1 中.这就是说，为了研究微分流形，只需讨论本例就够 
了 .这时成了此流形的包含空间.但是我们并不采取这种观点，因为它使得许多很深刻的思 
想得不到充分表现.而且，维数很高的空间带来的几何复杂性不见得比不用包含空间来抽象地讨 
论微分流形更少. 

例 3 黎曼球面和射影空间 上一章中我们在 z 平面 C (即（: rj ) 平面 R 2 ) 上引进了一个无 
穷远点，并通过球极射影把它变成一个球面 S 2 , 称为黎曼球面.从球极射影的公式可以看出这个 
射影其实是可微的.现在我们要证明黎曼球面是一个 2 维微分流形，而球极射影其实就是坐标映 
射. 


由图 7 — 2— 1 可以看出， 

{N},iV 是北极(0,0, 1)； LT 2 = S 2 \ { S),S 是南极（0,0, 
-1).在 K 中作球极射影％: R 2 , R 2 是过球心的赤 

道平面，并把一点 ^),^1 映到 R 2 上的 （ x , j )， 
很容易看到 

•X = 1 f 〔 ， y — ^ ^ C # 1 . 

这就是 U ^ R 2 的坐标映射.同样，若从南极 S 开始作球 
极射影，则点对应的点 （& ,&) 应为 



x \ — 丄：=， — 1 J ^ = 尹- 1 . 

这就是 t / 2 — R 2 的坐标映射.由此就可以得到，除在 Cxi ) = (0,0)处以外. 


_ x _ y 

Xi 

而在 U } f ] U 2 中恰好没有南北极，因此不会有 (0,0) 和 （&,&)= (0,0) .所以上式就是 
U . f ]^ 中的迁移函数.由此我们看到，黎曼球面是一个微分流形.其实，黎曼球面只不过是普通 
的复平面即 （ xg ) 平面 R 2 添加一个无穷远点而已，但是它却成了一个与 S 2 同胚的球面，与 R 2 
的性质大相径庭 :前者 是紧的，而后者只是局部紧，尽管局部地看来都是通常的平面.如果我们进 
一步再看射影平面只 P 2 , 还会感受到更多的区别. 

射影平面其实也只是普通平面再添加一些理想的元素.这一次是添加了一条无穷远直线却 
又使它们的性质与黎曼球面大不相同了.然而只 P 2 仍然只是一个2维微分流形. 

从上一章看到，定义只 P 2 有多种方法，其一是在 R 3 中把过原点的直线当成一个元素，每一 
条这样的直线可以用其上非原点的一个点（：^，工 2 ，: r 3 ) 来定义，这里不能同时为0.不 
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过，若(々，々，:^与匕^:/^:/^只相差一个常数因子^口 

JCj — Ajc j ^ A / 0 JC j — !JLOC &， ！JL / 0 

这两点要算成等 价的： ( x 1 ， x 2 ^ 3 ) - ( Ax ^ Ax^AxP .而这些直线的集合即 R 3 中这些点的等价 
类的集合.我们就称 R 3 / 〜为 2维的实射影平面：只 P 2 = R 3 / 〜 .上一章里我们在只 P 2 上这样来定 
义一个拓扑，使尺 P 2 与球面 S 2 (经过一些改造）同胚.现进一步问，能否用类似的方法在只 P 2 上 
引入微分结构，使得在其上可以建立起微分学？ 

上一章里，我们是令通过原点的直线与 S 2 相交，而将直线之集合映到 S 2 上.但每一条这样 
的直线与 S 2 有两个交点互为对径点，因此要把 S 2 上的对径点视为一点，这样得到射影平面的 
几何形象，也就是上文说的 S 2 “经过一点改造”的意思.这样作会发现，只 P 2 与一些很奇特的几何 
图形例如默比乌斯带有关.也可以这样去讨论只 P 2 的微分构造，但这需要把商拓扑的概念和方 
法讲得更明确，因此我们采用另一个方法. 

讲解射影平面最简单的方法是引入 R 2 上的所谓“齐次坐标”.我们先引入 R 3 , 即在 R 2 上方 
多加一个 z 轴，于是 R 2 就成了 z = 0 .我们先把这个平面向上抬起成为 z = l , 于是原来的 Cxg ) 
点变成.把它与原点（0,0,0)连成直线，这样一来，#与1^中过原点的直线族对应起 
来.上面已说过这个直线可以用 ( j ：* z ) ( x * y * z 不同时为 0) 之等价类 （ x ， 3 ；， z ) 〜 ( Ax » Xy * 
Xz ) , At "0 对应起来.于是 ( py ) 点也就与 Cr , y , 1) 之等价类对应起来了.我们选此等价类之任 
一 ■兀 ， x 2 ，: r ；3) 作为代表兀，但要求 x x <> X 2<> 不同时为0,例如 Gr ，; y ) 对应于 Cx ，; y ，1) 的等价 
类，而 OC | — OC ^ OC2 ~ y ^ -^-3 ~ 1，于是 x = x ' lx 3 ， y = x 2 lx 3 • 正如复平面变成黎曼球面是通过附加 
无穷远点（即北极）而得,我们现在也对 R 2 添加“许多”点成一个新的集合，即加上 0)}. 
并把这个新集合称为射影平面只 P 2 . 它的点是坐标, _ r 2 , _ r 3 )( 坐标不同时为 0) ,称为射影平 
面中一点的齐次坐标.当时，由它们可以得出普通的笛卡儿坐标工=：^/：^, j = x 2 / x 3 . 
RP 2 中每个点并不是恰有一个齐次坐标，而是有齐次坐标的恰好一个等价类.齐次坐标方法很 
早在数学中就通行了 .例如当我们研究一个多项式 P ( x , j ) =0时，就可以引入齐次坐标，并考 
虑一个三个变元的齐次多项式. 

P (― 1 —) = F ( x 1 > x 2 > x 3 ) 二0 . 

工3 工 : i 

m 是 P 的次数.齐次多项式的好处不仅在于形状整齐，而且它允许添加一些理想的元素.例如直 
线 ax + 6 ;y + c = 0,现在变成+ ex ; = 0 . 这样一 ■来就 增加了 一 ■个研 究对象:^ = 0,它相 
应于 a = 6 = 0, c #0. 本来我们是不应该考虑 x 3 =0 的，因为 a = b = 0 JfU cT ^ O 与 ax + by + c = 0 

是矛盾的.上面用：^去乘也是不合法的.但是若我们允许这样做了就相当于把集合 

x 3 x 3 

{(：^，：^ 2 ,0)}即_2： 3 =0也纳入我们的讨论之中，就相当于把 R 2 变成只 P 2 . 这种做法的合理性在 
于: x 3 = 0和+ cx 3 = 0 —样是一个一次方程，而一次方程代表一条直线，所以我们其实 
是在 R 2 中添上了一条直线 —— 无穷远直线.这条直线经过一个适当的射影变换即齐次坐标的 
非奇异线性变换，可以化为任一指定的普通的直线.所以从射影几何的角度来看 ： r 3 =0 与其它 
的直线并无本质的不同. 

现在我们可以来证明 RP 2 确实是一个微分流形.事实上 




只 P 2 = U K = U 7^0} (6) 

1 二 1 ! 二 1 

U t = { ix x ^ x 2 ^ jo z ) ^ x t #0} 显然是一'个开集.从 G 到 R 2 之同胚定义为 ( p t : U t —R 2 ，（:^， x 2 ， 


X- _ 1 X 




，当 z = l 或3时，或 x i + 1 无意义，这时要稍作些修改，总之 


使分子上不再出现&.余下的只要证明 < pr ? i l 在& (Gfl Up 上是微分同胚即可.不妨看％ 


1 .在 LAnuj# 0 ) 上，妁 (u x n u 2 ) 


2 工 3 


m * i OC 2 "7^~0 J = {( 之 1，=2)}， 门^ ^2 ) 


、工 2 工 2 


； X 1 X 2 7^0 j = { ( vu } i vu 2 )} ，于是 cp x 0 ( f2 l 可以写为 


1 Z 2 

—， zv 2 = — 

^1 之1 


但因在 u . nu , 中所以上式很明显是微分同胚.于是只 p 2 是一个微分流形. 

x \ 

比较一下黎曼球面与只 P 2 , 就知道，局部地看，它们是非常相似的，都是 R 2 . 其实凡微分流形 
必为局部欧氏空间.但是整体来看却极不相同 ： J RP 2 虽然与黎曼球面同样为紧的、连通空间，却 
与后者不同，它是不可定向的.一般地说来，只 F 1 当77为偶数时必为不可定向的，而当77为奇数 
时却是可以定向的.那么只 P 2 整体看来像什么样子？这就很不好说，因为它只能嵌入（这两个字 
也要解释，见后文)在 R 5 中 . R 5 是一个什么样的空间就不是人们的直觉能够想到的了 .因此，整 
体地研究微分流形就得一整套其它方法.这就是拓扑学的主题了.它将应用同调、同伦等等一整 
套方法，而我们这一章只能介绍一点微分流形上的微积分学罢了. 

例 4 黎曼曲面 本书中我们讲了许多不同的微分流形，不止于弯曲的曲面.下面我们再讲 

两种在本书中涉及的微分流形.其一是黎曼曲面.在第二章中我们就复变量的多值函数 w =77 
介绍了黎曼曲面的概念.它是以我们的直觉为基础的，因而很难解释它如何穿过其自身.现在我 

们从微分流形的角度来看的黎曼曲面是如何构造出来的.首先，我们把 z 平面看成是 R 2 
即 （ x , y ) 平面.在其上取一点2 (> 尹0,并作以 q 为心圆周过原点的圆盘它是一个开集.在这 

个开集中考查 w 有两个可能的值，相差一个符号，任取其中之一，记作 （2 d ) 1/2 ，则有以 

下的二项级数展开式（见第三 章）： 

uj=/^= (z {) )i + 

Z ° ⑺ 

oo 

二 (z 0 )i 〔 0 二 (z - Z 0 )lz 0 . 

?! 二 0 

它在 I G I < 1 即当 2 G 时收敛.因此⑺是 w 在中适用的表达式,或者说 (7) 是 

oo 

代数方程 to 2 - 2 ： = 0的一 ■个解 .另一 ■解 则是 uu = - (^) 7 U . 我们在 Uo 中任取一'点&， 
并用⑺式算出 M ^ 

00 

zv = \f^\ — ( 之0 ) 2 2 A n (— - —) n » 

n — (\ =0 
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并记作 （&)+, 于是又有 

-=+ ^ =^， ⑻ 

V z i n =o z i 

这个表达式适合于圆盘(以&为心，边界过原点）中（图7-2-2)，而且由于 （4)1 的选取方 
法知，在 H K 中， （7) 与 （8) 定义相同的函数.第三章中指 
出，⑻称为⑺在 K 中的解析延拓，于是由 （7) 与 （8) 共同定 
义的函数之定义域是％ U ，仿此进行下去，可能在作出 

^/^时就发现^/…+于是我们可以选％和％即为％, 

U n . 但这时会得到 G N ) I = - 这一点在第三章中就已 

讲过.所以，如果我们真的令 U N = ，则在其上会定义两个函 

N 

数，一是⑺式，另一是 (7) 的反号，因此无法在 U G 上定义一 

f 二 0 

个单值的解析函数为此，我们只好取另一个区域为 
L 4 .尽管它作为 R 2 的区域仍与 L /。 相同，而且％ = %,却是 
另一个区域，并且从开始再用级数 

oo 

TO = (2 N )I 2 &V = Z 7 ZN ⑼ 

作为1^=^在％中的定义(注意 (7) 与 （9) 的系数 A „ 是相同的二项系数）.如果这样作下去，则 
在作出了 时，就会发现 = Z N = Z (} ， 但这时 ( Z 2 N 、 1 = - ，于是我们又回到 

了出发点.这样做下去，可能得到许多 G 而令 M = Ug ，则是定义在 M 上的单值函 

J 

数.在 m 中可能有某些 g 与 q 适条件 0 ,例如 u 2N . } nu () ^ 0. u 0 n t ；! = L/ 2/v n 
^4 v +1 ¥0, 但是 U {) f ] U N = 这样的做法自然与微分流形的定义十分相近了，只差迁移函数 
还没有做出来. 

如果则在 u t n u j 中因为局部坐标〔与$适合 

^ 之 -A t , Z - z } 

G =——— ， Z = —— ， z r 7^0^ Z J 尹 0 ， 

心 j 

所以 



^ = 5 ( 1 + £) — 1 ，& = -( 1 + — 1 . ( 10 ) 

z i z j 

这就是我们需要的迁移函数.分开 〔与 Z 的实虚部，容易看到，上式是由 R 2 到 R 2 的微分同胚. 
但是更值得注意的是，作为复变量^ 与 Z 的关系来看， （10) 表示^ 是 Z 的全纯函数，其逆亦 
然.仿照这样的方法我们可以研究代数方程 

/ (2： ， TO ) 二 0 

(所谓代数方程即指/是 Z 与™的多项式）的解这些解一般地是 Z 的多值函数.仿 
照这个特例，而可以定义一般的黎曼曲面 如下： 




定义 3 设 M 为一个2维微分流形， ，& )} 是其一个图册，如果当时，％。 
< p ： l ： cp a ( L / a ) —%(%) 是黎曼球面上的区域％ ( K ) 中的全纯函数，则称 M 为一黎曼曲面. 

至此，我们看到一个全纯函数可以定义在一个微分流形上，只要它有黎曼曲面构造即可，而 
不必要定义在复平面或黎曼球面上.因此也就不必问这个黎曼曲面是怎样穿过它自身的.问这个 
问题其实是问这个黎曼曲面可否在 c 上“实现”.这是不可能的，因为一般说来，一个2维微分流 
形要 R 5 才能把它装得下——即把它嵌入在 R 5 中，由此也就可见，微分流形概念怎样扩大了我 
们的视野. 

例 5 某些矩阵类 上一节中我们介绍了一些在数学与物理学中起重要作用的变换群，特 
别重要的有 OGz)，SO («)， L 7( n )， SL 7( n ) 等等.当时我们指出，它们都是重要的李群.李群是既 
有微分构造的微分流形，又是有群构造的群，而且这两种构造应该是相容的（相容性的确切意义 
这里不能讲了）.现在我们来看一下这些变换群的微分流形构造. 

首先，我们把这些变换都看或 n x n 矩阵.于是每一个矩阵都对应于 IT 2 中的一个点.而一 

个特殊的变换群,将成为 IT 2 中的一个流形.如我们在例2中看到的那样，这些流形将由 IT 2 中的 

f A 

a n a n a n 

很多个方程来定义.例如 SO (3) 是适合以下条件的 3 X 3 矩阵， A = a 21 a 22 a n 定义的.这 

、 a 31 a 32 a 33 > 

里 

det A = 1， （11) 

3 

^ a lk a jk = d tJ ， i ， j = 1，2,3 • (12) 

问题是，这些条件是否互相独立 Si 又是不是足够的？例如上面这组条件是说 A 之各行成为一 
个 《. n . 系，那么是不是还应增加关于各列的条件 

3 

2 a ^ a kj =〜，= 1，2,3 

才够？事实上是不必要的，有关于行的 （12) 就够了.但是即令在 （12) 式中还有多余的 .（12) 中有 
9个条件，而例如 i = l ， j =2 以及 f =2, j = l 其实是一个条件.所以这9个条件中实际上独立的 
最多只有6个.再有 det A = 1 . 事实上，由 （12) 已知 A G O ( n ) ,从而 det A = ± 1,上一节已指出 
det A = 1表示在变换 A 之下手征不变.如果适合手征不变的正交变换构成一个流形，则改变手 
征的正交变换将成为另一个流形.这样 ， O ( n ) 其实是两个流形，而 det ( A ) =1只表示由这两个 
流形中先取了一个.所以条件 （11) 并不是与 （12) 互相独立的第7个条件. 

从这些分析可以看到，我们现在遇到的困难将是弄清究竟有多少个独立的条件.这些问题在 
研究这些群时都是最起码的问题，我们在这里不去讨论它.我们只来看一个最简单的特例，即证 
明 * SL ( K ， R) 是 一 '个 n 2 — 1 维微分流形 ， SL (/ Z ， R) 称为特殊线性群，即适合 det A = 1的 X 
实矩阵所成之群 .GL Gz ， R ) 称为一般线性群，即适合 det A 尹0的 n X n 实矩阵所成之群.这个 
证明其实是很简单的. 

把一个矩阵 A 看成 R ra 2 中的一个点，则 SL ( n , R ) 就是 IT 2 中由方程 det A = 1 所定义的一 
个子集 .det A 是 n 2 个自变量^所成的一个很特殊的多项式.要看它是否定义一个流形就要看 
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在其上一点％处（这些％适合方程 det A = 1) 是否没有奇点，即 (det A ) 是否不全为 0. 但这 

V 

是很容易弄清的，令^在八中的代数余子式为 A i; , 显然其中不含容易算出 

y l J L j 

(det A ) = 0< > A " = 0’ V i，j • 

但若在一点处一切 A y =0,则在该点由拉普拉斯展式 

n 

det A = J ] a v A v ， i 为固定的 

i — 1 

知 det A 二 0, 而这与 det A 二 1 相矛盾. 

所以， SLGi ， R ) 是一个 n 2 - l 维微分流形.关于 SO Gi ) 将在下面讨论. 

现在讨论微分流形间的映射.设 M 和 N 是两个微分流形,其维数分别为 m 和&而 /是由 
M 到 iV 中的映射，且 / CP ) = Q .为了定义映射的可微性，我们取 P 和 Q 的坐标邻域 L 7 与 V 以 
及相应的坐标映射 p 和‘于是 小十 ( L /) — 是由 IT 中的一个区域 p ( L 7) 到 IT 中 
的区域0 ( V )的映射，在局部坐标下就是一 ■组 n 个 m 兀函数. 

定义 4设 M ， N ，/ 等均如上所述，若任一点 PGM 以及 Q = / ( P ) 6 N 均有坐标邻域 L / 
与 V 以及相应坐标映射 (d » ( I ) 使 p 。/'。 〆 1 : p ( L 7) — 0 ( V ) CR H 为 C °° 光滑函数，则称/为 

义与局部坐标的选择无关，因为设有另一组坐标邻域与坐标映射（％ , U X ), v t ) 

则在妁 （ L^n U ) 中， 9 V /。％ 1 = M 。（，/， _1 )。 （％。9 _1 ) _1 是光滑的，因此/仍为可 

微映射. 

以上我们结束了有关微分流形及其上的映射的基本概念的讨论，下面就开始讨论微分流形 
上的微分学问题. 

2. 切空间、余切空间以及切映射 微分学的基本思想是把研究对象线性化.线性化以后出 
现性质比较简单的对象，然后可以从它们的性质推断原来对象的性质.例如，研究一条曲线，一个 
曲面时，我们就用它们在某点附近的切线或切面去局部地取代它们，并进而讨论曲线与曲面的性 
质.同样，研究一个函数（也就是一个映射）时，就用其微分去取代它，以研究它的性质.所以，在讨 
论微分流形上的微分学(积分学的讨论见最后一节）时，我们也就是要看怎样发展上面讲的基本 
思想. 

于是， 设有? 7维微分流形 M 以及一点 PGM . 首先看如何推广 M 在 P 点的切面.当然，这个 
切面其实是由 M 上过 P 点的曲线之切线组成的.但是, M 中一条曲线过某点的切线一般会离开 
这一点而伸向 M 以外的地方去的，于是要问，切线的概念是否本质地依赖于包含空间？这个问 
题很容易从力学上回答.因为一个质点沿其轨道运动时，其速度是一个向量，其大小表示速度之 
大小，而其方向则是切线的方向.所以，速度向量也可以看作一个切向量.如果两个质点都以同样 
的速度经过 P 点，则除了很特殊的发生奇异性的情况以外，它们的轨道将在 P 点相切，而这些轨 
道在 P 点就有了相同的切向量，也就有了相同的切线.“相切于某点 P ” 这个关系是一个等价关 
系:任一曲线 C 必在 C 上某一点 P 处与其自身相切（自反性）；若 q 在 P 点切于，则反过来 
也在 P 处切于 q 谢称性）;若 q 在 P 点切于在 P 点又切于，则 q 在 P 点切于 q (传递 
性）.于是我们可用这种等价关系将过点的曲线 C 分成等价类，并且用这种等价关系代替切向量. 




甚至可以说，所谓切向量就是这样的等价类.看切线是怎样组成切平面的，就是看这些切向量如 
何构成一个线性空间，其维数是否与曲面相同.想要这些等价类构成线性空间，就需要定义这些 
等价类的线性运算.第三章提到了，这些等价类确实构成一个 n 维空间，但未详细解释，现在讨 
论如下 :现在 我们没有了包含空间，但是微分流形在其每一点附近，在某一个坐标邻域中都与 R ra 
同胚，我们就要利用这种同胚性来回答以上问题.下面着手具体讨论它，这时请注意可微性的作 
用. 

设 c : I—M 为一光滑曲线.这里 1= 〔— e ， e )， e > Q . c (0) = PeM ， 令 U 为 P 的一个坐标邻 
域， p 为相应的坐标映射，于是 cp ° c ： 可以写为 （ x 1 ( t ) ，…， x n G )) ，是/的光滑向量，而有 

切向量$ (/) = c ) (?) = (^ 1 (?)»*••■> ^ G )) 存在，这里 f (^ ) = x 1 G ). 如果有两条这样的过 _P 
的曲线 (?)， C 2 (D 使得对应的^ G ) “二1，2 ,适合 ( 0 ) 二匕：)（ 0 )，就说 Cl ( t ) 与 C 2 ( r ) 在 
r 二 0 处，即在 P 点相切.相切关系是一个等价关系，记作 c 的等价类记作 [ c ], 于是称 [ c ] 为 
M 在 P 点处的一个切向量，$ ( 0 ) 就是这个切向量之坐标表示.如果 M 在 P 点有另一个局部坐 


标 （ V ，0)， 于是 (p ° c 现在变成 0 °c = ( jy 1 ( t ) ，…， y n (/■))， 而 芒 （?） 变成 rj ( t ) = ( y l ( r )， …， 

y n (?)). 々 ( 0 ) 二 （ 3 / ( 0 ) ，…， / ( 0 )) 是 M 在 P 点处的切向量之另一 ■坐标 表不.容易看到相切关系 
在新坐标系下仍得以保持,事实上 


_ (0 。 p 1 ) 。 （ p 。 c)]; 


，"，/) 

3 Cx 1 ， … ， x" 1 ) 


所以等价类 [ C ] 并不因采用不同的局部坐有而有所不同.而且因为 ? X ’… 是迁 

3 Cr ,X ) p d x p 

移函数之雅可比矩阵，所以是非奇异的.切向量如果能构成一个线性空间，则不同的坐标表示成 
为互相同构的线性空间，称为 M 在 P 点处的切空间，记为 T P M . 所以我们现在要做的是弄清 
T P M 的线性结构. 

为此，设有 [ q ], [ cjGTpMUphGR . 我们要问，如何定义 Ai [ cj ] + A 2 [ c 2 ] ，为此取 [q ]， 
1 ^ 2 ]的代表元 q 与 c 2 ，而得到中的两条曲线 p 。 q 与 p 。 q 以及切向量之坐标表示 


6 (!) = (( f ° C } ) f 与芒⑦ （?） = (( f ° C 2 ) .因为它们都是 『中的 向量，所以 C 山 D (0) 
+ c 2 e ^ (0) 是有意义的.而且因为有 （13) 式，所以这里的代数运算的结果不因采用不同的局部坐 
标而有异.现在我们要证明 

定理2 7> M 是一个；7维空间. 

证 上面已看到 7> m 中的之坐标表示之间确可定义线性运算.如果则一定可以找 
到一条曲线 C 使 S 恰好是它 [ C ] 的坐标表示.事实上，若设 P ( R ra 中的原点）则 工 it ) =々 
是 R n 中过 P 的一条以 f 为切向量的直线 . Cx ( r )) 则是 M 中过 P 的曲线，而且 f 恰好是它 
的切向量之坐标表示.即是说任给中一个向量，必可找到 M 中一个过 P 之曲线的等价类，以 
此向量为切向量.于是我们可以在曲线的等价类中定义线性运算 [ Cl ] + A 2 [ c 2 ] 即以 A ^ a ) + 
为坐标表示的等价类.这个等价类是一定存在的，因为我们已找出了它的一个代 表元： 
< p - 1 (( Ad a) 于是 T P M 成了一个线性空间，余下的只要证明它的维 数为； 7即可. 




452 第七章微分流形上的微积分 

把上面的证明综合成一句话，就是我们可以通过坐标映射把 IT 中的线性关系移到丁 P M 中 
来，而且因为有 （13) 式可知这种线性关系的转移不受局部坐标选择的影响.特别是 OGIT 所对 
应的曲线之等价类我们就应该规定为 7> M 中的零元素.由于这个等价类之重要性，我们要特别 
看一下，其中包括了什么.当然，其中包含了 ( Ov ). 这里的0是零向量而不是数0,即0 = 

(0, … ，0), 所以我们写而不写 Or ( Ov ) 是这样的曲 线：即 对一切^值它始终是一个点 

我们不妨称之为驻定曲线.但除此以外，它还包含了 中的适合 i (0) =0的曲线在 p 下的原 

像，而且也只包含这种曲线.所以 [c ] = {(p~ l (x it)) ^ x (0) = 0}. 但是若一曲线 x = x G) 适合 

X (0) =0就说它以 t =0为奇点.因此 TpM 中的零元素即是以 P 为奇点的曲线之等价类.这一 
等价类我们记为 [0]. 有了这些规定后即得 

k k 

2 A ^ Cl) = 々 [q ] = [0]. (14) 

由此， = 1,2, •••,々， 在 T P M 中线性相关或 1 线性无关的充分必要条件是 = 

…，々，在 R ra 中线性相关或线性无关.但是 R ra 中恰好有而且最多也只有 n 个线性无关的向量，所 
以在 T F M 中也是这样.由此可知 T P M 是 n 维空间，证毕. 

于是要问，如何找出 T P M 的一个基底？为了找出一个最有用的基底，我们要再回顾一下切 
空间的定义.切向量和切空间在 IT 中都是很直观的东西，但是当微分流形 M 并未放置在某包 
含空间中时，就无法应用这些直观的东西.于是我们利用微分流形局部地与欧氏空间同胚这一事 
实，并只在一个坐标邻域 U 中考虑切向量与切空间，而且用坐标映射 p 把我们的考察引入 
p ( L /) C=ir . 在中则可以充分应用直观上已经很明确的概念，然后用 R " 的线性同构，作出抽 
象的 tvm . 这样做法还给了我们更大的活动余 地：简 单地说，^5^ ? ( u ') cR n 
空间同构的就算是 M 在 P 点的切空间 T P M . 上面我们用速度向量来构成线性空间 TSiili 
用 IT 上的方向导数来建立切空间理论.先讨论 M = R n 的情况. 

首先,中的方向导数是一个求导运算，这是因为，若 FCx ) 是定义在某点 P ^ R n (不妨设 
P 就是 x = 0) 附近的光滑函数，则在某一个方向 e ( eeR n 是一个向量）上在 P 点对 F ( x ) 求导， 
就是把此函数放在过 P 的直线 : c = a G =0 对应于 P 点）上，得到一个 f 的函数 FCx ) = F ( e ), 
然后对 r 求导，得到 

X ( F ) = ^-F (获） = dF ( f } = grad F (每)，专）. (15) 

d? t = l ax 

(注意，我们这里写的是 e 而不是，上面 （14) 式讲6与 [ c ] 的对应关系时则用的是记号 
那里是表示的第 f 个向量，现在则表示向量$的第 i 个分量，分量记号用上标是否指 f 为逆变向 
量？是的，这一点下面再说 .） 最后令？ = 0得到在 P 点的方向导数值.这里有一个非常关键的事 
实,如果我们不把 F 放在直线1 =沒上，而且放在该直线所属的等价类 [ c ] 中任一曲线上，所得 
结果全是一样的.所以我们所建立的不只是 X 与： dt 的对应关系，而且是 X 与 [ c ] 的对应关 
系. （15) 式中的算子 X 有以下的 性质： 

(1) 关于 F 的线性性质，即对光滑函数 F . G 和实数 A ， p 有 

X ( XF + piG ) = AX ( F ) + ；^ X ( G ). (16) 




(2) 若 F = const ， 则 


X ( F ) = 0. 


(3) 莱布尼茨性质，即 

X ( FG ) = FX ( G ) + GX ( F ). (17) 

特别值得注意的是 （17). 事实上，性质 (2) 可由 （16) ， （17) 导出.凡一线性算子具有以上三个性质 
的都称为一个 ( derivation ), 我们以后还会看到并不是只有方向导数才是导子，而例如微分也 
是导子.方向导子中的特点在于，它以某种方式与一个向量相联系.为了看清这种联系，注 
意到上面讨论中的 P 本来可以在 R H 中某一区域上变动，现在我们把 P 固定只看变动， 
则 （15) 式表示当 p 固定（即是令 r =0时)有一个由 eeR n 到某一个 x 的映射.这些 x 都可以写 
为 

X P ( F ) = (18) 

1=1 

它与 （15) 之区别在于 F 之导数是在 P 即/=0处取值的，所以我们用 X P 表示，以示与 （15) 的区 
别.这个区别似乎是微妙的，但是它是下面将要讨论的切丛概念的基础. 

定理3电 j 避 { ( } 逐费!1 搜 RK 与 { 心 } 層避 • 

证 为 一 一 — 

:二 1 dx 

这里 rj ^ R n 是向量，$= (耷 1 ，…，，7]= (?/ ，…，? f ) ，而 A ，"是实数.从这一个简单的推导就 
看出为什么要把 P 固定，因为若在计算中令 P = 沒而让 P 变动，计算的结果只会得出 

V dF ^ t) , V dFirjt ) ⑽ 


入冬 + fir^ Z (A^ 1 + jirf 






而无法结合成 F(a + 7jt) (即令合成了也会丧失了 （18) 式对 6, 7? 的线性依赖性， （15) 式对 e, 彳 
本来就不是线性的）. 

在给出了 { X p } 的线性构造以后， （18) 式为一同构就容易证明了 .首先它是单射，因为若66 
R n 对应的是零算子，则应当 有:对 任一光滑函数 FCr )， 

0 , 

1=1 dX 

依次令 F = X 1 y X 2 y y x " 就得出芒 1= 0,芒 2 =0,…， f =0, 即^ = 0. 

最后证明 （18) 是满射.为此，先要注意一件事.若 FCr ) 在: r =0 附近是光滑的，把它在 : c = 0 
处用泰勒公式展开到二 次项： 

n 

F ( x )= F ( Q ) + SF , (0) i + Yj H ， 

= i 

用 X P 作用到两边, 这里巧 ( x ) 仍是 ： r = 0 附近的光滑函数.利用 X 之性质 

dx 

(1) 〜 （3), 再在 P 点取值即有 

n 

X F ( F ) = (0) X P ( y ). 


现在在 R n 中取向 


( e 1 ，…， r ) ，我们只要这样定义算子 X ，使 f = ( X P Cr 1 ) ，…， ( x n )) 即 
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x = y ; e 1 代入上式即知对任意 f ( x ) 有 （ is ) 式 

. = 1 3工 


X P CF ) 


n 

1=1 


3F(0) 
d x 


所以任一个 x P 都是某一个之像，因此满射得证. 

这个定理告诉我们 T P M (现在 M 就是 R ra ) 与 { X P } 同构.因此我们可以说就是 T P M ， 

或者说切向量就是导子 X P ， 而且由 （18) 可见 {/ r , …，是 TpM 的一个基底，称为由局部坐 

K ox ox J 

标 ( x 1 ，…，: ) 诱导出的基底. 


现在我们来看坐标变换下 Xp 的变化.注意到 f 是速度向量 (#, …， T ) = ( X 1 (0), 


/ (0))，所以$与 x —样是逆变向量. 


^F(0) 9F(0) 


dx 


ox 


.所以当坐标由: r 变为 j 时，若 J 坐标系下的速度为 

« 3 x ' 


就是古典的梯度算子，因此是协变向 
(7 ] 1 ，…， rf ) ， 假设 x =0 变为 : y = 0,则 


ay 


(0) rj 


3 F ( Q ) 
d x 


3y ^ 9F(0) 


^ x 


( 0 ) 


dy k 


把它们代入 （18)， 即得 

X P (F) 


2 


(0) (0) J . 3 F (0) 


左二 1 


ay 


dx 1 


3 y 


，，是二 1 


3F(0) 

3/ 


^ , 3 F (0) 

= S V V 

所以 （18) 定义的其实是与坐标无关的，所以说它是切向量就更有理了. 

以上我们讲的是 R n 的切向量与切空间，现在问应该如何对微分流形 M 上一点 P 定义 
T P M . 为此取 P 的一个坐标邻域 U 与坐标映射并用 x 表示中的坐标.注意，直接 

用 （18) 式是有困难的，因为 A 中的 f 是 p ( L 7) 中的量而不是 M 上的量.所以在 M 上&是不 

OX OX 

能定义的.为此，我们仍按上面讲的基本思想来处理这个问题 ：把坐 标邻域 p ( L 7) 中的结果直接 
移到 M 上 P 点的邻域中去.这时只要注意一个 问题： PGM 可以有几个不同的坐标邻域.例如 
( U ，< p ) 与 ( V ,0), 我们只需证明使用 （ L 7, 0与使用 （ V ,0) 结果是一致的即可.因此我们现在设 
F 是 M 上的函数.于是 F 。^- 1 是 <p CU )( ZR n 上的光滑函数，亦即为： r 的光滑函数，使得 

有意义.芒本来是速度 i (0), 也是与局部坐标相联系的，而且如前所述, 

OX 

( d ” )是 ir 上的协变向量， eGir 则是逆变向量，我们给出 

\ dx dx ; 

定义 5对上述 M , F 与我们定义 P 处的导子为 

X f ( F )= 文; 6 1 ( F 。 〆 ）(0) • (20) 

t 二 1 

这里右方的 0 即是 cp ( P ), Xp 称为 M 在 P 点的切向量. 




这样定义的自然适合导子的三个要求. 

这个定义显然与坐标的选取无关.若改用另一个坐标邻域 （ V %0)， 而以3；为新的局部坐标， 
并设在新坐标^下，逆变向量 f 的分量变成^ ( 卩 1 ，…，?^)，且 


(0) rj 


代入 (18) 式有 


X P ( F ) 


它的形状仍与 （20) 相同.由此可见这样定义的对象 X P CP ) 确实仅仅决定于 M 的性质（当然只是 
局部性质），而与坐标之选取无关.也由此，我们可以把定理3改写为 

定理 3 y 设 M 为一 n 维微分流形， PGM . 则由定义5给出的之集合具有自然的 n 维 
线性空间结构，且 { X P }2 IT . { X P } 称为 M 在 P 点的切空间.记作 T P M . 

至此,一个微分流形 M 在 P 点附近的“线性化”过程完成了.我们在 M 上 P 点处给 M 添加 
了一个 n 维线性空间 T P M . 我们可以在某种意义下用 T P M 来代替 M 以研究其性质.这样自然 
产生许多深刻的问题，例 如： 可否局部地由 T P M 恢复 M (指数映射）？如果 M 还是一个李群，则 
群结构在 T P M 上诱导出什么（李代数）？所有这一切自然都远远超出本书范围.但是有一个问 
题却是不能回避的. 

现在有了 T P M ， 它是一个线性空间，线性空间上有许多结构，§1讲的向量和张量就是其中 
十分重要的.有许多结构需要考虑 P 在 M 上的变化（而不是如上面那样把 P 固定，而我们上面 
一再指出，把 P 固定是很重要的一步），这就导致了向量丛的概念，我们等一会再去讨论它.目前 
要讨论的是 T P M 的对偶空间，但在此以前需要讨论什么是切映射. 

首先我们要重新看一下什么是一个函数的微分，看一下一元函数这个最简单的例子（图 
7 -2-3) .如果一个光滑函数 /( x ) 定义在区间 （ a , 6) 上，而过 P 点有一条切线.设 P 点的坐标 
是 : r (在上文中是取: c 为 0). 我们不妨把函数的图形看成一个微分流形 M ， 而视此函数关系为由 
一维微分流形 R 到 M 的映射/,映 Q 6 R 到 PGM , 而且此映 
射是可微的 . M 在 P 点的切空间就是过 P 的切线，而 R 在 <3点 

的切空间仍是一个1维线性空间 R , 不过原点要放在 Q 点： J^^\ Ah 

T q R = R 当我们有一个可微映射/: ( a ，6) CR — M,x — ——1 

/( X ) 时，在切空间 TqR 与： TpM 之间也有一个映射 A , 映 TqR | | 

中的/!为 AA = / Cr )/ i . 不过我们并没有把它画在： T P M 上，而 7>M 丨 | | 

是画 在与: V 轴平行的方向上，因为这是我们习惯的.通常的微 | , Q \ _ | 

积分教本把 AA 这个量称为微分，而把 A 看成一个数即曲线 M a 0 x h b R 


在 P 点的斜率，而正如我们在第三章中讲的，我们则把 A 看成 


图 7-2-3 
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一个线性算子，它可以表示为一个一阶矩阵/ ( x ), 而且就直接称此算子为微分 . A 则是切空间 
T Q R 中的向量 . AA 则是微分这个线性算子作用到/^上以后得到的结果，它也是一向量.不过，不 
论是通常的微积分教本还是本书，共同之处在于, A 具有下述最根本的 性质： 

f (x + h ) — f ( x ) = Ah + o ( A ) . (21) 

现在我们怎样把它推广到两个微分流形 M (dim M = m ) 到 N(dim iV = tz ) 之间的可微映射？ 

f:M — N ， PGM h^Q e N 



图 7-2-4 


为了直观起见，我们仍设 M 和 N 各有一个维数充分高的 R a 作为包含空间，并作出图 7-2-4： 
图上画出了 M 和 iV 上两点的坐标邻域 L 7 和 V 以及坐标映射 p 和0，并设 p ( L 7) 和中的 
局部坐标是 x 与: y , 而且两点都映射到原点 O . 这与图 7-2-3 不同，那里 P 点是映到 x 
处,不过我们认为 x 是固定的.图上在 M 与 N 的下方还画了 IT 和 R ' 不过，它们中的每一个 
都起双重作用：一是作为微分流形与之同胚的那个空间：卩（17)(=1{'0 00(=1{%它们是与？7, 
V 同胚的.二是上面我们已经说过，微分流形在每点上都有切空间而同构于或 R % 这里的 
IT 和 IT 就是 T P M * T Q iV 的同构像，它们与 T P M , T Q iV 不仅是同胚而且线性同构 . R m 和 IT 
的这种双重作用的区别极为重要.作为 ? ⑽与 0 ( V )来看，对应于由 M 到 N 的映射/,有一个 
映射，0。/。<\即/的局部坐标表示.0。/。 〆 1 是光滑的，其实这就是/为光滑映射的定义.作 
为 T P M 与 T q N 来看，其元是 M 在 P 点和 iV 在 Q 点的切向量芒与卩，而当由 M 到 iV 有映射/ 
(其坐标表示为0。/。， 1 )时，在$与卩之间也应该有一个线性映射.这就是图 7-2-3 中的 A 
的推广称为切映射.正如图 7-1-3 中的 A 称为 / Or ) 的微分，并在通常的微积分教本中记作 
d / : A = d /( 但实际上通常的微积分教本中的微分是 AA ) —样，这个我们认为应该存在的线性映 
射称为/在 P 点的切映射，也应该称为/在 P 点的微分，并记作 d / (就是图 7-2-4 上的/\，这 
个记号将在下文中解释），同时也应该有与 （21) 的对应公式在. 

现在我们就来寻找这个 d / 的相应的公式.为此我们再回到切向量的定义，上文中我们用两 
个方法来定义切向量，其一是用光滑曲线 c 的等价类 [ c ], 这里的 c 要求当 f =0 时经过 P 点，等 
价关系则由同一等价类的两条曲线 Cl 与 c 2 必在 P 点相切来定义.但是我们所熟悉的相切性是 
欧氏空间 IT (我们先看 T p M ， T q N 的情况与此相仿）中的概念，所以 Cl 与 C2 的相切需要先用 
坐标映射 p 将它们映到中去，得到 IT 中两条曲线 

(p ° C 1: t — ( 工 1 G) ⑺’… (，））’/ = 1 ， 2 ， 

再按通常微积分教本的方法对 f 在/ =0处求导得出 
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= (A) ，…， ) = Cx^) (0) ， … ， •x:) (0)) “ = 1 ， 2 ， 

是为切向量.如果 f (1) = 6(2) (这一点下文还有说明），就说 q 与 c 2 在 P 点相切，这时的公共 
值就称为 _ P 处的一'个切向量，它是 [ c ] 的坐标表不.有了这一'切再看什么是切映射就容易 
了， f 。 Ci 与 f 。 c 2 是 N 上的两条光滑曲线，在坐标邻域中它们相应于 ( p ° f ° c t = (</)°/° ( p ~ l ) ° < p ° 


c t : t •■^(乂；） （ Z ) ，…， 3 ^) G ))， 而其对 Z 在 处的导数是，…， = (乂） （0) ， 


(0)), 这里 0。/， _1 是 到的映射 

y k = 3 ^ ( 工 1 ，…，工 m ) ，左= 1 ， 2 ，…， / Z ， 

而 

: yt) (0) = g (0) x J G) (0) • 

ox 

(请读者注意 ：一个 重复出现的指标代表对该指标在适当范围中求和，所以这里出现的两个 J 因 
为是 X 的指标，而 : C G ，所以应从1到/77求和；如果是对^ 的指标求和，则要从1到 n 求 
和 .） 如果用向量来表示则得 


⑽= A $ Ci ) ， i = 1，2. 

这里 A 是雅可比矩阵 巧 (0) .它确实是 n 乂 m 矩阵而不是方阵.所以没有相应的行列 

3 (x 1 ，…，: c ) 

式： 


A = 


|^ ( 0)… (0) 

o X O X 

n n 

^T(0) … 六 (0) 


(22) 


因为6 = & = $，所以卩 i = 7^，从而/。 ql /。 C 2 ，其等价类为[/。 C ], 其坐标表不则是与％的 
公共值7?，而上式成为 7 = Ae . 在讲切空间的定义时我们已经说了，我们要把的线性构造 
移到 [ C ] 上去，使得 [ C ] 之集合也成一个线性空间，所以由于 A 是托 IT (注意现在的 IT 是 T P M 
而不是 p ( L 7) 的包含空间）到 yGR 11 的线性映射，所以由 [ c ] 到[/%]之间有一线性映射，称为映 
射/在 P 点的切映射，或称为/在 P 之微分 d/ P . d/ P 的坐标表示则是雅可比矩阵 A ((22) 式）. 
这是我们用切空间的第一种解释得到的切映射之定义的说明. 

上文说，关于 $ a) =$ Q ) 还有说明，这指的是，在通常微积分教本中，讲到两曲线相切时只需 
要其切线有相同斜率即可，所以只要 $ a) = ce Q) ,c 是一个非零实数，就应该说它们定义相同的 


切向量;或者说，不需要$ (1) = ， 只需要 6(1) // ^(2) - 而我们这里 f = X (0) ， 其实是由速度的概 

念而来，所以，我们现在讲的切向量，其实是力学的速度向量，而不是几何向量. 

我们现在来寻找公式 (21) 的类似物.在第三章中我们就说过，微分公式 (21) 中的: r 与/ i 性 
质不同 ：前者 是底空间之元，后者则是切空间之元.二者本来无法相加. （21) 中写出 ： c + A 只是因 
为现在底空间是 R H 的一个区域，切空间则是整个 R n ， 它们彳也可以相加.同样， 
fix + h ) -/ Cx ) 也只对这种特殊情况有意义.在/表示微分流形财^^^微分流形 iV 的可微 
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映射时，应怎样寻找 (21) 的类似物呢？为此，我们要用/的局部坐标表示，即并将它和 
前面一样写成 

y = y (x) 或 y 1 = 3 / Cr 1 ，…， ) “ = 1 ， 2, …， ?? • (23) 

我们还设 P 和 Q 分别即是 x = 0 与 y = 0, 于是在 1=0 处把 (23) 用泰勒公式写成 

y = +高阶项. 

OJ ： 

并取它的线性部分(注意，我们不再说“略去高阶项”的话了，第三章第二节作了详细说 明）： 


7j — A 冬， 


A = 


3 (x l ^ f x m ) 


( 0 ). 


这里我们用彳和6取代了 x 和事实上，: c 与 y 是底 S 间中之兀的局部坐标，/本来就是底 S 间 
之间的 映射； 彳和 e 则是切向量——切空间之元的局部坐标,而切映射正是切空间之间的线性映 
射.至此我们更看到切映射概念确是函数的微分的概念之推广.而且用局部坐标表示后更表明它 
们的确是一'回事.我们不说略去了 0 ( A ) ，而说成是取泰勒公式的1 - 节 (1- jet ) 来代替/，而1_节 
的形状是与局部坐标的选取无关的（此即一阶微分的形式不变性）.“略去高阶无穷小”现在代之 
以“只考察 1- 节”.这样绕过了无法定义 /(x + A ) -/ Or ) 的困难.总之，切映射就是微分概念的 
推广，所以我们采用了同样的记号 d /. 

但是，切向量还可以用一阶微分算子作定义.按这种定义切映射又应如何理解呢？它能告诉 
我们什么新的联系、新的概念吗？为此，我们暂时把有待我们去探讨的切映射记作3/,并且打算 


说明它就是 d/. 于是设有 = e .这里（#，…， r) = (i 1 (0), …，: (0)) 是它的局 

ox 


部坐标表示.于是，应是 N 在 Q 点的切向量，也不妨设它在 N 上的局部坐标表示是= 


rf 々二1,2,…， n . 于是我们问，应该怎样决定7?二（卩 1 , •••,$)? —个微分算子是通过它在 
函数上的作用来表现的，所以对任意的定义在 f(M)CN 上的函数 F (不妨用局部坐标 F ( j ) 表 


示）， Y q F 


9F 

d y k 


是有定义的.但是 F 也可以认为是定义在 M 上的，即先把 M 上之点 Cx 是它 


的局部坐标）通过映射/映到 iV 上，而原来在 N 上的函数现在变成 F(y ( x ))， 被拉回到 
M 上.一个十分自然的想法是这样来定义 d /_ X P = Y Q : 使作用到 F (: y Cx )) 上恰好就是 
作用到 F (: y ) 上.亦即在: r =0 及其像 : y = 0 处 


3F(y) 

3 y 


d 


dx 
9F 9y 


F(y (x)) 


y=y (x) ? x = 0 


3 3 / d X 

因为此式应该对任意函数 Fb ) 成立，依次令 Fij ; 1 ， …，/，即有 

J a / (0) 


dx 


但是这正是用第一种方法得出的 d / 的局部坐标表示7? = Ae . 所以，切映射的这两种定义是 
完全一致的.我们也就没有必要再用另一个记号3/,而都用 d /. 第二种讲法实际上引入了一种 
对偶性.因为 d / P 把 M 上的切向量推前到 N 上，成为 N 上的切向量(: r )) 或记为 F (/) 




= F 。/ 则把定义在 N 上的函数 F 拉回到 M 上成 F 。/. 第二种定义就是说 

是—种深刻的 对偶性 ，见后艾 _ — 

映射的定义及其解释，也证明了它的一些性质.为明确起见，我们把它归结 

为下面的 

定义和定理 4 设 M 和 N 分别是 m 维与 7 Z 维微分流形 ./: M — iV ,^ 1 是一个可微映 
I 则 

(1) M 中经过 P 的光滑曲线 c 之集合中可定义一等价类 [ c ] 如上，必有线性映射 d / P ： T P M 
— T q N 映 [ c ] 为 T q N 中的元 . d / p 称为 / 在 P 之切映射,也称为 / 在 P 之微分. 

(2) d / P 是映射 / 的线性部分，而且其局部坐标表示是 

rj = d /尸 •芒=$ G T P M » rj G TqN ， (24) 

A 是雅可比矩阵 :A = 是 3^ y ( x ) 在 x = 0 处的泰勒展开式的 1- 节. 

(3) 若用一阶微分算子 X P 表示 T P M 中之元，则 d / P - X F 是 T q N 中的下述微分 算子： 

df P • X P ( F ) = X P iF 。 f ) • (25) 

定理 5 切映射 d / 具有以下 性质： 

(1) 链式法则 若 f \: M 广 M 2 , PpP 2 , f 2 : M 2 — M 3 , P 2 aP 3 是两个可微映射，则 

d (/ 2 。乃）^^) = d / 2 ( P 2 ) - d/j OV . 

(2) 莱布尼茨性质 若 F，G 是 QCN 附近的光滑函数, /: M — iV 是一可微映射, / CP ) = 

Q,m 

( df P • X P ) CFG ) ( Q ) 二 F ( Q ) ( d/ F • X P ) G ( Q ) + G ( Q ) ( df F . X f ) F ( Q ). 

这些性质由 d / 之定义都容易直接证明，所以这里都省略了. 

现在回到古典的微分概念.一个定义在微分流形 M 上的可微函数可以看作是可微映射 
/： M — R 1 ， 即 N = R 1 的特例.这时 n = dimN = 1 ， 且 TqN ^ R 1 . 于是设有 M 上的切向量 
Xp 1 dfp • Xp 应该是 N = R 1 上的切向量.由于： TR 1 = R 1 , 其上有一个独立参数/,所以： TR 1 = 

U fhX 是实数.于是必存在一个实数 A 使 

d/ P • X P = A 丟. 

我们选一个定义在 iV 上的函数用上面的微分算子作用于它，有 

( d/p • X P ) ( t ) = X . 

但由定义 ，，拉 回”到 M 上,就成为 / P . 因此有 

( d/ F . X F ) ( t ) = X P (/). 

上面我们说了，切向量可以有两个方法定义，一是作为一个微分算子 x P = r 二是定义为它 

ox 

的系数所成的向量 e = ( f , …， r) =i. 在我们这里，前者是 a 后者则是 a , 可以认为它们都 

at 

是一样的.在这个意义下，我们有 

定理6若/是 M 上的光滑函数， PGt / CM , 则对一切 XpG TpM , 
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d/ F * X P = X P (f ) • (26) 

尽管从表面上看上式左方是一个算子，右方则是一个实数，二者怎能相等？有了这样的说明 
后，即有 

推论 7假设同上，有 




d/p 

- df (0) d ^ 

t U- i-A-^ p . 

ox 


(21) 

证 

在 (26) 中令/为第 ； 个坐标函数. 

2 ^X = 

，即有 

ox 





dj 


=€• 


(28) 

对任意的 X P = 

z ^ ，设 P 即 x = 0 ， 

OX 





d/p - 

X P = 

: x P ( f ) = e ^0^ = 

3/(0) 
d x 1 

3/(0) ] … d 
= 9^ ay z 

— 3/(0) 

3 X 1 

= dxp • X P . 


此即 (27) 式. 

这样一方面我们得到了与古典的微分公式形状完全相同的 结果； 另一方面又大大发展了第 
三章所讲的微分学的基本思想，即“略去高阶无穷小”.但是我们所得又远不止于此.我们把切向 
量变成了一个一阶微分算子，而切映射，作为函数微分的推广并不只是把映为另一个微分算 
子例如，而且如定理6指出的那样，在经过了一定的解释以后，对任意的 Xp e T F M 给出一个 
实数值 (/) •这就是 （26) 式的含意 . (/)对 X P 当然是线 性的： [ qX ? + c 2 X ^ ] (/) = 
( d / P ) ( ciX ? + c 2 Xp ) ) = Cl Xp ° (/) + c 2 X ? (/), 所以 d / 是 T P M 上的线性泛函，而且因为 
dim T P M = dim M = m 是有限的，所以还是 T P M 上 的连续线 性泛 函.这样， d / P 就成了 丁 P M 的 
对偶空间 T ^ M 中的元.上面我们说切映射的研究导致了一种深刻的对偶性的出现就是指此. 

丁; M 之元称为余切向量,其空间 T ^ M 称为余切空间.余切空间作为 T P M 之对偶空间其 
维数与 T P M 相同，即同为 dimM 二现在要问， d / P 是否已概括了全部余切向量？或者说，余 
切向量是否全由某个光滑函数/之微分生成？当然不是如此，这是一个很深刻的问题，我们将 
在§4中讨论它.在目前我们只需指出一点，我们现在讨论余切向量是限制固定一个 P 点的，而 
当 P 在加上变时，这个余切向量也会变动，这时是否所有这些余切向量都是由同一个函数之微 
分生成是很不确定的.在古典的微积分教本中我们已见到这种问题.例如，设有: rdj - jdx , 这里 
(: c ， >0 # (0,0) ， 当 （x ， ; y ) 变动时能不能找到一 ■个 函数 p (x ， >0使 idy - 二 dp ?当然不打 ， 

因为如果有这样的光滑函数 p 存在，当有 x 二穿， ~ y = #而 ；^ t =1 二者不相 

J d y d X d ydx d xo y 


等.但是若用去乘此式，得到 ^^^ = d ( a r C t an 2) .前面要求（: rg ) 不是原点原因在 

x + y x + y 工 

此.我们不去讨论当 P 变动时怎样求出各点的余切空间中的全部元素，而要问，当 P 固定时，怎 
样求 T ； M 的基底.由于 T ； M 维数为所以我们想去求出 T ； M 的 m 个线性无关的元 .（27) 
告诉我们 d / P 是 { d _4 },z = 1,2,…，的线性组合,所以只要得证 ( dip 是线性无关的则它们必 
是 T ； M 的一个基底. 




因此，设有实数 Ai ，…，使 
把双方作用到 6 上 ’她)即得 


Xjdj^p = 0» 


A, = Oj i = 1 ， 2,…， m ■ 

因此 {dj：p} ，纟=1，2,…，是 T pM 之基底，概括以上所述，我们有 

定义与定理8 T P M 之对偶空间 77 M 称为 M 在 P 点的余切空间，若在 M 上某个坐标邻 
域中取局部坐标{：^},2 = 1,2,-,777,则{(14}是 T；M 的一个基底，从而 T^M 之一切元，即 M 

ftp 4 

cop — Aj ( P ) dxp . (29) 

注 1 当 P 变动时 o> P 不一定是某个函数之微分，即若不附加其它条件， A, CP) 不会是某个 
光滑函数 p 之全部偏导数.所以 (29) 称为微分形式而不是微分. 

与 {df} 是 T P M 与 T^M 之一对对偶基底. 

ox J 

注3至此我们应该提一下切（余切）向量究竟是协变的还是逆变的？ T P M 的一个基底是 
{/ l ， …， A 1， 賊捕 讎讎 H / r 题賴.岐丽獅||4，從触@* 

K ox dx } dx dX 


注 2 在局部坐标 x 中 ，{ 


grad/ 的分量，即以{~,…， &} 为基底时的坐标.现在的&本身就是一个向量，它是标架 


{/l ， …，的第 z 个元.它不是某一个向量的坐标，它自己却有坐标.例如:# y 兰（1,0,…， 

K ox ox J dx 

0). T P M 的任一 = f 才是其相对于标架 {# T ， …，的坐标， #7 是协变的，其坐 

dx K OX OX } dx 

标则一定是逆变的.这样， X P 才是与坐标无关的，无所谓协变与逆变.同样，丁纟 M 中的任一元 
00 = X t dx 1 » { dx 1 ，…， } 是标架，每一 ■个 dx 1 都是一 ■个 向量，而且是逆变的.这样，为了使 o > 成 
为与坐标无关的，对于上述基底的坐标 （ Ai ，…， A m } 又一 ■定 是协变的. 

最后引入一 ■个 记号，我们记 d/p 为 f \ ，记 F ° f — f * F ， f \ 是 一 ■个 “推前” (push forward) ，因 
为 / 把 M 映成 N, 八则把 T P M 映成 TqN , “方向”是一致的./ # 则是一个“拉回” (pull back), 因 
为若 F 定义在 N 上,则 F。/ 定义在 M 上,所以 / # F 把原来定义于 iV 上的“对象”（现在是一个 
函数）拉回到 M 上来了 .这样一来 (25) 式就可以写成 

(f\X P ，F) = (X P ，r F ). 

它是说，或者把 M 上的切向量X推前到 N 上成为/% XG T Q N, 然后把它作用到定义在 N 上的 
函数 F 上去； 或者向量不动而把定义在 N 上的 F 用，拉回到 M 上，再与作用. （25) 表 
明，这两种方法结果是一致的. 

用现在的记号就发现 /. 与广的关系恰好是互相对偶的.我们又时常把写成 T P /, 于是 
切映射就有了几种 记法: d/CP),/, (P) 或 T P f 或 CTf ) CP). 

3. 切丛与余切丛 我们多次讲过，在函数的微分的定义中出现的 /(x +A),x 与 /i 必须从 
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概念上加以区别.现在可以解释为什么要这样做了 .设有微分流形 M , 其维数为 n , 令 UCM 是 
其上的一个区域.对于每一点 P 6 L /， 都可以作其切空间 T P M . 把它们并起来，并记所得为 
TuMUpM ，称为 L 7 上的切丛(特别当 = M 时,我们就记之为 丁 M ). 这个集合在物理，力 
学和几何学中是很有用的，它的元素即“点”为其中：^6^7,^6 7；财，如果用局部坐标表 
示即为（/，…，/^"，…，/八这里工和 w 就是分开来的.在古典的微分学中所讲的 f(x + h)r 
X 与这里讲的 L 7 中之点相应， / i 则与这里讲的 w 相应.只是因为在古典的微分学中，: ( a , 
6)， AGR (这里 R 作为一个集合即前面的实数域，作为一个线性空间即 R 1 ， 下面对它们不作区别 
都记为 R ) 而确实可以作加法.这样 : c + h 其实是表示以: c 点为原点作向量亦即在 x 点附加 
上曲线3；二 /( x ) 过 ( x ，/( x )) 的切线，这样就得到曲线 y 二/ (1) 之切丛.在讲微分概念时，要固 
定: r 是因为限于在某点的切空间中讨论问题，用不到切从.现在有了微分流形的切丛概念以后 
才发现(:中： r 与 w 本来就是泾渭分 明的： xGM , 对它可以作微分流形理论所允许的各种操 
作，但就是不能作加法，因为 M —般没有线性 结构； 反之，在同 一点工 的各个不 
同 W 之间则允许作线性运算，但对不同点的 t ； 例如对和（:，当时 v l + v 2 
就是没有意义的，更不说 : r + w 了 .以上的做法就是在 M 的每一点上附上一个线性空间7>从; 
当然也可以附加 T ; M 而得到余切丛或7^ M ; 甚至可以附上其它的什么，例如附上一条 
直线得到线丛，附上一个球得到球丛，诸如此类都是一般所谓纤维丛之特例.这在物理学与几何 
学中是极大的进步，但已远远超出了本书所可能涉及的范围.我们只能简单地提一下.这类几何 
对象已经远远地超过我们的直觉.当然有一些极简单的情况，例如一条空间曲线 M (注意 M 是 
在 R 3 中扭曲的，不是平放在纸面上的平面曲线），其在 P 点的切线一部分在纸面上方，另一部分 
在纸面下侧，本是看不见的，合起来成了一个如镰刀刃口那样的曲面，这个2维曲面就是切丛 
TM . 图 7-2-5 上用虚线画的是切线被曲面前一叶遮住而看不见的部分 . M 称为这个曲面的 
脊线 (edge of regression ). 这种几何图形在微分几何的曲线理论中会出现，在奇点理论中也会出 
现，是切丛几何形象的一个好例子.但除此以外还有什么“看得见摸得着”的例子？至于余切丛, 
因为余切空间就已经没法用几何表示了，更不必说余切丛了.然而几何直观又确实是很有用的， 
所以我们不妨把这些切空间都画成竖直的直线，于是如图 7-2-5 的下方， TM 反而成了一个 
“柱面” Mxr, 这当然“很不像”了，但却比“看得见摸得着”的图形更准确.因为例如 S 1 的切丛, 


如果真要画出来，就是 R 2 上挖出了单位圆盘，但却是由两叶合 
成的，因为经过圆外一点可以向此圆作两条切线，所以这一点 
既在 T Pi S 1 上，又在 Tp 2 S l 上.反而圆周上的点只在一条切线 

上,所以丁 S 1 好像是把那个镰刀刃口压平了的平面区域.就 A 
TS 1 应为 2 维流形这点来说，这个图形倒很真实，但是说它与 f 
柱面 Wxr 同构（这是真的），却是看不出来.画成图 7-2-5 
的下图读者可能会感到， T P M 与 M 相切于 P 点没有画出来， 

但是再一想，把微分流形画在 R 2 或 R 3 中本来就不一定办得 N 

到，有图 7-2-5 下图反倒很有利.所以一般书上讲切丛、余切 
丛乃至一般的纤维丛总是用它以示意. 

上面我们说到切丛与余切丛的概念在力学上是很有用的， 





图 7-2-5 




实际上可以说正是力学和物理学问题启发了这些概念.例如讨论一个自由度为 n 的力学系，为 
了刻画它的状况，我们需要知道这系统在时刻 Z 的位置，这是由它的；7个广义坐标 {( g 1 &)，•••， 
q n (/))} 来刻画的.这个集合通常是一个 n 维流形 M 而不一定是 IT 的某个区域.这是因为这个 
力学系统会受到某些约束，例如被限制在某一曲面上运动.为了刻画这个系统，还需要了解它的 

广义速度 {(& G ))}. 如果固定一点则一切可能的速度成为 T 9 M ， 而如果 g 变化， 

则应该用一个 2 n 维空间中的点（/，…，,…，^)来刻画它.这些点显然在 M 的切丛 TM 
内（但不一定是整个 丁 M , 因为速度也可能受到某些约束，例如某些守恒律的限制）， M 称为这个 
力学系统的构形 S 间 (configuration space ). 第一 ■节 中我们还说过，描述一 ■个力 学系统有时应该用 

广义动量 （& ( D ，…， p n ( D ). 广义动量是一个协变向量而广义速度 ( q l ( t ) ，…， q n (/)) 是一个逆 
变向量.协变向量与逆变向量的内积是一个标量.因此 p 为 T P M 上的线性泛函.所以，广 

义动量是一个余切向量，而 （ g 1 ，…， q n ' p '， …， p n ) 三 T * M . 所以，如果我们利用广义动量来讨论 
力学系统，余切丛就成了合适的框架.这时， M 仍称为构形空间，余切丛 T ^ M 则称为相空间 
(phase space ). (切丛一般不应称为相空间 .） 经典力学是这样，量子力学也是这样.不过它一般需 
要无限维空间而更加复杂了. 

可见，研究切丛与余切丛的几何结构，不只在数学上而且在物理和力学上都有重要的意义. 
下面我们的目标是证明，它们都是一类很特殊的微分流形.由于余切丛的讨论与切丛的讨论是平 
行的，所以我们只讨论切丛. 

首先，切从(余切丛)是切空间（余切空间） 之并： 

TM = U T P M ， T*M = U T ； M . (30) 

PGM PGM 

我们称71\4(7^]\^)为全空间 E ， M 为底 S 间 （base space ). 这些丛都有一'个投影算子 ？ r: 

tv : E — M ， ( x»G T P M \—*^x G M . 

而底空间 M 上一点 P 在投影算子下的原像 ; r _1 CP ) = T P M (: TfM ) 必同构于 R n , 称为 £； 在 P 点 
处的纤维 ( fiber ). 为了证明£；是微分流形，就应构造出它的坐标邻域这个坐标邻域中的坐 
标映射少;，以及证明迁移函数 %，: 1 是一个微分同胚.所有这一切我们都将从 M 的坐标邻 
域坐标映射％以及迁移函数％，： 1 出发来完成. 

我们定义£；的坐标邻域 R 与坐标映射少； 如下： 

(1) V fl = 7 r _1 E 上的拓扑应该这样定义，使得 tv : E — M 是连续映射，这样 V ； 作为 M 
中开集在连续映射下的原像故为£；中的开集，且 

[ JV a = E . (31) 

(2) 我们要求 R 与 K XIT 为同胚.因此存在坐标映射少； ： V a — cp a OJ ;) XR CZR n x 
IT = R 2? I , 而 K 中之一点 Q 有局部坐标 Cr 1 , …，…， f ). 实际上，由于£；= UT P M , 故 Q 

F 

= ( x ， X )， x 是 M 中某一点，其在％中之局部坐标为（ X 1 ，…，，而 X 是工点处的一个切向量 



( 3 ) v a nv ^ 中的迁移函数=少>。氺 ： 是这样定义的 ：对于 v Q n 中同一点，有两个 
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不同的局部坐标 （ x fl ，乞） 与 （ xp , $). 设这一点在底空间 M 上之投影为 P ,则&与％分别是 P 
在 （K , %)与（％，％)下的局部坐标，而 ％ =外。％ 1 (a )^ a = d 9a ( P ) = d 仰 CP ) ,所 

以心= ( d ^^ d ^； 1 ) ( P ) e a = d 9fh ( P ) e ,. CP ) 当 P 变动时显然对 : rG Rn 叫是 C °° 的.于是 
我们得知 

平 由=， —( h ) 

是 K 到中的 C 00 映射.在底空间上它就是 M 的迁移函数，在纤维上则是一个 C 00 依赖于 x 
的线性同构. 

定义与定理9 设 M 为一个微分流形，维数为 7 Z ， 则 UT P M ( U 77 M ) 有如上的微分流形构 
造，维数为 2n ， 称为 M 之切丛(余切丛）. 

以上构造 TM 与 T ^ M 时的第 二点： 宄： V ；— % ( U ；) xir 最值得注意.当然，在每点 P 处 
都有切空间 7 >M (余切空间 T ; M ^ R n 同构，故当 P 点变化，各点的 7> M 互相亦同构，因而若 
给出一个固定的 R % 这些 T P M 2 R % 而且这个同构关系在局部坐标中可以用一非奇异矩阵 
A Cr ) 表示.切丛的定义要求 A Cr ) 之元是 _ x 之光滑函数，否则就得不出迁移函数之纤维部分是 
光滑的 d %. 这样, R ra 适用于 PG L / a 时的所有纤维 TpM 均与 R ra 同构而与 x 无关.这样％ (UJ 
X R H 才有乘积形式.这个情况习惯地说是:切丛必是局部平凡的 (trivial locally ). 那么可以问，一 ' 
个微分流形 M 的切丛可否是的 (trivial globally ) ，即整体地同胚于 M X R n (整体平凡的 
又称为可平行化 ( parallelizable ^ T ^ 可能，下面是一个简单而重要的例子. 

S 1 的切丛，上面我们说了，直观地可以认为是压平了的镰刀曲面.但是若将 S 1 之每一点的 

切线（不妨规定按反时针方向取），都向上竖起 f ， 我们把这个操作称为“竖起变换”，很容易看到 

它是同胚，因而 S 1 的切丛必然同胚于“竖起变换”的结果，即一个 圆柱： TS l = S l XR , 因此： TS 1 
是整体平凡的.但是如果稍作一点变动就发现情况大相径庭了 .我们在 S 1 上取一点 P , 作一个 
竖起的切线（见图 7-2-5 下图），为简单起见在其上取一个有限长线段且以 P 为中心.现在让 

P 依反时针方向绕 S 1 运动而且一面运动一面向外侧倾倒，运动到角度为0时，要求向外倾倒 

(其实在舞蹈表演中常看见这样的动作 .） 这样当 P 点回到原处后，这个线段（这个演员）就会恰 
好翻过来了，头朝地脚朝天，成为一个默比乌斯带.所以默比乌斯带可以看成一个线丛.但是它决 
不可能与 TS 1 同胚，因此不会是整体平凡的.例如， TS 1 “拦腰切断”将会成为两个分离的圆柱， 
而把默比乌斯带沿 S 1 剪开——也就是“拦腰切断”——将成为两个套在一起的默比乌斯带.读 
者自己可以试一下，可是，这样的区别不是一个小游戏，在物理问题中它可能反映一些根本的性 
质上的区别.由此可见，切丛和余切丛内容非常丰富. 

最后我们再介绍一'个向量丛(包括切丛与余切丛）的光滑切口 ( cross - section ) 的概念.这就是 
由 M 到£；中的一个光滑映射^，而且 M . 对于切丛，例如在一个坐标邻域 L 7 内， 

其光滑切口必可表为 ( x )^7, 这里 f Cx ) 是 L 7 上的 C °° 函数.这个切口称为1/上的 

OX 

一个向量场.同样，的切口是 o >( x ) = A , ( x ) dx % A 1 ( x ) 是光滑的，它称为 L 7 上的一个微分 
形式.注意，它们都是局部切口 .一个向量丛是否有整体切口存在，是一个问题.又,有时我们把底 
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空间 M 看成是£；的零切口. 

4. 浸入、嵌入、浸没和子流形微分流形的子流形当然是一个重要概念.其实，所有的微分 
流形都可以看成是某一个高维欧氏空间 R n 的子流形，只不过因为这样做等于对每个微分流形 
都规定要放在一个包含空间中去研究，而包含空间的概念是不必要的.而且，一旦把微分流形 M 
放在 R n 中去,自己就有一个标准的微分结构，这个微分结构又与 M 的微分结构有什么关系 
呢？但不论如何，子流形的概念总是极其重要的，而且其关键问题就在于如上所述的两种微分结 
构的关系.所以我们应该从一个明确无误的定义开始. 

定义6设 M 是一 ' n 维微分流形， NCM 称为 M 的一 '个々 维子流形，是指对每一'点 
PeN 都有一个在 M 中的坐标邻域 （ L 7, 0 使得 
a ) < p ( Nr \ w = R k r \( p ( u )； 

(2) (Nfl UlUntj ) 是 P 在 N 中的坐标邻域和坐标映射. 

注1很容易证明 ， （Nfl iV 的一个图册，所以 N 本身也成为一个微分流形， 

而其微分结构是由 M 的微分结构诱导来的. 

注2我们又时常定义一个映射——包含映射 ( inclusion ) z : N — M , P (G N)\-^P (G M ) ,于 
是子流形 N 又可看成是包含映射 的像： iV = z 0 V ). 于是子流形的定义又可以这样 来看： 首先我 
们已有了一个 A 维微分流形 N , 作为一个集合，它是 M 的子集.因此可以认为 z ( N ) 二 N . 如果 
z ( N ) 是如定义中说的 M 的子流形，则 M 在 z ( N ) 上诱导出一个微分结构，所以，一方面 N 与 
i GV ) 是——对应的，但是二者的关系又不止于此， N 和 i ( N ) 还有相同的微分 结构： N 本身自己 
已有一个微分结构 ， z 0 V ) 则从 M 中继承了一个诱导的微分结构，二者应该相同.所以， N 与 
I GV ) 是微分同胚的（当然也是同胚的）.这样把 iV 与 z 0 V ) 分开的好处在于下面我们将不必限制 
于 Z 而对某一可微映射/把 iV 与 /( N ) 比照起来研究. 

上述关于子流形的定义虽然在几何上是十分清楚自然的，用起来并不方便，因为它要求去寻 
找适当的坐标邻域和坐标映射 （ LT , p ). 解决这个困难的基本工具是反函数定理. 

第三章§5中我们讲了局部的反函数定理，即其中的定理1,我们把它重新叙述 于下： 

设 LTCZR " 是一开集,/: U — R " 是一个光滑映射，且 OG U ,/(0) =0,若 （ T /) (0) 是非退化 
的，则 / 必是: c =0 在 L 7 中的某个邻域到/(0)在 R " 中的某个邻域的微分同胚. 

我们先把它用于微分流形的情况，于是把 L 7 改成某个 n 维微分流形 M ， 可微映射 /: M — 
N ， PGM ， f ( P ) = QGN , iV 是另一个同维数的微分流形，而 T P / 是非退化的.这时很容易证 
明，/在 P 附近是局部的微分同胚.这个证明是很容 易的： 只需取 M 与 JV 在 P 与 Q 附近的坐标 
邻域 （ L 7，— 与 （ V ，0)， 并用/之坐标表示 ，/， _1 作为反函数定理中的/，用 < p ⑽ CR n 作为 
其中的 L /， 并以 0( Q ) =0的邻域 R n 作为其中的/(0)之邻域即可. ( T /) (0) 之非退化性现在就 
是0。/。在0处的雅可比行列式不为 0. 

这个定理对 于 M 与 N 之维数不相同 ： dim M — m ^ dim N — n (m 7^ n ) 的情况也有推广.这 
就是第三章§ 5的定理2与定理3.我们很容易地把它们用于微分流形的情况，并分别称之为浸 
入 ( immersion ) 定理与浸没 ( submersion ) 定理.下面我们直接对微分流形 M 与 N 的可微映射/写 
出它们而不加证明.先给出两个定义，其中用到等等都已如上述. 

定义7当 m ‘ n 时，若 T P / : T P M — TqN 是一个单射，就说/在 P 点附近是一个浸入.若 
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/在 M 之每一点附近均为浸入，就说/: M — N 是一个浸入. 

在通常的书上，常用条件 m < n , 其实当 m = n 时，由于 T P / 是一个方阵，而一个方阵是单 
射与它是一个一一映射是一样的.但有一点要说 明：按 第三章§5的定理2的说法，定义7应改 
为 “ T P / 当 P 在某点附近时为单射”，为什么这里只说在 P 点为单射？用局部坐标表示最容易说 
明这一点.现在 T P / 是一个 n x m 矩阵，而单射条件，即此矩阵之秩为于是有一个^阶子行 
列式不为0.但是这个矩阵之元为光滑函数，所以其子行列式为连续函数，只要在 P 点不为0,则 
在 P 点附近也不为0.又由于现在 m 是最大秩,此矩阵之秩不会大于 m , 所以一旦有一个 m 阶 
子行列式在 P 点不为0,则它在 P 附近之秩均为 m . 这就是在定义中只说 T F f 在 P 点为单射的 


理由.下面讲满射时也有相类似的情况.在那里我们就不再提醒这一点了. 

定理 10( 局部浸入定理） 设 /: M — N 在 PGM 处是一单射，这里 m 
N ， 贝 U 必存在 P 与 f ( P ) = Q 的邻域中的局部坐标 x 与； y ， 使/可以表为 


/(X 


X 


、工 


X 


0, …， 0). 


dim M 〈 n = dim 


(32) 


(32) 右方有时称为一'个典则浸入 (canonical immersion ) :它把 R ™ 浸入在 R ra (n > m ) 时，而 
把 R m 中的一点 Cx 1 ， …，变成 R ra 中（ X 1 ,…，: c m ;0, …，0)，正如把 R 1 看成 （ x ， y ) 平面 R 2 中 
的 x 轴那样. 


浸入必然是 M 与 /( M ) 的局部的微分同胚.这使我们设想， M 在 N 中的浸入像 /( M)CN 
应该局部地是 N 的子流形.一个特别明显的例子是曲线.若 j = / Gr ) 是一条光滑曲线，它必可看 
作是由 R 1 到 R 2 的浸入像，这个浸入可以写为 


x — t •> y — /(?)» t G ( a ，6). 

M 是 R 上的开区间 ( a ， b')，N 则是 R 2 . 这个映射的切映射是 

t — ix it ) •> f it ) ). 

它自然是单射，因为稍加推广可以类似地讨论更高维的几何图形如曲面等等.但是， 
浸入像并不一定整体是子流形.首先， /( M ) 可能是自交的.例如图 
7-2-6 所示确实是一个浸入.因为局部地看来，被映入 

曲线上的上行弧段而把 h 映到 Q ， 这是一个微分同胚，同样 

( CpDP 与下行弧段3也可以互相微分同胚.但是 /( R ) 显然不 
是 R 2 的子流形.即令 /( M ) 不自交而与 M 可以是一对一的，它也 

不一 ' 定是子流形 . = sin 丄，映 M = (0 ，+ °° ) 到 R 2 就是一'个例 

X 

子.如果考虑曲面和其它更高维的情况就更复杂了 .但是因为至少 
局部地看来，浸入像是子流形，所以有时也称 /( M ) 为浸入子流形 A 
(immersed submanifold ) .为了使 / (M ) 成为如定义 6 那样的子流 ® 7-2-6 

形，就需要对/再加限制，例如要求/是嵌入映射 ( embedding ) : 

定义 8 若 M , N 是两个微分流形而 dim M—m <C dim N = n ， f : M—N 是可微映射，如果 

(1) / 在 M 之各点上均为 浸入； 

(2) M 和 /( M ) 之间有一对一关系； 

(3) M 与赋有 N 之诱导微分结构的 /( M ) 微分 同胚； 
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嵌入像当然是一 ■个子 流形.这类子流形称为嵌入子流形 (embedded submanifold ). 

本节中一再提到一个抽象的々维微分流形不一定能在 R A + 1 中实现，例如黎曼曲面就是这 
样.实际上，惠特尼 ( H . Whitney ) 证明了下面的定理. 

惠特尼嵌入和浸入定理々 维微分流形必可嵌入在 R 2 ^ 1 中而成为其嵌入子 流形; 或者浸入 
在 rm 中而成为其浸入子流形. 

■" 1 s _ J r _ L ' w / 

读者会问，一个浸入在什么条件下成为嵌入？对这一类问题我们不说了. 

上面我们讲了一种定义子流形的方法，即用一个低维流形向高维流形作映射，并且看映射的 
像是否子流形.但是还有另一个方法，即考虑一个高维流形向低维流形的映射，并且考虑低维流 
形的某一点在此映射下的原像，看它是否高维流形的子流形.前一个方法以浸入概念为基础，后 
一个方法则以浸没 ( submersion ) 概念为基础.所以我们首先给出浸没概念的定义. 

定义 9设/: M — N 是两个微分流形之间的可微映射 ， dim M = m >dim N = n ， P G M ， 
f ( P ) = Q € N ，若 TpM 为 一 ■满 射就说 / 在 P 点为一 ■个 浸没 ( submersion ) ，若/在 M 之每一*点均 
为浸没就说 / 在 M 上为一浸没. 

这里我们有 

定理 11( 局部浸没定理） 设上述 /: M — iV 为一浸没， /() =0,则必存在 P 的邻域 U 中的 
局部坐标 ( x 1 , …， _ x m ) 以及 Q 在 N 中的邻域 v 中的局部坐标 （ y , …， y 1 ), 使在此坐标系下，映 
射,3^ 

y = / ( x ) = tt ( x 1 ，…， x m ) = (工 1 ，…，：^)， (33) 

这里 7 V ： R m =R XR m n ^ R n 是映 R m 为坐标的前? 7 个分量 Cr 1 ， …，： c n ) GR n 的投影映射.这个 
投影映射也称为一 ■个典 则浸没 (canonical submersion ). 

这个定理就是第的定理 3 投影定理.利用它可以得到子流形的一个判据，但在这以 
前我们先引进一个概念. 

定义 10 设 /: M — N 是微分流形 M 到 N 的可微映射 .dim M = m ， dimN =n.PGM，Q 

GN 

(1) 如果 T P / 之秩小于 n , 则称 P 为 / 之临界点（或称奇点），反之称 P 为/之正则点. 

(2) 若 P 为/之临界点，则称 / CP ) 为/的临界值，若 / _1 (<3)中一切点均为正则点，则称 Q 
为 / 之正则值. 

这样，若对一切 (0), T P / 是浸没，则0是正则值.有了这样一个概念，我们要把隐 
函数定理(第三章§ 5定理 4) 稍微改动 一下： 

对 /, M , N 仍作如上的解释. 

隐函数存在定理 令 m>n ， 若 Qef(M) 是 f 的正则值 ，则厂 1 (0) 是一个微分流形,其微 
分结构是由 M 的微分结构诱导而来，而且 dim / _1 ( Q ) = m - n ， 或者说 n 是/ _1 ( Q ) 的余维数. 

其实证明是很简单的，我们不妨设 P . Q 在某局部坐标中均为原点.第三章的定理是说 
f _' ( Q ) 中有某一点 P (也设它为原点），使 T P / 之秩为 n (但设源空间的维数为 m + n ， 所以自然 
有 m + n >«)， 这时 T P / 自然是满射，而在 P 附近，按局部浸没定理，/可以写为 

fj (: C 1 ’ …， ： C m ; ： C m + 1 ，…’ X mJtn ) — ^ y j = 1，2’…， 777- 
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如果我们再取一个新的局部坐标 

2 : } = j = 1，2,…， m ， 

z m+} = ， +J ， j = 1，2, •••，《， 

则 / _1 (0) 在 P 附近就成为 R n : 

R n : z J =0， j = 1 ***■>/??. 

现在 M 中的微分结构是 R " + '而 / _1 (0) 在 P 附近的微分结构是 R ", 它自然是由 + m 诱导而 
来.所以是子流形结构.所以，第三章中的隐函数定理适用于 ( Q ) 之一点附近.用现在的提 
法，使用正则值的概念，这个证明适用于 / _1 ( Q ) 中的一切点.又因 / _1 ( Q ) CM , 令 z 为包含映 
射 ， z [/ _1 (Q)] = r l ( Q ), 所以子流形的一切要求 ( Q ) 均可适合.这样就有关于子流形的一 
个最常用的 判据： 

定理 12( 原像定理） 若 Q 为 /: M — iV 之正则值，则 / _1 ( Q ) 为一个维数为 m - n 的子流 
形. 

这个定理与我们所熟悉的称子流形为以下方程组之解 

尸 （ x 1 ，…， ) = 0»7 — 1，2,…， n 〈 m 

相一致.这里要求这些方程是“独立的”，即雅可比矩阵在这个方程组的轨迹上有最 

o KX ，…，： T J 

大秩 7 Z . 

现在把这个定理用于上面一个没有解决的问题： 0 07) 是不是一个微分流形？设 A 为一; 7 
阶方阵，所谓 AGCKn ) 即 A 应适合 Z A_A = J / A 是 A 的转置矩阵.但不论 A 是否正交矩阵, 
1_ A 总是对称方阵，记一切77阶对称方阵之集为 SGz ), 我们已说过，一个77阶方阵可以看成 

中的一个点，其各元素即为此点之坐标 . S („) 于是也可看成 R h ^ + ^\ 于是 O (77) 就是以下 

方程在 R n 2 中的解 集合： 

/( A ) =^A • A = /. G 4) 

我们视 / 为 R " 2 到的映射，或者 

O ( n ) = f~ l ( I ). 

现在以 IT 2 为 M ， S ( n ) 为 N ， 我们需要证明的就只是 I 为 f 的正则值.注意到 R " 2 与 S (?7) 都是 

R ' 形的微分流形，所以 T P R n 2 = R n \ T Q S Gz ) 二 SGz ). 所以只要证明/之切映射在 / _1 (/) 为满 
射即可.但由切映射之局部坐标形式，并且注意到一个矩阵的元素即是其各个坐标分量，我们通 
过计算 f(x + h ) - /( x ) 来求出 d /， 这里 x = A ， 不过 A 应与 x 同维数，所以我们令 x = A，h = 
B 都是《阶方阵，计算 d / 时应略去阶数为1以上的量,现在则略去含 B 之元素平方的量，这样 
得到 

/(A + B ) - / ( A ) = CA +^) (A + B )」A • A 

• B +$A + t BB , 

略去最后一项即得 

d A / • B =，A • B +$ • A . (35) 

所以为了证明 d A f ： R " 2 (= T A R n 2 )^ S ( n ) (2 T / C 4) SG 7)) 为满射，只需证明对任意 De S ( n )， 
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一定可以找到 BGir 2 使 

，A • B +$ • A = D . (36) 

因为所以上式右方可写为| + |而我们来解 

^ • B = yD . 

因为 A 适合 / A_A = J 所以1非奇异，故由上式 

B = y eA ) _1 D . 07) 

但这个 B 必适合 

= y D • A ' 

故 

tB • A = = §. 

而 (37) 给出的 B 即适合 （36)， 所以 d / A 在/ _1 ( J ) 上是满射.应用原像定理即知 0( tz ) 是一个 
n 2 ~ ~^ n + ~ - 1) 维微分流形. 

这个微分流形由两个连通分支组成.其中一个是 so ( n ), 另一个之元行列式为 -1. 

§ 3多重线性代数介绍 

向量丛的结构是非常丰富的，以微分流形每一点切空间与余切空间为基础，可以建立许多非 
常重要的数学对象,其中用得最多的是张量和多重向量.我们需要从这些对象的代数结构上来观 
察它们.这就是多重线性代数.本节中我们介绍它的两个最重要的部分——张量代数与外代数. 

1. 张量代数 §1中我们已经通过一些实例介绍了什么是张量.在那里我们是在空间的某 
个区域中讨论一般的坐标变换，例如 y = 但是在微分学中我们已指出了这种一般的非线 

性变换局部地可以看成是线性空间中的线性变换.§2中就指出，可以在一点 P 的切空间 T P M 
上用切变换来代替它，所以应该先在线性空间框架中彻底地研究它们.所以又引入了 TR n 上的 
线性变换.其实我们已经初步地这样做了，我们的处理方式是通过张量的分量来了解张量 ：在每 
一个坐标系下指定一 组/个 实数，并要求在不同坐标系下的相应的/实数组有适当的关系. 
即是说不同坐标系下的分量适合相当的变换关系.这样的讲法当然有很大的好处，例如便于计 
算.但即使对最简单的张量——即向量，这种讲法与通常微积分教材中对向量的处理就有一些区 
别.我们不妨再一次概括一下这种讲法.向量，亦即一阶张量我们分成两大类，第一类就是适合线 
性空间的运算法则的对象称为向量.这些运算法则的几何含意十分清楚，即平行四边形法则.第 
二类向量就是前一类向量的线性函数，或在用第六章的语言来说就是其线性泛函.但是线性泛函 
也是线性运算的对象，所以也是向量.不过它所组成的线性空间与第一类向量组成的空间 V = 
TR n 不同，我们称它为 V 之对偶空间，记作兰 （7^3' 这一类向量却缺少那么丰富的直观 
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背景，而且因为线性代数理论告诉我们，（丁 irr 与 TR n 同构，那么二者之间的区别何在呢？为 
了弄清这个问题就发现当把向量用分量来表示时就很明白了.从笛卡儿建立解析几何起我们就 
明白了，坐标系是研究几何对象的好方法.所以在研究向量时，我们首先在 TR n 中取一个基底， 
也叫做取一个标架.所谓基底就是 n 个线性无关的向量 eGTR % 我们记为 { ei 于是有 
了任一向量 zyG 丁 R n , —定有72个实数 / GTR 使 u = ute t ，& n 个实数就叫做 w 对上述基底的 
坐标或分量，我们用 G 1 , 表示.现在我们作一个规定，凡是基底一定用花括号 {•••} 表示, 
所以 {•••} 内的对象都是向量，凡是坐标一定用圆括号（…）表示，其中的对象一定是数.我们在§ 1 
中讲向量时是用的与坐标无关的处理方法.所以要讨论在标架变换下，坐标如何变换.如果旧标 


架是，…， } ，新标架是{/\，…，/„ } ，而有 

L = a t e J . ( 1 ) 

或者写成 

{/} = A {e }. 

A= (<), 而 （1) 是对上标求和.同一个向量 M 如在不同的标架下有不同的坐标 G 1 , …，， ） 与 
G 1 ， …， /), 则应有 

u = V f t — u l e t 

将 （1) 代入上式即得 

u J = av ( 2 ) 

t 

或 

( 幻）二 CA) _1 (u). 

在§1中我们说 （1) 与 （2) 是互相逆步的，所以标架的变换与坐标的变换是互相逆步的.这是一个 
基本的事实. 


现在转到对偶空间，如果原空间 V 的标架为 G }, 后来变成了 {/}，其对偶空间 V 之元，如 
果后来是而原来是 U } ，则应有 


(a ) » e) — 〈 ( 7 ，/> 

这里〜/; 都是向量而不是实数.以 （1) 代入上式，并用转置矩阵处理有 

(coi A~ l f) = CA 1 ， /> = (fit /) 


因此 


a = ’A 1 ⑴. (3) 

它与 （1) 互相逆步，而与 （2) 相一致，中的元应该用{以 二 U 1 ，…， o /} 或 二 {〆 ， 来 
表示，如果同一个 ^ 表示为 


关、 丨 t 

u — — 

又容易得到 


p. t — 即 （"） = A (A) . ⑷ 

它与 （1) 一致而与 (2) 逆步.§ 1中我们给出了逆变向量与协变向量的概念.其实是逆变还是协变 
要看对谁而言.如果以 V 中标架变换公式 （1) 为准，凡与它一致的就称为协变，与它逆步的就称 
为逆变，则以上所述可以列成一个表 
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原空间 V 


标架 





坐标 (2) 逆变坐标 


对偶空间 V s 

(3) 与⑴ 逆步 

(4) 与 （1) 一致，协变坐标 


我们还有一个非常方便的 记号： 凡用上标表示的均与 （1) 逆步地变换,凡用下标表示的均与 （1) 一 
致地变换. 

我们现在希望对张量也能这样地作与坐标无关的处理.这样做的好处是可以对线性代数与 
解析几何的一些根本问题有更进一步的理解.而且因为张量不再如向量那么直观,作抽象的处理 
反而更容易. 

§1中我们举了两类张量的例子.一类是例如向量积，角动量，另一类如黎曼度量.严格地说 
第一类还不是一般的张量，而是所谓/>向量，亦即外积，正是我们下面要讲的.所以现在我们从 
黎曼度量 

d ^ 2 = g tJ dx (5) 

开始. §1 中我们已经说过了 （ gy .) 是一个二阶协变张量， d / 则是一个一阶逆变张量，但是最好 
我们把 (5) 式右方的 drNdd 分开来看，认为它们是独立的，类似的情况我们在第三章中也就看 
过.那里我们在讲高阶微分时曾问过，如果在讲一阶微分 df = Ah 时，我们用 A 表示切向量，再 
求第二次微分时应看到 A 其实依赖于 x ， 所以 d ( d /) = dA •/ i = 在局部坐标下是 /( x ) 

的二阶偏导数所成的矩阵即黑塞矩阵 (Hessian matrix ). 下标0表示在某一点&计算 

o U jCf Q 

它.可是为什么计算 dA = B / i 中要用相同的 A 呢？其实应该用 k A 并不是本质上与 A 不同，二 
者同为任意的切向量，只不过要强调 々与 A 的独立性而已.所以二阶微分可以看成是 

( 气/\ ) hk = ( B ； h y k ) (6) 

K dx dx 1 1 {) 

即 B 作用于两个互相独立的切向量 A 和々 .我们这里采用了与向量的内积相似的记号，因为它们 
实在是相似的 :一阶 微分是 A 与 / i 的内积 df = ( A ， A )， 对 A 是线性的，二阶微分是 B 与 A 和々 
的“内积” ( Bid )， 它对/^与々分别是线性的，所以称为双线性形式.不同之处则在于 A 是协变 
向量， B 却不是二阶协变张量——这当然有深刻的原因，即曲率问题.现在回到黎曼度量.在一 
些很老的历史文献中，都是把 df 与 di 分开来的，前者记为 dx , 后者记为 如 ，而有 

d ^ 2 = g tj dx 1 • 

现代的文献中当然已不再这样写，但是老记号给了我们一个启 发：怎 样来认识张量 （ g y )? 它是 
由 di 和(它们都在空间 V 中，现在 V = T P M ， 所以它们是切向量而 did / 是一些数，是 
切向量的逆变坐标 .） 到 R 的映射.因为 dx 1 与是互为独立的，所以 ds 2 是由乘积 S 间 V X V " 
(= T P MX 7> M ) 到 R 的映射.这个映射是多重线性 ( multilinear ) 的.所谓一个映射 

T：V X y ^ R» (u y v ) \—*^T (u y v ) 

为多重线性的，即指，当 W 或者固定时，我们得到对另一个变元的线性映射，即 

T ( X x u x + A 2 u 2 » v ) = X x T v ) + X 2 T iu 2 , v ) ， 

T (u ^ ju { Vi + " 2 幻 2 ) — pf-\T Vy ) + fi 2 T ( u ， - 


⑺ 
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这样我们就给出 

定义1 一个由 V X V 到 R 的双线性 ( bilinear ) 映射： 

T ： V x V^R (8) 

称为二阶协变张量(或 (0,2) 型张量）.所有二阶协变张量形成一个线性空间，记作％ ( V ) . 

定义中 指出％ ( V )是一个线性空间，其实这是有待证明的，只不过因为它是如此明显，所以 
我们未加证明而在定义中直接指出这一点.于是要问， dim 5^ ( V )二？我们可以证明 dim ^ ( V ) 
=/,而且具体地找出/个线性无关的二阶协变张量.为此目的，我们还要再引入两个向量的 
张量积.设 V %我们可以定义其张量积为一个二阶协变张量 如下： 任取 u ’ vev ， 我们定 
义 


(a) (^) (j) (u ^ v) = a) (u) * a iv) . (9) 

很明显它是 VX V 到 R 的双线性 映射： 

定义 2 双线性映射⑼称为 O ； 与 f 7 之张量积，记作 

现在我们就很容易 找出％ ( v ) 的一个基底了 .令 U 1 ,…， o /} 为的一个基底，我们要证 
明 { o /( gW},zy = 1,…，^就符合要求，为此证明它们是线性无关的.设=0,令 
{ e x ，…， } 为 { a / ，…， o /} 之对偶基底，取 w = %，。= %，以 C y a /® ay 作用于 （ w ，幻 ） G V X V ， 

有 

0 = (c〆 ㊈ ay .) (%，％ ) = c v 。. 

所以一切 c y 二0,而知 { a /0 ay } 在％ ( V )中线无关.其次易见所有二张协变张量： r 均可写成 

T = T tj w ® 00 } . (10) 

实际上，只要取 T v = T (e t ， e/) 即可.由此可知 {J(gW} 确为^ (V) 的一个基底，而且 
dim^" ⑺ = n 2 • 

现在我们要问，如果在 V 中作一个坐标变换，即由老基底{~，…， &} 变为新基底{/\，…， /„}, 
变换为 

fr = ^ 

问： T 应如何改变？ 一方面看来 了应 该不变，因为按定义，: T : VX V — R 是一个双线性变换，这 
是与坐标是无关的.但是 { a ； } 会改变， （ 7；.) 也会改变，实际上， U ； } 作为之基底（即标架），若 
在新坐标系下成为{“}，则应有 


它与 ie x » ••- 
所以 


oj = a)O j . 

的变换是互相逆步的.若： r 在新坐标下为（: T &), 则由 （10) 式 

T = T kl oo k ㊈ ⑴ ' = T ^ aWfl 1 ® O j = T l } n i ® O !. 


T v 二 ( 11 ) 
所以 T y . 的变化规律和协变向量的变化规则相符.在 §1 中，我们对张量是用分量来定义的 ：在某 
一个坐标系下，一个二阶协变张量即一组 n 2 个实数 （7；.), 如果在另一个坐标系下，这 n 2 个实数 
成为 （ TJ , 则二者之间应有关系式 （11) .这样，我们就看到，现在给出的 f 纟 （ V 0 张量都是§ 1中 
讲的协变张量.反过来，如果给出一个§ 1中讲的二阶协变张量（％)，令 
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T = TyCO 1 (^) C 0 J 

则得到我们现在讲的的（ V )张量，而且§ 1中给出的分量变化规则 （6), 保证了 （10) 式给出的丁 
确实是一个与坐标无关的由 Vx V 到 R 的双线性映射，因此也是现在讲的( V )张量.总之, 
§1的用分量讲的张量与现在作为双线性映射的张量是完全一样的.现在的讲法能帮助我们更 
好地了解张量的本质，而§ 1的讲法计算起来更加便利. 

以上我们考虑了最常见的二阶协变张量，它的定义显然是之元即协变向量之推广.所以 
协变向量就是一阶协变张量.其余类型的张量自可仿此处 理：我 们仍考虑一个 n 维线性空间 V , 
但同时也考虑其对偶空间，其维数仍为如果有 r 个 V % s 个 V ，我们要研究由 
V * 乂…乂 V * XVX …乂 V到 R 的多重线性映射，于是有 

定义 3上述多重线性映射 

V " x ••- x V * x V x ••• x V^R (12) 

称为一个 （ r ， 0型张量 （ r 阶逆变^阶协变），这种张量构成一个线性空间，记作5： ( V ) . 

和前面一样，若 V 和 f 有对偶基底 W }, {%},~ = 1,2, —，；7,则对 

V * x … x V ' x VX … x V 中的元{&，…，〜；/,…， V 5 }我们可以定义张量积 

、 - 」 、 ’ 

r 个 s 个 

⑴ 11 ㊈…㊈ ⑴、 ㊈ ％ ㊈…㊈ s ("1 ’… ，/ ^ ; i/ ， … ， V s ) 

1 , ^ (13) 

= o / 1 ("/"oA i ; j . r ) a ( v 1 )（ i /)， 

而知一切 5； ( V ) 张量 f 均可写为 

t = t : …: a /' ® … ® oA ® ® … ® . (14) 

^1 1 r 1 S 

r 5 

于是 {ruru }是5： 0/) 的基底，从而 

/ 二 1 i:\. h 

dim ^； ( V ) = n r+s • (15) 

是 f 的分量.我们时常除了 （14) 式以外，也用下面的 记号： 

h'"h 

1, … t 

t — t r • (16) 

n 

它表示现在讲的张量与 § 1 中讲的张量完全一样，因此，§ 1中讲的张量运算的法则——特别是 
缩并——在此全部适用，我们就不再重复了. 

但是现在在张量中增加了一种新的代数运算，即张量积.在最简单的情况下张量积由 （9) 决 
定，一般由 （13) 给出.因此很容易看出，张量积是不可交换的.例如由 （9) 就可以看到， 

(CT ® ⑴） （ " ， V) = CT (") • OJ (V )， 

而与 ( p , V )不同.但是,张量积很容易看到是结合的，而且适合分配律. 

现在把关于张量的概念用到微分流形上去.设 M 是一个微分流形，于是对每一点 PGM , 
有一个切空间 T P M 以及余切空间丁纟 M ， 二者互为对偶空间.如果 M 上有一个坐标邻域 L 7. 

pe UCM 有局部坐标 G ： 1 ， …， /) .则 T P M 和 T ； M 分别有基底和 Ux 1 ， …， 

x ox } 
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d / }. 我们现在以 T P M 为 V = R n ，则可以定义其上的 （ r , s ) 型张量 

t P = O 点②… ㊈㊈ 心 1 ㊈ … ㊈ d / | p . (17) 

{~}构成一个线性空间5； CP ). 于是令 P 变动时，将可得到一个丛，即 M 上的张量丛.它有一个 
全空间 E = U CP ). 有一个底空间即 M ， 有由£；到 M 的投影 wE — M ，％ CP ) ，也有纤维 

pe/vf 

CP ) =5； CP ). 这样一个张量丛不但有一般的微分流形结构，而且有向量丛的结构，特别是局 
部平凡性，即存在一个 同构： 

\Jt p — u X fr; ^ u X R n 

这一点和切丛、余切丛是一样的，即是说，所谓局部平凡性即在 M 的一个适当的坐标邻域中各 
点 P 处 纤维； CP ) 具有相同的基底.但是纤维作为线性空间的“系数”是: r 的函数.所以在研究 
这类问题时 M 上 L 7 中的 C ™ 函数环——以后记作 W 一将有特别作用.对这个张量丛我们也可 
以定义其 C °° “切口” （ C °° section ) ，简单说即在每一 ■个 tt _1 ( i 3 ) 中取一'固定的兀，其局部表不是 

(17)，不过 t h '" lr CP ) 是 C ™ 函数，即为夏中的元.上面我们只是说明了建立张量丛的程序与建立 

切丛、余切丛一样.但是要实现这个程序，特别是在讨论其局部平凡化时，还有不少计算，在此我 
们全部略去.不过有一点必须提 到：在 考虑某一定点 P 处的纤维 7 T _1 CP ) 时，我们得到的5； ( V ) 
确实是线性空间，因为 （17) 的系数均为 常数; 但在讨论 C 00 切口及这类切口的集合时， （17) 的“系 
数”都成了免中的元.注意，线性空间的系数是一个“域”中的元，本书中除了少数特殊情况都是 
以实数域 R 作为“系数”域(应该称为基域），而，却只是一个环.这样得到的代数结构与线性空 
间是很不相同的，称为一个模 ( module ). 在研究 M 上的张量丛时就会遇到这方面的问题.我们还 
要提醒的是 :局部 平凡化的结果使纤维与底空间的坐标完全分离，所以在 （17) 中，底空间的坐标 

只出现在系数 / r " V CP ) 中，而& ㊈ … ㊈ 完全与之无关.这样，如果要对局部坐标求导数, 

■V 飞 dx^ 

只需在 t h CP ) 中施行即可. 

最后我们再讲一点关于记号的问题.我们是由黎曼的度量公式 (5) 引入度量张量 （&) 的，但 
是按上面讲的张量理论， （5) 式应如何理解却成了问题.其实，在较古老的文献例如黎曼本人的著 
作中，心 2 了解为无穷接近的两点之间的距离.涉及无穷小自然会带来许多麻烦，因此在当代的 
文献中都是说，在 M 之每点的切空间 T P M 上引入一个内积，而要求它光滑地依赖于 P . 有了内 
积，即可对任一切向量 G T P M 赋以一个非负的数( X , X ),即其长度的平方 . X 既然是线性空 
间中的向量，自然无所谓无穷小，而所谓光滑地依赖于 P 是指光滑地依赖于底空间的坐标.所以 
情况与讨论微分学时把 : c + A 中的: r 与 A 严格区别开来作类似.所谓内积可由一个正定双线性 
型来刻画，第六章§ 2定义3中已详细地讲到.因此，我们在 T P M 上有了一个双线性映射 

TpM x T P M — R , X , Y 6 T P M ^( X , Y ) G R . 

按现在的讲法就是有一个二阶协变张量&如果在 T P M 中引入标准的基底…，^^，从而 
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在 T ; M 中有了相应的对偶基 { dx 1 , …， dx n } ，则此张量为 

丁 = ㊈ dW ， iX , X ) 二 ( T ; X ， X ) (18) 

现在的 { dr 1 ， …， d /} 是 T ； M 的基底，所以 df 是向量，而与 （5) 式中的 df 作为切向量 （ dr 1 ， 

…， d /) 的分量，是一些数，二者不同.以 （18) 作用到 T P M 上去即得 

Vx ox 

(T •丄 J_)_ (J_ J_\_ 

、 3x k ’ dx l 卜 、 dx k ， dx l > - gkl . 

说这个内积光滑地依赖于 P 即指&是: c 的 C 00 函数.如果我们取一个“无穷小”切向量 （ dr 1 , …， 

d/)=df •^( df 是分量是数,是基底向量是切向量），立即得到 （5) 式.于是我们得到了两 

dx d X 

个式子 （18) 与 （5) . (18) 是张量的表达式，其中 djc 1 是一个余切向量，是中的基底 { dx 1 ，…， 
d /} 中的第 z 个元素. （5) 则是这个张量作用到切向量的结果，这里 d ? 是 X 的第 z 

OX 

个分量，它是一个数，而不是向量.如果把它与作为余切向量的 dx 1 混起来，会发生很大的混淆. 
总之，黎曼原来使用的记号 （5) 与现在我们使用的（18)，尽管很相似，却是不相同的.现在的数学 
家们心里都很明白这个区别，但是 df 这些记号用熟了，也就不太在乎，所以有的文献干脆把 （1) 
写成 

ds 2 = g tJ ix ) Ax 1 ® dj ： J . 

但是，事关“无穷小量”就更应该说明.其实，一个合适的讲法 

是，在切向量之长度定义为以后，如果要求图 

7 -3-1 中曲线弧之长为这里^的方程是 x 1 二 x 1 (?) 

即 x = x ( t ), A 点对应于参数 f =0， B 点对应于参数 z , 则把 

@分成若干段，而例如：^ _ ^则代以弦5^^，然后再代以 
A iM 处（即 Z 处）的切线，因此弦将被切向量 (/,_!) it t 

- = X l^ t t 取代，其长为 〈X ( A -!) ， A ： ( A -!)〉• ( t , 图 7 - 3 - 1 

- ‘ y ) .把分点 { Aj 取密以求极限可得 

“ / * * 

s = V〈X (?) ， x (?)) dr . 

J 0 

所以 



ds 2 = (x G)，x ( f )> d ? 2 = g tj ( x ) Ax 1 . 

这就是通过在 M 上给出切向量长度（ X ， X ) 以及作典型的积分运算得到黎曼度量公式 （1) 的方 
法.这里没有因为无穷小量的介入而导致的任何困难. 

在一'本著名的微分几何数本 （ M . Spivak，Comprehensive Introduction to Differential Geome ¬ 
try , Vol . l , Publish or Perish , 1979), 153 页上说到这类记号问题时讲了一段很有趣 的话： “古典 
的微分几何学家(还有古典分析学家)在讲到坐标/的无穷小改变 d / 时，毫不犹豫.莱布尼茨 
就是这样.他们谁也不肯承认这种说法是毫无意义的，因为把这些无穷小量相除(只要做得对）总 
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会给出正确结果.最终人们认识到，最接近实情的描述无穷小变化的办法就是描述这个变化的方 
向，亦即切向量.原来， d / 被看作是在点的无穷小变化下函数/的变化，现在， d / 必须看成是这 
个变化的函数，亦即切向量的函数（就是说 d / 要通过 d / ( X ) = X (/) 才能体现出来，所以 d / 作 
为 X 的“函数”就是说它是 T P M 的对偶空间 T ^ M 之元——本书作者注），然后 df 本身也摇身 

一变成为切向量 A 的函数（即 df 是 df 之定义——本书作者注），认识到这一点以 

dx '3d ’ 3 

后，剩下来要做的只有一件事 ：搞上 一些新定义，但是仍然使用老记号，再让读者慢慢来跟.总之， 
所有涉及无穷小的古典的概念，都像 d / —样，变成了切向量的函数，唯一例外是无穷小量的商， 

因为它们自己就变成了切 向量# ( c 就是这里讲的曲线 x = xG ) ——本书作者注 )”. 

at 

本章所讲的几乎都是老概念、老记号的新理解,新定义.我们所做的一切都是为了帮助“读者 
慢慢来跟”. 

2. 外代数 19世纪中叶，人们开始研究高维空间，这不但是由 
于数学本身的需要，而且许多力学、物理学问题迫切需要它.于是线 
性代数理论出现了 .矩阵、向量、超复数、四元数……可以说使人眼 
花缭乱.其实都是围绕一个问题：高维空间的几何量要怎样来刻画 
才好.这个问题的重要性是不言而喻的.当时一位著名数学家格拉 
斯曼 ( H . Grassmann , 1809— 1877) 作了伟大的贡献.他指出，各种各 
样几何量原来是互有联系的系统，他的表示方式也是系统的.例如， 

以 （ Xi ，力 ） ，（七》九）（工:?， 3^) 为顶点的三角形面积是 

工1 3^1 1 

1 ! 

~2 yi 1 . 

x 3 3^3 1 图 7-3- 2 

如果不管因子+ ,并且只看其矩阵，则其二阶子矩阵的三个二阶子行列式 
1 〔工 2 y2 1J 

X = — 工 2 ’ y = yi - yz^ Z = x x y 2 - ^ 2 y\ 

分别是有向线段 (&，&)， Cx 2 ,3^ 的两个投影以及原点 O 与这两点所成三角形的有向面积的2 
倍.既然面积与长度是从同一个根源中来，自然也应该有符号. 

线段长有符号，人们都容易接受.面积有符号，在大多数微积分教科书中却不承认.面积的符 
号与坐标系采取何种定向有关.例如设： r 轴与3；轴成为右手系，则由 "51 到5吾形成的三角形 
△ QAB ， 如果 M 与也成右手系，则其面积算是 正的； 由 "5 咨到 M 形成的三角形面积就算是负 
的（图 7-3-2) .这一个规定会为整个数学的发展带来很大的好处.坚持这一点的数学家中就有 
默比乌斯，而默比乌斯带的发现也与此密切相关 （1865) .格拉斯曼另一个十分深刻的思想 是：应 
该与坐标的选取无关地探讨几何量的性质，这正是本章的根本指导思想. 

从常用的微积分教本中看到，上述三角形之面积是一个向量 Mx ' Qg ， 我们自然会问，它是 
逆变向量还是协变向量？于是取两个标架且设 a ^ b 两点在这些标架即坐标系中为 （ a 1 ， a 2 ) ， 
Cb l ， b 2 ) 切、及 （ a 1 ， a 2 ') ，， 6 2 ). 如果标架变换用 （1) 表示，则经过简单计算即知在新旧坐标系下 
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2 


a 1 

a 1 

— det A • 各 

1 2 
a a 

b 1 

b 1 

2 

b ' b 2 


可见面积这个几何量与向量本质不同. 

其实，说面积是一个向量，即向量积 gx ' Qg 还有一个限制，即这个说法最多只能用于 R 3 . 
因为若是 n 维 向量: ( a 1 ，…，八顶二 (6 1 ，…，扩），则当 n = 3 时，的分 
量恰好是下述 2 X 3 矩阵 


U 1 b 2 - h n ) 

的三个二阶子行列式（加上适当的±号）.但是对于一 般的； 7,上述矩阵共有 Gi - 1) 个二阶子 


打列式，为使它们能够组成一‘个 n 维向量，必须 (n - 1) = n ，即 w = 3.可见非3维的中是 

不可能定义两个向量的向量积的.通常的微积分教材在讲向量分析与场论时总限于在 R 3 上（有 
的书上未强调这一点）原因在此.但这些二阶子行列式有几何意义正是格拉斯曼的基本思想的一 
部分. 

那么，用什么样的数学工具来表示面积、体积呢？用格拉斯曼建立的外代数.下面我们就来 
介绍这个理论.我们要提醒读者经常把下面的结 果与； ^维平行体的体积和行列式作比较.其实 
如上所述行列式从几何上看正是“表示”了 n 维平行体的体积.它是一个十分重要的概念，而且 
又是外代数最好的模型. 

我们再回到张量空间.为了简单起见，我们恒取 V = R n 以后主要是讨论协变张量，但照顾 
到外代数习惯用上标记号 A 、我们也就把型张量暂时记作 . 下面我们讲张量恒指它研究 
过的张量有两类特别重要的，一 ■是 对称张量，一 ■是 反对称 (skew symmetric ) 张量.设有张量 7" G 
5 ~ r ( R 「）， 于是对 r 个维向量％，…，％有 

T ( v x ，…， * y r ) G R . 

如果将 A 与卩对换，时而会有 

T (幻丄，…，巧…’ w r ) = 丁，…’巧，…，％，…，％)， (19 a ) 

时而又会有 

T (Vy ，…， V ) ， …， v t ，…， v k ) = - 了（巧，…，巧，…，％，…，巧 ）. (19 b ) 

相应地就说： T 对于指标 z 和 j 是对称或反对称的.如果丁对一切 G ， p 均是对称或反对称的，就 
说它是对称张量与反对称张量.例如黎曼度量张量就是一个二阶对称协变张量，而反对称张量正 
是我们要讨论的主题. 

如果把一个 n 阶行列式 det A 的各行均看成一个72维向量，则行列式显然是一个《阶张量 
T 作用于这个维向量％ = (a n ， … ， a m 、 ， i = 1 ， 2，…， w ( 其实按我们的规定应该写成巧= 
( d , …， <), 现在我们是照顾熟知的行列式记号）之值 


det A = T iv t »***» v n )» 

它就是一个反对称张量作用于这 n 个向量之值(互换行列式之两行将使之变号）.用初等方式定 
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义打列式时要用到置换算子（7,每个置换 （ substitution ， permatation ) 都是若干个对换 ( transposi - 
tKm ) 之积，如果是奇数(偶数)个，则称为奇(偶）置换，从而可以定义 5 之符号函数 

|十1， 若 CT 为偶 置换； 

Sgtlf7= Li , 若。为奇置换. 

有了 cr 和 sgncr 以后，张量的对称性和反对称性可以陈述 如下： 

定义4 设: ( IT ), 如果对任意置换 ^ 以及任意 r 个向量分别有 

T ( t ^ ，…， t ； r ) = T ( v a ( y ) ， … ， v a(r) ) ， (20 a ) 

T ( v x y y v r ) = sgn a • 7" (% ⑴，…， (r ) ) ， (20 b ) 

就相应称了为对称与反对称张量. 

和的.对称张量我们暂置一旁，重要的是反对称张量.所有 r 阶反 
对称张量构成 r 阶张量作为线性空间的子空间记为 ( R ra )： A r ( R n .) C：T ( R ra ). 每一个 r 阶张 
量均可反对称化，具体说我们要引进一■个反对称化(或称交代化）算子 (alternating operator ) 

AluT ( IT ) — ( R ra ), 

A" (T) ( 巧， … ， tv) — ~r^sgn oT (^y (1 ) ， … ， xy (r )) ， (21) 

tj 

而有 

定理 i Ait : r ( v )—a no 是一个投影算子. 

证我们要证明 的是: AA 是一个满射，而且 A / f = Ah . 先要注意，如果 T 已经是反对称算 
子了，则 AZ ? ( T ) = T . 事实上这时由 （20) 式知 (21) 之每一项均等于了因此 

Alt ( T ) ( v l y "- 1 v r ) = ( v l 1 ••- yV r ) = T ( v l ，…， tv ) . (22) 

厂 i7 

这就是说,在八〃 （ IT ) 上, Ah 其实是恒等 算子： A // 2 = A //. (21) 式中要有一个因子 4 的作用就 

厂！ 

在于此. 

再证 a /? 是满射，为此先证对任意 rej r ( R n ) ， Ait ( t ) e a r or). 为此取任意置换 r 以及 
r 个向量％，…，％ . 从简单的代数考虑知道 sgn ( err ) = sgn f 7 *sgn r ， 所以 

1 X ^ 

Alt (T) (w r ⑴， … ， v r(r) .) = yj^sgn aT (tv (1) ， 

CJ 

= S $ n ! r 2 sgn aT ( v ^ (1) »*** * (r) ) = sgn r • AltT ( v } ，•_.，％). 

a 二 or 

所以 A /? ( T ) G AIR "), 或写作 A & ( R "))(= A r ( R "). 但是 （22) 告诉我们，在 /T ( IT ) 上, 
Alt 实际上是恒等算子，所以 

A r ( R ") = Alt A r ( R ") [ Alt QT ( R ”) CA r ( IT ). 

而此式中所有的 “(=” ，均可写为“ = ” . 特别是 

Alt 『 ( IT )) = A r ( R ). 

这样就得到 AZr 是满射而定理证毕. 

A r ( R n ) 作为线性空间是 f ( R ra ) 的子空间，这是几乎自明的事.下面略去其证明.但是张量 
还有一种乘法运 算:张 量积 ㊈ ，若 ： TG AllT),>S G A 5 ( IT ), T ( g } S 显然不一定仍是反对称的. 
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这就是说， ® A r (R n ) 不是 （ IT ) 的子代数.我们还需要另一种 乘法: 外积.其定义 如下： 

r r 

定义5 若 T e A r ( R n ).S e A 5 ( R ra )， 定义其外积 T A S e A r+s ( IT ) 如下： 

T A S = ( r : f 1 Alt (T® S'). (23) 

r * 5 * 

定理 2 外积是双线性的、结合的. 

证 外积此略去.我们来证明其结合性.除了定义5中的： r , s 外，再 
加上 R e A' ( R H ), 我们来证明 

T A (S I\ R) = (T A S) A R. 

为此我们把记号简化一下：用 c 表示（1，2 ,…， r + s + r ) 的置换，用 r 表示（1，2 ,…， r + s f ) 中 
最后/个数不动的置换，即只在（1，2 ,…， r + s ) 中作置换，指标为 r + s + j^j = 1，2,…，/，的都 
不变.这样7■与（1，2 ,…， r + s ) 之置换 t / 具有相同的符号函数 : sgnr 二 sgn〆 . 于是 
Alt \_Alt (T ( x ) S ) ® 只 ] (巧，…，出） 

= ( r , , t \ I ^sgn a Alt (T ® S ) (% a ) ，…， ） 

a 

• R + i ) ，… ，％(〜”）） 

1 1 ^ 

=( r + 5 + ? ) 1 ( r + 5 ) ! S s gn 仍 gn r • T ⑴，…， ) 

tJ ? r 

• S ，…，•只 (% ( r h +1) ，…， % (r+ 出 ）) 


(r + 5 + 


TIT 二 ”22 聊 ?T( 


% a ) 


^cp Cr) 


• S ( v p(r+1 ” ...， v〆 山 )）• R 、 + 1 ) ，…，％ ( r + 出 )）. 

这里我们记 <p = err， 而因 r 保持 （r + s + 1 ，…， r + s f) 之次序不变，故 f7(r + s+j)= 
az (r + s + j) ^ j = ]_，•••，/. 但是上式中 cr 遍取 （1 ，2,…， r + 5 + f) 之一 ■切排 列时， p 也遍取 （1 ， 
2,…， r + 5 + ?) 之一切排列，所以上式进一步又可化为 


所以 


( 丄 ”2 TTTTTTyrSsgn 〒 T(V 一 ， …，、 (r) ) 

t cp 

• S ( v 9ir+}：) »•••» v 9 i r+s) ) • R iv cpir+5+l) »•••» v cpir+5+t) ) 

= (r I s) I YA lt (T ㊈ S ㊈ 只 ）（A ， ••• ，出） 

T 

=Alt ( 丁 ® S® 只） （tv …， tv + 出 ）. 


Alt ( T ( g ) S ( g ) R ) = Alt lAlt ( T ® S ) ( g ) Rl 
= ( r [ s \ , A/?[(T A S ) ( x ) K ] 

k 厂十 ^ 1 


(r + 夕 ） U ! 

(r + 5 + ?) I 
r I 5 U ! 

(厂 + 5 + ?) ! 


•T7T7)T (TAS) Ai ^ ] 

(T A S ) A R . 
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同样的推理得知，它也应该等于 r A (S A 只），所以 

Kr+s + tJ - 

(T A S ) A R = T A (S A R ). 

我们可以把这个公共值定义为 T A S A 只 ，由此还可以进一步得到 

推论3 设 t e A " = 1,2,-, A 则可以定义乃 A … A 7； G A ri+ '" +r ^ ( IT ), 而且 

T , A T 2 A - h T k 二 ( ri = ? +,••••: + 〆 ! AA It , ㊈ … ㊈ 丁 」• (24) 

厂 1 • 厂 2 _ r k * 

定理 2 证明了外积是结合的，那么它是不是可交换的？实际上它既不如 A XB 那样是反交换 
的:忍父益 =-Ax 更不是交换的，而有 

定理4 若 T G A r ( R n )，S G AW ), 则 

T A S = (- l) r \S A T. (25) 

证我们只需证明 

Alt (T® S) = (- 1) rs Alt (S (x) T) 

即可.为此取 r + s 个向量 t ^， …， 

Alt (T ® S) = ( r 九 ” X] sgn crTC% a) ， … ， tv 。〕） 

tj 

• S (t;〆 …) ， … ， V“ … )） . 

考虑一个特殊的置换 r : ( l ，"*， r，r + l，"-，r + ^) — (r + 1 ，…， r + s ，1，…， r ) ’ 即将后 s 个元换 
成前 r 个兀.例如把 r + 1 变成1，为此 r + 1需要跨过1，…， r 等 r 个兀，因而需要 r 个对换 ， r + 
2变成2,这又要 r 个对换，直到 r + s 变成 s ， 共需 rs 个对换，故 sgn r = (- 1) ' 而上式成为 

1 

Alt (T (x) S) (t；! , •_•’％“）= ( r + i S s g n 。 ( 踢 11 ( 幻“…），…’ a (… ）） . 了（乂 ⑴’ •"’％(,)) 

a 

= J) I X) s g n ( gr ) S (tva) ，…， co ) • 丁 (^Vg + i) ， •" ， tVc r+5 )) 

or 

=( — 丄 ）。 ( r + s ) [ S s g n (^Va) ，…， tv o) 了 （ tv(oi) ， •••，％(〜）） 

fj 

= (- l) r5 Alt (S® T) 

定理证毕. 

外积之分配律是自 明的： 

T A ( S , + S 2 ) = T A S , + T A S 2 AT , + T 2 ) A S = T , A S + T 2 A S . (26) 
至此我们看到， AlRy 是一个线性空间，而 U AlR n ) S 于外积成为一个代数.它服从结合律， 

r 

但不服从交换律(但又不是反交换的），现在余下的是求出 A r ( R n ) 的维数和基底.这里也附带提 
到， A 0 ( R ra ) = ( R ra ) 兰 R . 关于 A r ( R ra ) 的维数和基底我们有 

定理5 当 r >7 z 时， A r ( R n ) = {()}, 即为零维空间，若 0< r < n , 则 dim ( IT ) = d ， 

_ ""v 广-广，广，广，广，广， /' —. \ 厂 J 

而若 U 1 , … ， a /} 为 A 1 ( R n ) = ( R n ) 之基底，则 yr ( IT ) 的基底是 

W 1 八 … OJ 、 八《 i' < i 2 < … < i r 《 n) . (27) 
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证令 { q ，…， } 为『的一个基底.若 r > n ，任取&，…，，其中必有重复者.例如 

1 i 1 

r 

= e t ，这时考虑 A/f T ( e t ，…， & ) ，因为 A // 丁 是反对称的，故 AZf 丁，•••，&) = 

2 1 r 12 3 r 

- Alt 丁 ( a ，&，…， & )， 而当 & = & 时知它为 0 .所以 V ( R n ) 之一切元素均为0,而 

2 13 r 12 

dim A r ( R n ) = 0. 

今设 r ^ n > 5 ^ r ( R ra ) 之基底是 { V 1 ㊈ …区 ) oA } 这里 { o / ，…， a / } C ( R ra ) * 是，…， 
的对偶基.于是 /V ( IT ) 之元必为 AMa /1 ㊈ … ㊈ aA ) 之线性组合，现在把 { h ,…， U 按大 
小重排为 L <久 〈… < 人（若^，…， t 中有相同者前已得知 A /? ( a/ 1 ㊈…(X) 00 r ) = 0) ■而 
Ah (W ㊈…㊈ aA ) = ± AMa/1 ㊈…㊈ aA) . 这样对任意 T e r ( R n ) ， AU T 必可表示为 {a^ 
八…八 aA}，h < j 2 < … < 人之线性组合.即是说 A r ( R ra ) 由（以八…八 aA}，h < h <… 
< j r 张成.但是 { a/ 1 A … A } 是线性无关的.因为若有 a ... a/ 1 A … A # = 0,把这个张量 

作用到 {& ，…， A } 上去，即有~ 4 =0.所以 Wi A … A aA } 是基底.这个基底中元素的个数 

1 r 1 r 

是由 n 个事物中取 r 个的组合数 d ( BT ) 之一个基底是 { a /1 ㊈ … ® aA }， 这里 i '， …， i r 、&、 

、r 

序不受限制.所以其中所含元素的个数是 7 Z 中取 r 的排列数 （7 Z ) = 77 G ? - 1) … G ? - r + 1) = 
r ! 至此 dimAr（RO = .其实，证明的前一部分，也可归入这里，因为当 r > n 时，由定 

义 0=0. 

厂 

再回来看代数 U （ R n ). 现在知道它应写为 A ( R n ) A '( R ra )， 而其维数为 d = 

r r=0 V 

T 1 . 这个代数称为上的外代数或格拉斯曼代数 (Grassmann algebra ) ， A CR ra ) 中的 /V ( R ra ) 之 
元称为 r 向量. 

这里附带还可以解决一个问题.在 IT 中任取 r 个向量，问它们在什么时候线性相关？因为 
R n = ( R ra ) %不妨认为这个 r 个向量 to 1 ，…， o / G ( R n ) ^即是某个维空间的对偶空间之元.于 

是可以作出 V A … A o /. 如果它们是线性相关的，则例如 o / = 2 C k oo k , BIJ 

k 二 \ 

r- 1 

⑴ 1 八 …!\ oo r 二 A … A o /— 1 A o /. 

k 二 \ 

右方每一项中 J 至少出现两次，但由上面已证明 00 K 00 =0,知上式右方每一项均为0,所以 O ； 1 
八 … A o /=0 .反之，设它们是线性无关的，则由线性代数中的定理，一定可以把它们扩充成为 
( R H 广的一个基底.于是 V A … / W 是 /U ( R ra ) 基底的一个元，它当然不会为0,由此得到 
推论6 n 维向量 o /，一, o /为线性相关的充分必要条件是 

⑴ 1 八 … A o / = 0. (28) 

其实这里的证明与行列式为0的充要条件是其各行线性相关的证明是一 致的； 也与 n 个向量线 
性相关的充分必要条件是其构 成的; 7维平行体的体积为0是一致的. 

至此要问，我们在格拉斯曼所指出的道路上走了多远？按拉格斯曼的思想，我们已将各种几 
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何量构成了格拉斯曼代数 A ( R ra ) /T ( R n ). 它是一个分级 代数 ： A ° ( R ra ) 就是实数域 R ， 

/=0 

A 1 ( IT ) 就是向量空间 IT (我们暂时不区分协变与逆变向量，因为二者之区别无非其一在对偶 
空间中，而 ( R n )* A 1 ( R 。 中的元可以用 1 X n 矩阵 表示： 

= (x 1 ， X 2 ， … ， x ra ) 

它的每一个分量即 lx 1 子式恰好是这个向量在各个坐标轴上的投影.再看 A 2 ( R n ) ，它的元是以 
下形式的 2 向量之线性组合： 2 A /，如果 V 的分量是 （ d ，…，<)，则这个 2 向量可以用 2 xn 
矩阵 



t j 

来表示，它的所有的 2 阶子式& Ul = 恰好是这 两个向 量是在 W 坐 

i j 1 ^ ^ 1 

U 2 U J 2 

标平面上的投影形成的平行四边形的面积，而我们可以把 G 2 „ 与下式对应 

G 2 n 兰 (u\ U J 2 — U 2 u\ ) A Cj . 

i<j 

所以我们就说 g 2 „ 是这两个向量所成的平行四边形之面积.读者不要以为这只是一个方便 
的说法 . z / ，尽管是 n 维向量，但是以它们为基底（当然我们假设 z / ， M 2 不平行，否则上面的讨 
论就会落了空），确实成为一个 2 维空间.它确实而不只是彳我们中学里学过的平面 
几何定理(例如三角形的重心定理）在此全都成过有一些要引入欧氏结构才能证 
明，如勾股定理 . Al ( R ra ) 的表示法与通常微积分教本中讲的向量 "SA = ( a 1 , a 2 , a 3 ) 与乃苔= 
( b } ^ b 2 ^ b 3 ) 之向量积 "0$ X QB 的表示法完全一致： 

i j k 
前 x 補二 Cl j Cl 2 O- 3 
by b 2 b 3 

=( a 2 石 3 — i + ( a 3 ^! — j + (aj 62 ^ a 2 b \) k . 

只需把分别换成 / t \ k，k t \ i，i i \ j 即可.同样， A 3 „ ( R n ) 对应于 3 x K 矩阵，它构成通 
常的 3 维空间，而过去学过的初等的立体几何在此都有效. 

最值得注意的是 A ； ( R").dim A ； ( R ") = 1 = dim 八 (i ( R n ) • 八1 ( R n ) 中之元是实数. 
A ： ( R ") 之元是什么？上面已经说了 ( R ") 是 w 阶反对称协变张量之空间.取 R " 之任一基底 

，…，&}，则其对偶基 { e 1 ， 是 ( R n )* 之一个基底，而 〆 八…八 〆 是八" ( R n ) 的基底. 
张量成分则是 ^ b2 ,.., ra , 只要看一下它们在 R n 的基底即标架的变换下如何变换就可以知道 
A n ( IT ) 中的元究竟是什么了 .于是设在 IT 中作基底的变换 （1): 

f \ = ^ f { f t } = A ). 

于是 U 之对偶基将按逆步变换变成 {/；} 之对偶基 

{e } = a ) { f J 1» {e } = { f J }. 

以下我们记逆步矩阵 vr 1 = b = (况）.于是有 
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定理7 在上述变换下 

⑴ 1， 2,…， n — det ( tZj )出1，2 ，”-，〆 C 29) 

/丄八…八 ,= det ( b |) e 1 八…八 . (30) 

这里 a ^， 2 ，...，„ 是张量成分在基底 {/；} 下的表示. 

证 因为⑴ H ..，„ 是协变张量成分，故 

⑴1，2,…二4 …必叫 。 

J i J n 

— aCO". a (n) 

sgn a a x -* a n 叫， 2 ，… ，打 

ij 

二 det (心⑴以，…， ". 

这里 5 是变 (1,2, …， n ) 为 ( h ， h ， …，大）之排列. 

其次，由尸= 有 

f '!\...!\ f = b ] …心^ 1 A … A 

J \ J n 

= 5] sgn 忒：⑴… €〔 ra) . e 1 八…八 e H 
=det (6;) e 1 八…八 . 

前面我们已多次讲到空间的定向.其实空间的定向即给定一个基底的次序，例如 
{^，…， &). 对偶基 （ to 1 ，…， to ra } 的相应次序，既可以认为是给出了 ( R ra ) * 之定向也可认为是给 
出了 IT 的定向.所以若改变 { o /} 之次序为例如{0/,0/,0/,-,0/},也可认为1^得到了相反的 
定向.但若对基底作一个变换,新基底的哪一种次序与给定次序的原基底所定义的定向一致？因 
此定义定向更好的办法是利用定理7:设有 R n 的两个基底 {&} 与{/；}，自然存在一个非奇异的线 
性变换 A = ( ap 使 （1) 成立，因此可认为 {/；} 是仏}的变换.若相应的 w 变为 o >, 当有 (29) 成立. 
这里 det Cap 乒0.我们规定，若 det ( a () > 0 (< 0) ,就说 {&} 与 {/；} 规定相同（相反）的定向.于 
是有两个定向，分别对应于 (29) 中彳丁列式 det (4) 之符号正负. 

至今我们还没有在 R H 中引入度量.度量引入外代数以后会得到什么？我们所需的度量(包括 
欧氏度量以及十分重要的洛伦兹度量），基础在于定义两个向量的内积 G，W . 对内积有两个要 
求 ：1 .双线性 ：即对 分别均为线 性的； 2.对 称性： { u ， v 、 二 J ;3 .本应加上正定性，但是 
我们刻意地要推广这一*点.设有 R n 的基底 {&} 使 m 二 u l e ! ， v 二 1^，则记 

(w ， w〉 = g y ux/ yg v = ，勺 〉 . （ 31) 

通常讲到内积时都规定 （&) 是正定矩阵，我们要放弃这一点，其原因在于物理学发展到麦克斯 
韦的电磁场理论以后就很清 楚:必 须把时间与空间统一起来看成一个 4 维时空连续统 { Cr (> ，工 1 ， 
x 2 ^ X 3 )} y x () = c ? , c 是光速.它称为闵可夫斯基时 S (Minkowski space - time ) 记作 M 4 ，它是一'个 
线性空间，当然也就是一个微分流形.但是在 M 4 上不能使用欧几里得度量，因为这不能说明物 
理问题.我们需要的是如下的洛伦兹度量 (Lorentz metric ) 

ds 2 = ( dx °) 2 — ( djc 1 ) 2 - ( dx 2 ) 2 - ( dx 3 ) 2 . (32) 

1 ) 

现在 （ giy )= _1 x 不是正定的，所以洛伦兹度量不是某种黎曼度量而时常说是 

- - V 
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一 ■种 伪黎曼度量 ( pseudo-Riemannian metric ). 引入洛伦兹度量以研究 M 4 是相对论的基础.相对 
论的出现是科学史上划时代的大事.所以我们宁可多一些麻烦也放弃 （&) 正定的要求.代替它， 
我们要求相应于内积 (30) 的 （ gy ) 必须是非蜕 化的： d e t ( g y ) 尹0.放弃正定性会带来一些麻烦. 
例如我们也讲 o . n . 系:对两个向量 m ， w 若 〈 w ，= 0就说 w ， w 正交，这一点和过去一样.若再能 
找一'个实数 c ，使 cw 适合 〈 cw ， cw > = c 2 iu ， u ) = 1，则以 cw = ujViu ^ u ) ]^ 2 代替 m 将得到长为 
1 的向量.在 （ A ) 非正定时，可能 ( u ， u ) < 0( 这在相对论中有明确的物理意义），从而 C = 

(u * u ) 成为虚数！因此 w 不能规范化.所以现在 o . n . 系之定义中 （ w ， w 〉 = 1的条件将代以 
I ( u , u ) 1 = 1 .尽管有了这样的麻烦，但一个最重要的性质仍得以保 存:在 it 与 (irr 中可以建立 
同构 R H 兰 ( R H )" 如下： 设有 R " 的一个基底 {&,•••'} 与它在 ( R " 广中的对偶基(⑴ 1 ,…， J 1 }， 对 
于 R ™ G w = w 、， 我们要找 ( R ra ) # 中的一 ■个兀 = u *( J 使对任意 G w 有 

U * (V) = (u » v) = g tJ ux / . 

但是式左就是因此为了能建立 U * 与 U 之 一 * 一 ■对应 ，只需要 

Stj u = 11 j 

为一同构即可.为了使上式成为同构，必要充分条件是 （ gy ) 非蜕化，而不是正定. 

为了要解上面的方程就应引入 （ A ) 之逆矩阵 （/) .这里非常重要的是看到 （ A ) 是一个二 
阶对称协变张量，而 （/) 则是一个二阶对称逆变张量.我们可以用内积应与坐标的选择无关来 
证明 （ A ) 是一个二阶对称协变张量.§1中我们已经就几个特例——如动能应该与坐标无关， 
d / 应该与坐标无关等——看到了这一点.现在则一般地利用 （31) 式来证明它.于是设有 IT 的 
两个基底 { q ，…， &) 与 {/ i ，…， / J 且/； = a ^， 这两个坐标系中度量是（&)，& = ( e t ， e ) 与 
Q v )， g v 二 (/；,/；> .如果向量… w 在这两个基底下的坐标分别为 （ z /)， ( V )与 （ P ), G /), 则由 
内积与坐标无关可得 

(u » v) = gtjUt / = g tj u 1 v } = ^ g k ia \ a } ) ur / . 

因为这个等式对任意 0/), ( V ) 都成立，故有 

gv = gkl^Uj - 

而知 （ A ) 是二阶协变张量.类似地，利用 （/) = ( A )- 1 ， 即/岛=€可证明 （/) 是二阶对称逆 
变张量.通过计算逆矩阵容易看到，对于洛伦兹度量，有 go „ = = bg v = g ^ g (h = g t(} 

= 0 ( i 7^0). 

( A ) 与 （#) 还有一个重要作用，即可利用它们来实现协变张量与逆变张量的互换.例如，令 
，…，& } 是 R n 的一'个基底，则令 d 易证 { e 1 ，…， } 是 ( R n ) * 的一'个基底，特别重要的 

是，若 { q ， 是一个关于 （ g y ) 的系，则是其对偶基底，事实上 

(e.ej) = g 1J ie^e^ = g lk g kj = d ]. 

在 §1 中我们常将(『广之基底记为{⑴ 1 ,…， 〆 ），下面当，… ，&} 是 o . n . 系时我们不再用 
W ) 的记号而用{ 〆 }.不过要注意，当基底按 （1) 变换时，{ 〆 } 一般并不按逆步变换而变. 

最重要的是要研究，当 R " 中赋有非蜕化的度量（@)时， A "( R ") 的基底 e 1 A … A e " 有何 
具体特征.首先我们要注意，若取 R ra 之基底 { ei ，…， } 为关于 （& ) 的 o . n . 系，因为 ( e t * ^ ) = 
± 4，故由 (31) 
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det ( g tJ ) = det ( ie t ^ e } ) ) = ± 1. 

现在令基底按 （1) 实行变换，度量 （&) 若变为 （ g y )， 则因 （ A ) 是二阶协变张量，故 

gg = «gki ， 


因此 


g = det ( g tJ ) = [det ( aj ) ] 2 det ( g tJ ) = (det A ) 2 g . 

如果我们限制变换 （1) 要保持定向不变，从而 det A > 0,则当{/^，… ，/ } 是 《. n . 系，从而 I g I 
=1时， 


I g I (det A ) W \ g \ = det (A 


.式，立即有 


f' !\ … ！\ f 1 二 det^)^ 八 … 八 〆 

^_ (33) 

=^ \ g \ e 1 A *** A e n . 

这是一个很重要的不变式.它告诉我们不论基底 { ei ，…， &} 如何取，只要以一个 o . ti . 系的基底 
{f\ ，…， f n } 为保 jf 定向； ^变， （33) 式;；6方之变结果&结起来，我: f 门有 

定义6设 R n 中有非蜕化的度量 （&) ，以某一个关于 (&) 的 o . ii . 系基底为准，所有与它具 


有相同定向的基底 { q ， …，。 A … /\ /是不变的，称为 R n 在此度量下的体积元 
(volume element ). 


注 对于 IT 的另一个定向，体积元自然是 - A … A 

以上我们看到，若 R H 上有内积则必有非蜕化度量 （&). 反过来，有了 （&) 也一定有内积 
〈 M ，* y 〉， 而且适合 (31) 式.这时， ( R H ) * 上也可以定义内积:若“ =%/% 则与 （31) 对偶， 

可以定义 

(u » v ) = g J u t Vj . (34) 

总之，有了度量 (&) 即也可在 A ] ( R n ) 上定义内积.从而产生了一个 问题： 可否在 ( R ^)，0< 
p 《 n 上都定义内积？事实上任取两个/>向量 to = to 1 A … A a /;(7 = cr 1 A … A (/， 因为 
A P ( R n ) 中之元都是/ ^ 向量之线性组合，所以只要能定义 （ a ;，。 二 （ a ; 1 A … A H [\…！\ 
A ，就可以在 A ( R n ) 上定义内积. 

定理 8 若 IT 赋有非蜕化的度量 （ A ) ，则在 A 力 （ ir ),0</> < n , 上可以定义两个向量 

之内积为 

(⑴，(7> = ( to 1 八…八 a / tcr 1 八…八 〆〉= det (35) 

证 （35) 显然是 (34) 之推广.为了证明它是内积，只要证明以下各点即可. 

( i ) (⑴， 5 〉=〈(7， a >〉 是自明的. 

( ii ) 多重线性.因为 det (〈 a ； ，乂>)对于例如 a ； 或 V 均为线性的，所以 ( a >, cr > 对每一个 a / 与 
^,1 < ^7 < />，均为线性的. 

( iii ) ( X00 1 a ) = A (to * cr ) 是自明的. 

( iv ) 非蜕化性.即应证明若对\/^7€六>(1^)均有〈0>， ( 7> 二0,则 a ; = 0. 为证明这一点，注意 
到 a /， V 均为 AW ) = ( R n V 之元，在 （ R n P 中相对于 （ g y ) 取 《. ti . 基底{ 〆 ，…， 〆 }，我们只 
要证明 {A A … A e 、}，、 <…< 是 h p ( R ra ) 之《.11.系即可.如果证明到了这一点，则 
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{A A … A 是线性无关的，而因为 {•} 中含有卜)个元， 卜) ^ dmiAMR ”）， 所以 {A A … 

x p f 、 p f 

A 就成了 A p ( R n ) 之基底.于是非蜕化性就容易证明了 . （A A … A A ) 是 o . n . 系，证 如下： 

ie 、 ！\ … l \ e l p ， e ^' … f \ eh 、 二 det ( ie s » )). 


设 i \< i 2 <〜< i p .，h < j 2 < … < 七.如果 h < …则 h < 一切 p , 从而 
〈 A ， A > = 0,即是说上式右方行列式有一列元素全为 0, 从而式右与式左均为0,而只有在 h = 


h 时，上式双方可以不为 0. 于是令 h 再看 h , 这时已有 h > h 如果 h < k < 
< 则 〈 A , A > = 0.因此又只有当 z 2 也与 j2 相等式上式双方可以不为 0. 仿此进行下去 

0 7^ 、 j '， …， jp )， 

det ( ( e s -> e r ) ) = det (^) •> ( i } i p ) = 


八…八办， A 八…八 


但因 ，〆 


土 1, 故当 （z 


h 


( j '， …， j ) 时式右为一对角形行列式，其主对角线上之 


元为± 1,从而其值亦为± 1.准确些说，其值为（- l ) 5 , s 是基底中适合（ 〆 ， 〆 > =- 1的元素之个 
数，定理证毕. 

上面我们已经看到，有了内积之后，就可以定义 R n 与 （IT 广之同构.现在八 Mir ) 也有了内 
积.我们可以利用它来定义八^ ( R n ) 与八" ( R n ) 的一个同构.事实上，若 ⑴ e h n ~ p ( R n )， 
a e K p ( R n ) 则 A C G A " ( IT ), 但 dim A n ( IT ) 二 1, 其基底只含一个元，即体积元 e 1 八… 
he ' 这里我们假设了{ 〆 ，…， 〆 }是此内积(度量）下的 《. n . 系基底，故 


w !\ a = A (a ； ，。） e 1 A … A 〆 . 

这里 A ( to , f 7) 是一'个实数，而且因为 e 1 A … A 与 a ) ， (7 无关，易见 A ( to , f 7) 对 CO 与 (7 是双线 
性的.如果固定0>，则 AUm ) 是^6 A *( ir ) 之线性泛函.但因 A p ( R n ) 上已有了内积，故必存 
在八*浪^)之一个元 * (这个元显然线性地依赖于 OJ ， 故有一个线性算子 * ，使此元可记为 
* OJ ) ，使 A ( to , (7) = (* ,于是我们有 


定理9 上面定义的算子*称为霍奇 ( Hodge ) * 算子，它是 A n i ( R ra ) 到 A p ( R n ) 上的同 

拽： 

a ) !\ a — oj i a ) e ' [\ … ！\ e n . (36) 

证 x : t\^P ( R ^) — A *( R 〃） 是线性映射是明显的.现证它是单射.为此设有某个 co 
使 * W = 0. 于是对任意 cr G AMR ra ) 有 o>Ac = 0 .因此 W =0 而*是单射.但 !\ n - p ( R ra ) 与 


A p ( R n ) 是维数同为 n 的线性空间，所以只要*是一个单射线性映射，则必为同构，定理证毕. 

注 我们在构造*算子时使用了一个特定的 《. n .系 { ei ，…， &}. 实际上 * 之定义与 
之选取无关.这里我们略去证明，而始终应用 R H 关于度量 （ g y ) 下的 o . n . 系 { e 1 ，…， e H } : 〆 = 

§%• 

现在我们在这个基底下计算*算子的具体表达式.为此，只需对 A p ( R n ) 的基底八… 
A ep } 中的任意兀 ⑴二 e 1 ' … f \ e 、 来计算 * o >. 由定义 

(A 八…八 A) A fJ = 八 … 八 〆， VfJ G m <31) 

这里不妨设 h < …< i p •令 ij '， …， J n - p 、 是…， &} 在 {1 ，2, … ，《} 中的余集，而且令 

A <…< j n _ p • 于是除非 ex = A … A A - ，（A # 0 为一实数）， （37) 之左方必为 0. 这样就 
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知道可用 A " ( IT ) 之基底 （A A … A 来表示，即存在非零实数 c ， 使 

* o > = c〆 1 八…八 ^ n ~ p ， （c # 0, c G R ) ， (38) 

而 （37) 成为 

/l〆 1 八…八八 八…八 ^ n ~P — — (^ 1 ，> … {^ n ~P , ^n-p ) e l !\ ••- j\ e n _ 

c 

令 TT 为变 { i '， …， ipljr …， j n _ p } 为 {1，2, …，? i } 之排列，由上式消去 / i 即有 

—= sen 7C (e^ 1 » ) * * * ie^i ， ^ n ~p). 

c 

因为而 = ( g -^) -1 为对角矩阵， = ljg hh =±1, 所以 

c 二 ± 1. 

代入 (38) 即可得到 * (A A … A A ) 的表达式. 

* 算子有下面的重要性质. 

定理10 霍奇*算子具有以下 性质： 

( 1 ) 对于⑴ e a p ( R n ) 

* * OJ = ( - \) p{n ~ p) + s co , (39) 

5 是 o . n . 基底 { q ，…， } 中适合条件〈^，^〉 = - 1 的兀素之个数. 

(2) 若⑽ G A * ( R H )， 则 

( a ) to A ^ a = a f \ ^ oj = i - l) s (oo ， a) e l !\ … J \ e n . 

( b ) (* a ;» * (?) = (— 1) 5 〈⑴， (7〉. 

证 （1) 我们只需对 A = A 八…八心（卜 〈… < 心）证明 G 9) 即可•令{、，…，九 _>} 是 
h ，…，~}在 （1,2, …，? ^}中的余集，而且 h <… < 九由*算子的定义 (38) 有 

* * to = sgn p • sgn tv ie l ^ e l ) *" {e、 ， ep ) (^ 1 ，€'、..• 

(心 i ， e^-p) (v =( — 1) 5 sgn p • sgn tv w (40) 

p 与 tt 分别是把{1，2,…， 《} 变为{^，…，^， L ， …， j n _ p } 与 {j i ，… ，人 1 ， i '， …， i p } 之置换.但是， 
为将例如 (込，…， ip ， … ，九 对换成为，…，， J ’ i ， …， j n - p ， & } 共需 k - /> 个对换;再把 
i p _ i 与 j ' ，…， j n _ p 对换，仿此进打下去，总之要有 p in — p ) 个对换.所以 sgn p = 
( l)^ (ra -^sgn 代入 (40) 即得 (39) 式. 

(2) ( a ) 由外积之反交换性(定理 4) 以及*算子的定义有 

⑴八 * 5= ( — V pin ~ p) * j 八⑴= ( — V pin ~ p) * 〜一 e 1 八…八 〆 
=(― 1) ; (<7,⑴〉 e 1 八…八 = (― 1) 5 ( ⑴，<7〉 e 1 八 …八 〆 
= f 7 A * CO . 

( b ) 我们有 

oj A ^ a — (* a >» ^ a ) e l A *** A e n . 

与 （ a ) 比较，即有 

〈 * a ; ， * = (— l ) 5 {(jo <> a). 

现在我们要用霍奇*算子来解释 R 3 中古典的向量分析公式.我们仍用箭头或黑体字母作 
为古典的向量分析公式的向量记号.于是 Z = e\j = e 2 ，k = e 3 . 在 R 3 中使用笛卡儿直角坐标 
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系，使得协变向量与逆变向量不分，这样 〆 =而我们不必担心上下指标的区别.这时 n = 3, 
5 = 0. 设有二个向量 ： A = a x i + a 2 j + a 3 k = a l e l + a 2 e 2 + a 3 e 3 ^ B ^ C 的记法与此类似.于是 
考虑/> = 1 的情况，注意到这时 pGz - p ) = 2 ,很容易看到会出现指标的 轮换： 

* / = ^ e x = e 2 A £3 * * 7 — ^ e 2 = e 3 A ey> ^ k = ^ = e x f \ e 2 ■ 

p = 2 时 n — p = !•> p in — p ) = 2 ,所以情况会是一 ■样 的，利用定理 10 的 （ 1 ) 有 

* (e 2 八 ) 二 * * q q , * (e 3 A — e 2 ^ * (e x A e 2 ) = e 3 . 

/ > = 0 与/ > = 3 的情况又是一 ■样 的.于是 

^ 1 = e x A e 2 A e 3 f ^ (e x A e 2 A e 3 ) = 1. 

利用这些公式我们可以很容易地解释古典的向量分析中的向量积与混合积.对于前者,我们有 
A X B = ^ a 2 b ^ — aT > b 2 ) i + (. a ^ b ' — a x b j + (. a \ b 2 — a 2 b l )k . 

现在则求 A 八 B 得 

A f\ B = (a 2 &3 — a 3 62^ e 2 八 e 3 + (a 3 6i — a x 63) [\ e x + ia'bi — e x A e 2 - 

于是 

A x B = ^ (A A B). (41) 

在讨论混合积之前还要讲一下内积（即标量积）.前面已说过*算子定义的基础是内积，反 
过来内积也可以用*来表不.实际上 

* A A B = (a x e 2 A + a 2 e 3 A + a 3 e x f\ e 2 ^ A ^bie x + 62 e 2 + b^,e^ 

二 （aA + a 2 b 2 + a 3 63) e x A e 2 A e 3 ， 

因此 

A • B = ^ ( ^ A A B) = a x h x + a 2 b 2 + a 3 b 3 . (42) 

在古典的向量分析中，以 A ，万，（：棱的平行六面体之体积用一个非常奇怪的公式来 表示： 

V = A • (B x C ) = B • (C x A ) = C • (A x B). 

但用*算子则非常清楚.只要用分量来表示，利用 （42) 与 (41) 即有 

A • (B x C ) = * [A A * (B x C ) ] = * (A A B A C ). 

tZ j (Z2 3 

= b ' b 2 63 • 1 = y . 

C 1 c 2 c 3 

这里 v 是上述平行六面体之体积.总之把 1 写成 * ( ei a e 2 A e 3 ) 即知 

f A 

GL j (X 2 a 3 

V = * bz 63 e x [\ e 2 I\ = * (A A B A C ) . ( 43 ) 

^ 1 C 3 」 

这里我们应用了定理 7 中的 (30). 

总之,利用了霍奇*算子，立即有 

A x B =以为边的平面四边形的有符号的面积 =^ (A A B) 

A • CB x C ) =以 A , B , C 为棱的平行六面体的有符号的体积 =^ (A A B A C ). 
这就很明确地体现了格拉斯曼把几何量分成互相有联系的不同类型的量之系统这个思想. 
把格拉斯曼的这个思想用到微分流形上将得到更丰硕的结果. 




§4 外微分形式 


489 


§4外微分形式 

1 . 从一个张量空间到张量丛 设 M 是一个^维 C ™ 微分流形，于是对其上每一点 PGM , 
有切空间 TV ( M ) 与余切空间77 ( M ) 是其对偶.如果孤立地看一个点，即固定则切空间与余 
切空间就是 IT 与 （ IT ) %其上的向量与张量结构我们已在§1与§3中作了详尽的讨论.若令 P 
在 M 中变动，我们就会得到一族线性空间与 U T ? ( M ). 因为 M 是光滑的，我们直 

F F 

觉地会想到，例如 T P ( M ) 中某一切向量当 P 变动时也会光滑地变化.但是实际上并不如此简 
单.不同的 P 点的切空间之基底互相没有关系，当 P —旦变动，原来 T P ( M ) 的基底（例如记作 
不知道会怎样变.甚至原来线性无关的向量也会变成线性相关而使…， 
不再成为基底.所以在§2中讨论向量丛时，我们不能只考虑底空间 M 上之点 P 附近 K 中的局 
部坐标映射，还要考虑纤维之变化，于是要求 ? r _1 ( U a ) 能同胚于 L 4 xR%_a 7 T _1 ( P ) 兰 R ' 这样 
一来，当 P 在 R 中变化时,可以使 P 点在每个位置上的基底之间有线性同构关系，且此同构之系 
数是 C °° ( M ) 函数.这样一来，底空间的局部坐标 x 与纤维之坐标$就完全分开，而在 
U Tp ( M ) 中可以引入如下的局部坐标系，…， ;&,•••, I ) . 这一点正是向量丛定义中的 

pe u a 

要 i (，即所谓局部平凡化条件.有了这一点，我们上面提出的困难就自然消解了.但又会产生一个 
新问 题：原 来固定 P 点讨论 T P ( M ) 时是把它作为一个线性空间，其系数均为实数，现在“系数” 
要随 P 变动了，自然就应取为 C 00 ( U ：) 函数.看起来这只是毫不起眼的小事，实际上带来很大的 
问题： 线性空间的系数构成一个域 ( f ie ld ). 在代数学中域是有特定含义的，简单地说就是在域中 
可以作四则运算，唯有以零作分母除外.现在 C °° ( U a ) 只是一个环 （ ring ), 而一个环简单说来就 
是可以在其中作加、减、乘的集合，而除法一般是不许可的.设若有一个不恒为0的 C 00 函数 
fix ) . fix ) 当然不是零元，但它可能在某一点 P 为 0:/ CP ) = 0,于是对这个非0元也不能作 
l //( x ), 即 II fix ) $ C ' 这是一个不小的限制.例如元素为实数(这是我们一直在用的域）的矩 
阵 A , 是可以讨论其逆矩阵的（尽管当 det A = 0时逆矩阵并不存在），但元素在某一环（例如 
C 00 ( U a )) 中的矩阵，就根本不能谈它的逆矩阵问题，因为逆矩阵的元是以 det A 为分母的.读者 
一定要记住，元素在环中的矩阵和元素在域中的矩阵全然不同.例如，对于前者就不会有很有用 
的若尔当标准形.§2中已说过，这种系数为 C °° 函数的“线性空间”称为一个模 ( module ). 模和线 
性空间大不相同.在讨论向量丛时应该注意这一点.但是我们又不打算去讨论模的问题，所以对 
读者们说来，最简单的办法是不要轻易地做除法，而要特别注意分母是否在某点可能为0!以上 
我们重述了关于丛的问题. 

现在即以 ( M ) 为基本的线性空间，即上节中的 R n ， 或 V . 而在每一点 P G M 可以作一个 
张量代数％,—个格拉斯曼代数 A P ( M ), 于是我们有张量代数丛 f ( M ) 和格拉斯曼代数丛（或 
外代数丛）八 （ M ). 在§2中我们定义了一个向量丛的切口的概念.设有 M 上的向量丛£；,其相 
应的投影是 7 T ， 若有自 L / C M 到 E 中的映射(7,适合 7 T 。 C 7 = id 就说 <7是 E 在 L 7 上的切口，若 (7 
是光滑的，就说此切口是光滑的.如果用比较直观的语言，现以切丛为例，并设 L 7 是一个坐标邻 
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域,其局部坐标为 （ x ), 所谓给它一个切口，就是对 U 中每一点（记为 x ), 可以在£；中工处的纤维 
中找到一个元与之对应.因为在 L 7 中各点处的纤维都同构于 R % 而且有一个与 x 无关的，即适 
用于整个 L 7 上的基底 W , 所以纤维中的元若用表示必为一个特定的(: Cr )) 2 

Cx ) 所谓光滑切口则是指所有这些色 （ x ) G C °° ( LO . 这样我们得到坐标邻域 LT 中的切 

口，就是一个局部切口 .是否有可能由局部切口转而构造出 M 上的整体切口？我们当然会想到找 
到两个相交的坐标邻域 L 7 与 V 以及其中的局部坐标 G ：} 与 &}, 于是在 Up V 中上述特定的纤 
维中的元％ Gc ), …，己 （ x )) 或写为（％ &),•••,& ( J )) 之间可以用迁移函数的雅可比矩阵来转 
换.但是这样做是否可以在整个 M 上作出一个切口是一个严重的问题.不但这种整体问题有如 
此的困难，有时甚至局部问题也有困难.我们趁这个机会向读者介能不能 
找到适用于坐标邻域中的 《. n . 系? II .系显然来自内积，而内积则决定了一个度量.在一个局 
部坐标系下，由每一点处的一个二阶对称协变张量决定.如果这个张量当： c 在 LJ 中变化时，是张 
量丛的 C °° 切口，因此用矩阵 （ gy . ( x )) 表示,每一个& Cx ) G C °° ( L 7), 且为简单设计它是正定 
的.要找一个 o . n . 系就是找一个坐标变换 x = x ( j )， 使在 （>*) 坐标下 （ g" y ) 成为一对角矩阵 
A Cr) 即要求 

gki = Sv (x) k ★ 1 

gu ="' = gnn = A ( x ) . 

A ( x ) 之值不定.由对称性，上式实际上是含 + l )( n - 1) 个方程的方程组，而我们想由它决 

定出 7Z 个函数七= A (3 V …，又）来，我们知道 (y + l) (« - 1) > k in >2), 而且除了 n = 

2 外，上式中有严格的“ >”成立.所以方程个数多于未知函数个数，而这个方程组是超定的 
( over - determined ) 因此一'般是不可解的.首先指出这一'点的正是黎曼本人，而且就见于他著名的 
就职演说 ( habilitation ) “论作为几何基础的假设”中.按这个说法，对维数大于2的微分流形，一般 
在哪怕任意小的坐标邻域中，在切空间上也不一定有 o . n . 系(但在2 维流形上却可以），所以下面 
我们能讲某一点切空间中的 o . n . 系而不能讲切丛的某一切口中的 o . n . 系. 

于是回到主题.对 n 维微分流形 M , 我们就以 T F ( M ) 作为上节中的 R ra . 于是在一个坐标邻 

域 L 7 中，相对于局部坐标 （¥)7>(从） 有标准的基底 {/ y ， …， ( M ) 则有标准的对偶 

x ox J 

基底 { dr 1 ，…， Ax n ). 这里的 dx 1 是余切向量而不是坐标，它是 d / S / ( x ) = x 时的特例.若作用 
在切向量^ = ( u l ，…， u n ) 上， djc 1 ( m ) = z /， 即它可以把 w 的第 f 个分量 w 1 (它是一 ■个 实数）“取” 
出来.如果把切向量写成微分算子 X ，则由§2中的定义 d/ 00 = X (/)， 于是 （ dx 1 ) 00 = 

XCrO , 把 X 写成 X = Y &则 (dxO 00 = X ( x ) = ?/. 这与利用对偶性 〈df = $得 

ox OjC 

出的结果是一致的. 

利用局部坐标 （x0 ，余切向量丛的 C™ 切口成为 Cx) = (x) dx 1 ^ a t ( x ) G C °° (L7) » 称为 

1 微分形式.切向量丛的 C 00 切口是X = a 1 (x) -^7, a 1 (x) e C °° ( W 称为向量场. 1/ 上的向量 
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场集合记为 fcm . wcm 的切口称为张量场，其局部坐标表示为 0 ::?/ — 

1 r (j o^ 27 s 

dyig ^__ g ) d ：^. A r ( L 7) 的切 口成为 

⑴ Cx ) 二 a , Cx ) dx ri 八…八 dx 、 ，“ < … < 紅， （1) 

1 r 

a t ..., ( x ) G C °° ( U ) 称为一个 r 微分形式或 r 外微分形式.我们记 r 微分形式的集合为 F ( U ) ， 

r = 0,1, •••,«. (1) 中的指标时常为方便起见还加上限制^ <…< I 若不加这个限制，则 r 微 
分形式常写为 


― r CLn ( X ) dx Zl 八…八 dx V • (]/) 

厂！ r 

以下是否采用了这个限制将可从上下文中看到. 

外代数中的代数运算法则都很容易转移到外微分形式中来.但应该注意由于实数域 R 现在 
被光滑函数环 C 00 取代，所以有些公式会有很容易的变化.首先是，0微分形式现在不是实数域 
R , 而是 C °° 函数环.此外 

fCco + a) = fa) + fa 

中/不只是实数，而是 C 00 函数，关于外积则有 

a) A fa = fio A a = f(o) A <y^ 

这里例如介变成 0 微分形式与另一微分形式之乘积.这时,0微分形式之“位置”可以随意移，这 
与反交换性 


co A Aa = (- 1)^ A a; 

不矛盾，因为若 f7 = /，则 S = 0,上式自然成为 

a ) Af=fAou = fco . 

最后一步其实可以看成一个“定义”，即0微分形式与~之“标量积”就是外积. 

2. 推前与拉回 现在我们要讨论，若有微分流形 M 到 N (dim M = m » dim N = n ) 的映 


射(我们恒限于可微映射） p 则八 （ M ) 与八 （ N ) 之间是否有一个相应的映射？首先， M 上的 P 
点的切向量将变为 iV 上 p ⑻处的切向量 Y 9( P ) ， §2 中指出 

^ cp (. p ) — d P ^ * X P . (2) 

这里 d P p 是切映射，在局部坐标下，若把 p 写成 


汐 =: y ( 工 ），:/ 


i 

= y 




则 dp « p 之坐标表示就是 (3) 在 P 点的雅可比矩阵 



，■/，•••，/) 

3 (x 1 ， x 2 ，…，: d 


(3) 


⑷ 


所以 （2) 中的 d P p 既可以作与坐标无关的理解，像§2中指出的曲线的等价类 [ c ] 之间的映射或 
T P ( M ) 与 T ^ cp ) ( N ) 的向量之间的映射一样是一个整体，一个完整的记号；也可以采用坐标表示 
(3) 而看成为微分学一章中讲的，即映射 (3) 的线性部分，即泰勒展开式的线性部分.这时 d P p 不 
必再看成一个抽象的完整不可分的记号，而它确实就是对古典的函数 p (即 （3)) 作古典的微分运 
算（即 (4)) .想要转到向量丛上去，就简单地去掉下标中的 P , 就是让 P 变动.但这时 d P 变成了 d 


却反而要“找”这个“躲起来”的 P , 于是找到了 P 的坐标 x , 而 d 就是对这个 x 作古典的求导运 
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算.§3第一段末引用了 M . Spivak —段话，说这些老记号都有了新定义，要我们“慢慢来跟”，下 
面我们还要去跟这个微分 d . 

在§ 2中我们把#写成，而由 （2) 以及⑷可得切映射: T P M — 7 ； (P) iV 的局部坐标 

表不 



我们在§2 中说是一个推前，因为它映射的方向与 — N 是一致的.于是我们看见有一 
类与流形相联系的几何量在映射 p 下是被推前的.但还有一类对象是被拉回的.§2中我们已见 
到一个例子，即函数.设函数 /G C °° ( N ) 是定义在 N 上的.如果 p 把 M 的一个区域映射到 N 中 
/之定义域内，则/。 甲定义在 M 的这一个区域内.这里一定会产生一个 问题： M 中的这个区域不 
一定是整个 M , p 把它映到/之定义域内也不一定是映到整个定义域上，更不一定映到整个 iV 
上.此外，这个映射 p —般不可能是微分同胚.至少从 dim M 与 dim iV 不一定相同就可以看到这 
一点.对于这样一些麻烦我们现在不来讨论，我们关心的只是映射的“方向”.§ 2的 （25) 式告诉 
我们（现将记号稍微改变一下）. 


( d < p P • X ) (/)一 = X (/ 。 ( p ) P . 

我们把/。 p 记作而说是将定义在 N 上的/拉回到 M 上，并且仿照矩阵与内积的记号将上 
式写成 

(<fu X ， f ) 9 (、 P) = ( X ^ ( p * f ) P . (5) 

于是看到 与 < p * 的关系很像一个矩阵与转置矩阵的关系，而 (5) 式很像内积.如果我们让 P 在 
M 上变动（至少是在 M 的一个区域中变动），则应略去〈,> 下的下标，而得到两个 C 00 函数，左方 
定义在 N 上，右方定义在 M 上. 

上面我们看到，推前与拉回的区别恰好和逆变与协变的区别相应.这不是偶然的，因为二者 
均以对偶性为基础.为了把这一点说明白，我们不妨从最简单的情况看起.现在用来代替 
T P M . 在§1中讨论逆变与协变两个概念时，我们是以其在坐标变换——现在就假设是线性变 
换——下的的表现为依据的.于是不妨设 『中已 有了一个基底 { ei ，…并且经过变换成为 

(A ， … ， fJ : 

^ = a J t fj - 

在 ( R n 广中则有对偶基 { o /， 与 L 1 ， 于是 R " 中的向量 a 以及 （ R ra )' 中的向量# 
分别用 

a = xe z -> p = ^ } a) j 

表示.而 /? 作用在 《 上之值，即线性泛函 尽在 a 上之值用“内积” 表示： 

(p ， a) = ^ t x . 

如果换用新的基底 {/;} 以及相应的对偶基底 W }， 则因例如 a 本身就是同一个向量，不应因坐标 
之选择而有异.所以 a 在新坐标系下的表示 a = y / J 应该与原来的向量相同： 

工 \ = y X . 


但因 A = 4/) ，代入上式有 
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所以 

我们把它用矩阵写成 


y/j = aj ] ， 

y = a\x . 


3 ; = Ax . 

同样的理由用于 ( R 〃） ％就得到同一个向量#在两个坐标系下的表示/?=与/? = 7?/中 
应有关系式 


冬= Brj . 

为什么写成而不写成 7 = 下面的演算自会说明. 

问题在于 B 是什么？要回答这个问题，就要注意到，不但#不应因坐标的改变而异，它们 
的内积 (^ a ) 也是这样.所以 

(/? ， a> = ^ t x = ?^.y. 

但是 y = dx % 代入上式就有 

rj^x 1 = ^ t x . 

因为此式应该对一切 x 1 都成立，所以 

^ — a iyj - 

所以自然得到形如$ = 的关系式.而且注意到，现在是对 a 彳之上标求和.前面 y = 是对 

a \ 之下标求和，所以立即有 

B = f A . 

如果用矩阵形式来写，就更 清楚： 由于 

〈々， Ar > = CArj ， x ) = 〈芒， x 〉， 

所以 

专 = Brj — 

在§ 1中我们讲的是如何从“老坐标”变为“新坐标”，所以上式要改写为 

rj = f A" 1 ^ . 

逆步变换即由此而来. 

上面我们把§1的内容重复了一次.现在我们要换一个观点来看待它.上面我们把 T P M 换 
成了 R ra , 然后按§ 1的讲法在 R ra 中作坐标变换.但是 R H 中换用了另一个坐标系以后，也可以看 
成是另一个 rz 维线性空间.所以，如果把 T P M 看成原来的 R % 则现在的 IT 就可以认为是 TqN . 
<3= pCP )， 而 A 就认为是切映射 d P < p = < p , : T p M — T q N .我们得到的则是其对偶映射 ： B = 
< p * .逆步变换中采用转置是因为我们从 R n 转到 （ R H )' 其中出现“逆”，则表明了 的映 
射方向与^相反:一是拉回，一是推前. 

上面讲的当然不完满，这一点前面已经说 过了： 至少 dim M 与 dim N 不一定相同.和前面 
一样，我们不去讨论这些问题.至少我们看到，协变逆变也好，推前拉回也好,其基础就是对偶性. 
我们把它写成 (5) 式，借用了线性代数的记号，正是因为其基本思想是一致的. 

于是我们看到了 0阶协变张量（即一阶微分形式)之拉回有了定义，一阶协变张量（即一阶微 
分形式)之拉回也有了定义，那么 ft ( M ) 乃至 yT ( M ) 之切口 T 之拉回，丁又应如何定义呢？ 
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我们不问更一般的张量如何处理，因为在几何学与物理学中很少见到高阶逆变张量.注意到高阶 
协变张量可以用0阶与1阶协变张量，用 ㊈ 与 A /? 来生成，所以只要弄清 ㊈ 与 A 与，之关系， 
则一切迎刃而解.这就是下面定义1与定理1,2之来由，以及它们与张量的协变、逆变性质之关 
系. 

今设 T 为 N 上一个 r 阶协变张量 . A ，…， X r 为 M 上 r 个向量场.现用&把它们推前成为 
N 上的 r 个向 量场： 心&，…，心又，于是 了可以 作用于 它们： T(p ( x )) (心&，…，心又），回 
到 M 来看这就是对 M 上的 r 个向量场给出了一个多重线性形式，即对固定的 工 e M ， 

(X x (x ) » "• » X r (x )) — R ， 

它自然是 x 点的％ 丛的一个元.当 x 在 M 上变动时，则得到 M ( M ) 丛的一个 C ™ 切口，即 M 
上一个张量场.我们就用它 作为了 的拉回的 定义： 

定义1 设了 是 N 上一个 r 阶协变张量场，/^>0，当？^>0时，对]\^上任意 r 个向量场 
& ，…， 又可以得到一个 C °° 函 数：丁 ( X ) (心 A ，…， 心又），它定义了 M 上一个张量场，称为 : T 
在 M 上的拉回，于是得到拉回算子之定义 如下： 

icp* T) (x) (x r -,x r ) = T(<p(x)) (<p,X } ,-,(p,X r ). (6) 

r = 0 时，零阶张量即一个 C °° 函数/之拉回定义为 

〆 / = / 。⑺ 

拉回算子显然是一个线性算子. 

(6) 式也可以模仿 (5) 式那样用对偶关系来表 示:我 们常把 (6) 写为 

( xp * T : X '， …， X )二 iTicpuX '， …十 X r 、 • ⑻ 

它与 （5) 的区别在于 (5) 对/是线性的，而 (8) 对&，…，足是多重线性的.但是如果只考虑一阶 
张量，即 r = 1,则 (8) 告诉我们，9 ^与分别作用在切空间的切口上与余切空间的切口上.而 
且与互相对偶.下面讲到 与^ 的局部坐标表示时这一点就表现得更清楚.此外要注 
意， （5) 表示一个微分算子对一个函数的作用，即一个1阶逆变向量作用于0阶协变张量，但是我 
们不知道什么是0阶逆变张量,所以也谈不上1阶协变张量作用于0阶逆变张量的问题.所以 （5) 
与（ 8 )其实并不一样 ， （ 8 )则是利用张量作为一个多重线性泛函之定义而全不涉及微分运算. 

总之，现在已定义到张量代数上了.这个代数中有乘法运算——张量积，于是我们当然 
要考虑拉回算子与张量积的关系.我们的结论 是:二 者是可交换的，即有 

定理1 设 M 与 N 分别为 m 维与 / Z 维的微分流形 ， cp : M — N 为一可微映射.若 to 与5分 
别是 iV 上的 r 阶与 5 阶协变张量场，则 

cp* (to (X) cr) = (^>* o>) (X) {<p* a) . ⑼ 

证 先固定一点 P G M ， 并在 T P M 中任取 r + s 个向量场足 使足 （/ >) G TpM ， 于是 
< P * (⑴ ㊈ (7) (& ’…’ X r+J ) P = (w ( x ) ( j ) icp ^ Xi， …， <p * X r+ ,) ^( p ) 

= o> ((p^ X x »*"t (p^X r ) 9{ p } • a (<p^ X r+l ， … ， （ p* X r+5 ) 9iP ) 

=(<p* co) (X T ,-,X r ) P • (cp* c>) (X r+l ,'",X r+5 ) P 
=(^> * a; (X) cp* a) (Xj»***» X r+5 ) P . 

让 P 在 M 中变动即得关于张量场的公式 (9) . 




外积是张量积生成的，即对张量积再作用以交代算子，见§3的定义5 (23) 式 

T A S = (r t f 1 Alt ( T ® S ). 

r * ^ * 

所以，现在要讨论 / 与 Alt 是否可交换.这时有 

定理2 M , N 和 p 与定理1相同，若 o ； 与5分别为 IV 上的 r 微分形式与 s 微分形式，则 

( p * io ) !\ a ) = i ( p * to ) A (< p * ( y ). (10) 

证我们先证 〆 与 A /? 可换.事实上，令 P 为 M 上一点，足 G T P ( M) ，I = 1,2 ,…， n 
是 tt ，2, …， r } 的任一排列.对于 N 上任一个 r 阶协变张量场7%由定义1， 

(9* T ) P ( X n ( x ) ，…， X K(r ) = 丁 (心又 (1) ，…，心 U 史⑼， 

所以 

^]sgn 丌 •（ p * T) P 0^ (1) ，…，= ^sgn tt * T (( p ^ X Kil ) ，…， < p * X ^)) 〆 ^ . 

K 71 

由 A / z 之定义，再让 P 在 M 中变动，有 

Alt (< p * T ) OC \， …， X r .) = <fT {Alt T ) ( X ^-. X ,). 

这就是我们需要的可 换性： 

Alt (< p * •) = < p * (Alt •). (11) 

把这个结果用于 0>与 7 ，并应用定理1,有 

(p * ( a ) A (7) = ( r T 5) . (p * \_Alt (to (X) fy)] 

r * s * 

= (r + ' Ai t [〆 （⑴㊈ j) ] = ( r 1 'Alt icp* ⑴区 ) cp^ a) 

厂 * 5 * T * S * 


=<P* a) A <p* g• 

定理证毕. 

§2 中我们得出了推前算子的局部坐标表达式.现在要问的局部坐标表达式是什么？ 
为此，我们再把§2中相关的记号在此重复一次.令 x = ( x 1 , …，：^)和7 = ( V ，…， /) 分别是 
M 与 N 中的局部坐标，而可微映射 < p:M — N 成为 

y = 3 / (>x 1 ，…， ) “ = 1 ， 2 ,…， n . 

在§2中得到，的表达式 如下： 


或 




( 12 ) 


心(^) = d( P (^) =tA (長) . ( 13) 

[V ... ^ L 1 

0 1 n ^ 

ox ox 

这里 A = (^)= ，而求和是对 y 的上标进行的，所以上式中用记号％.从这 

。 n 0 n 

s y ... s y 

^dx l dX™ ) 

里我们看到 dp —方面应该看作是一个整体记号，而由切映射的与坐标无关的定义得出上式.另 
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一方面又可以看作是用通常微积分教本中讲的古典的微分运算作用于函数/ = y ( x 1 , …，/ ) 
的结果.尽管其含义不同，计算结果都是一样的.现在我们同样利用这两种方法来计算 

首先利用的定义 (8) 式，并且只看: r 为1阶协变张量场的情况，因为高阶张量场可以由 
定理1和2化为1阶张量场之张量积或外积.又因是线性算子，所以只需 设了为 1阶张量场 
之基底中的元 d / (注意 T 是 N 上的张量）即可.因此我们只要计算即可，而且不妨 


取 X 即为 M 上切向量的 基底； X = 

:二 .应用⑸与咖 




(dy k ， p J 

W )〉 = 如 ay 〉 ； 

dy k 

— d£' 


因此 





(p * (dy ) 

= 3yk dx 1 

=A (dx 1 ) 的第々个兀. 


(14) 


它与 （13) 的区别 在于: 首先它是对 V 求和即是对下标（上标表示所在行的位置，下标表示所在列 
的位置）求和因此其系数矩阵是 （13) 中系数矩阵之转置.其次， （13) 式是把 N 上的对象经1变 
成 M 上的对象之 推前； （14) 则是把 M 上的 dx 经 A 变成 iV 上对象 dj 之拉回.因此， （13) 与 （14) 
是互为逆步的.但我们没有用^- 1 这样的记号，因为一般说来 m 尹^而 A 不是方阵，自然无法 
作 A -1 . 

我们再从另一个观点来看 ( d /). §2中已说过用微分记号来表示切映射是因为切映射 
实际上确实就是古典的微分 . dj 作为&的对偶基底正是以把 &映入 R 的线性映射或线性泛 

函.所以 dj 正是把 N 之切向量&映为 R 的切向量（仍旧是 R 中的元）的切映射，所以实质上也就 

是古典的微分.这一点在§ 2中就详细讨论过.把 dy 看作 iV 上的余切向量，就是把 j 作为 iV 上的 
“自变量”得到的微分 ( d ： y ) 则是把它拉回到 M 上，即是要把: v 看成 M 上的: c 之函数，并问这 
时 dy 是什么.当然很清楚，由古典的微分学有 

dy k = . 

ox 

所以 f dy 与 dj 之区别就是前者把 y 看成: r 的函数，而后者把 y 看成自变量.这样我们又一次得 
到 （14). 这样的讲法虽然思路是明白的，但总有不严格之嫌.正确的作法应该是证明对任一 C ™ 
函数/， 

< p * ( df ) = d ( p */)， （15) 

这样就会有 cp^dy = d ( 〆 /) 二 d / ( x ) 而又得 （14). (15) 是一个下面就要讲的重要结果之特 
例.对于 N 上的 C ™ 函数/，因为 d/G T ^ iV ， 用，拉回 后有， d/G T * M . 任取 M 的一个向 
量场 X 6 TM ， 应有 

< p * df ( X ) = df icp ^ X ) = (<p ^ X ) Cf ) = X [/ 。 p ] 

=X ( cp * f ) = d (< p * f ) ( X ). 

所以 （15) 成立. 

急: t < p * 与 f 的局部坐标表示是互为逆步的雅可比矩阵. 

心与 < p * 之性质还有一个重要的区别，即它们的链式法则方向不同.设有三个微分流形及 




其间的可微映射 


§4外微分形式 
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M 丄 N 丄 L . 

于是4。 < p : M — L 是 一 ■个可 微映射.对于切映射 （0 。 # » § 2的定理5指出 

i < p 。平） * = < p ★ 。 cp * • (16) 

然而对于拉回映射，则会得到一个次序与此相反的关 系式： 

、ip ° 屮) * = cp * • 0* • (17) 

为证此式，回到定义 1.令 T 是 L 上任一 r 阶协变张量场，为 M 上任意 r 个向量场，于 
是由于4 。 (pi M L 是一个可微映射，故由 （6) 式 

( 0 。 9 ) * T ( 工 ) 0 ^ ， ". ，又 ）= T (X) [( 0 。 cp:)X'r",(4° 

= T (x) \_(p * (?* X! )，•••， 心 if ^ X r )~\ = (0* T) (x) \_f ^ X x ^^ f ^ X r ~\ 

=[〆 （， T) ] (x) (X〆",^). 

而 （17) 得证. 

不论是从局部坐标表示看还是从链式法则的形式看，推前与拉回的关系都是互相逆步的，有 
如向量之协变与逆变的关系一般.所以在选用记号时，凡下加*者都是指映射方向与基本的可 
微映射 — N —致的，而上加*者都是与它相反的. 

3. 微分流形的定向 IT 的定向可以由其某一坐标 （ x 1 , …， /) 的次序决定.如果 IT 还有 

另一个坐标 ( y , …， /), 则3； = gy , 而4 从而上述变换式之系数矩阵 a = %)= 

3 . 如果 det 匕(々:::，〈〈 ) > 0,就说这两个坐标决定相同定向，若此行列式为负，则 

说它们定出相反定向.这个概念转到微分流形 M 上时会遇到新问题.设 M 可以用坐标邻域 
{( U . cp )} 来覆盖，而 ( p ( U ) CIT 中有局部坐标例如（ X 1 ,…， /), 则我们可以认为它决定了 L 7 
中的定向.所以在 M 上局部给出定向是没有困难的，若换另一个坐标邻域 V 而 V (1 我 

们要看 V 中的局部坐标 (: y 1 , …， /) 与 Cx 1 , …，_^)在 L /门 V 中是否决定相同定向.如果是，就 
说 (y ,…， /) 在 V 中（而不只是在 L / n V )中也决定与 L 7 相同的定向.这样，定向适用的区域 
就从 U 向 U 以外拓展.我们应该限制只看 M 为连通的情况，因为 M 若不是连通的，而由若干个 
连通分支 合成 : M = Mj U M 2 U …，则应逐一地讨论 M , 中的定向.对于连通的 M，M = [ jU t , 

i 

每个 G 中均有局部坐标 ( x ^ ，…，: c n Q ) ) ，而且每个 R 均会与至少一个 q ， 7 乒，相交（除非 M 就 
是由一个坐标邻域构 成的 ： M = R ), 而我们得到一系列局部坐标.如果每当 U 门 U〆 0时恒 

W det {I 9 > 0,则由它们在 认与1^ 中分别决定的定向在 U fl q 中是相同的.这 

、 c/ lx g) ， ••_ ，X g) J / 

时我们说 G 与 q 有相同定向，并以它为 G U q 中的定向.用这样的方法，如果每个 G 中均 
有相同的定向，我们即以它作为 M 之定向而说微分流形 M 是如要在 M 上找不到具有 
这样性质的 { LA ，…， U N ，…) (不一定限于可数多个）.就说 M 不可定向.如果一个流形是可定向 
的，则由 OJ，cph ( x l , x \-, x n ) 开始得到一个定向，而由 ( U ， ( x 2 ,/, …， x ra ) 开始就可以 
得到另一个定向.这个概念和前面讲的曲面的两侧是相应的.本书只讨论可定向的流形.不可定 
向流形最为人熟知的是默比乌斯带和偶数维的射影空间 RP 2k ，k > l . 




498 


第七章微分流形上的微积分 


正如 IT 的定向可以用 A n ( R n ) 中指定的一个元来表示一样，对于微分流形 M , 我们可以证 
明 M 可定向的充分必要条件是在 M 上存在一个处处非零的微分形式>0 = / C ^ dx 1 /\…八 
dx ' 事实上，若两个局部坐标邻域 LA (1 而在中分别有局部坐标 ( x 1 , …， /) 

与( V ,…，和6则分别表示为 /( i ) dx 1 A … A dx K 和/ ( y)dy A … Ad/. 于是在 
U x n u 2 中应有 

f (x) dx 1 八…八 da： n = / djy 1 八…八 d/ 

=/ (y)det (:(( 二 1:...:0：^ 八…八 dx% 

这里与 /Cx) 与 / (j) 均不为 0 .必要时交换: c 1 与: c 2 或 y 与/可以设 /(x) > 0,/ (j) > 0, 
而由上式即得 


这就符合原来 M 可定向的要求.反过来，若在 M 上可以找到这样一个图册 {( G ， ％)}，使相应的 
局部坐标适合上式,亦必可以找到一个在 M 上处处不为0的 n 微分形式. 

4. 外微分 在 M 上的 C ™ 微分形式代数中有一些很重要的微分运算.其中最重要者当推外 
微分运算.它以许多在数学物理中最常见的运算如梯度、散度、旋度为其特例.现在我们详细地讨 
论外微分运算——即外微分算子 d . 

设 ( M ), 即/为 M 上的 C °° 函数.在§2中定义了 /的微分 d / 是向量场空间上的线 
性 泛函： 

d/OO = X ( f ). 

因此 d/G F 1 ( M ). 如果用局部坐标表表示则有 

d / = ^jdx 1 
ox 

dx l 是 X 1 作为坐标 函数： M 3 L / — R 的微分，其实也就是古典的微分，这些都在§2中详细讨论 
过了 .现在我们要把它推广到户 （ M ) 上来. 

定理 3 设 M 为一 n 维微分流形,则必存在唯一的算子 

d ： F p ( M ) — F p+l ( M ), 

称为 M 上的外微分，具有以下 性质： 

( i ) d 是只线性的，而且具有所谓的“反导子” ( anti - derivation ) 性质： 

d (⑴八沒） = do ； 八沒 + (- i) p co A dd.aj e F p ( M )； (18) 

( ii ) d 在 ( M ) 上就是通常的微分算子. 

•"-—-■■"' w * 

( iii ) d 2 = d 。 d = 0 . 

证 先证唯一性.为此，取 M 的一个坐标邻域即区图 （ L /,0, 并记其局部坐标为 （ x 1 , …， 
f ) .于是任意 w e F p ( M ) 必可在 L 7 中表示为 

▲ ( x ) d ^ A •- A dxV , 

于是利用 d 的只线性（即对实数系数的线性）以及 （18) 式，有 

dto (工 ）= A Aoc 、 ！\ … t \ dxV + (— l )° a , d [ dj ^ 1 八…八 dx l p ]. 

1 p 1 p 
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这里利用了 a t — t (工) 6 F (> ( M ), 又上式第二项为 0. 因为反复利用 （18), 在 d [ dx " i 八…八 drV ] 

的每一项中均出现 d 2 f 形状之项，从而由 （ iii ) 必为 0 . 总之，在 M 之任一个区图中 dco 必只有唯 
一的表达式 


3 ^ 

dto = da t A dA 八…八 Ax 1 p = — , P d .^ A d # 八…八 . (19) 

p dx 1 

所以 d 的唯一性得证. 

存在性证明如下.在任一区图上用 （19) 来定义 do ；, 我们现证这样的 d 具有所需的性质 (D ~ 


( iii ). 

先看 ( i ), d 是只线性的是自明的.为证明它适合 （18), 再取0 d：A A … A 于是 

J \ J q 

有 

d (o> 八沒 ) 二 d [a 4 b, dx* 1 八…八 A dx^ 1 八…八 ] 

1 p n J q 

=(dfZn • 6, …， + tin …， 、 dx 、 f\ … ！\ dx jf i 

1 p J \ J q 1 p 1 J q 

=[d 〜 八 dx i：1 八…八 dx 1 ^ ] A \~b, .... dA 八…八 dr^ ] 

1 p } \ } q 

+ (- l) p \_a t dx* 1 八…八 dx l p ] A [d6, …， 八 dx^ 1 八…八 ] 

l \ l p } \ J q 


= do> 八沒 + (— l) p o) A d^. 

这里我们反复利用了 （19) 以及 dh ..。 是1微分形式，所以在将它移到 df 1 A … A dxV 后面去 

J q 

时需要添加因子 （-1)' 

( ii ) 可由 （19) 直接得出. 

( iii ) 的证明可再用一次 （19) ，于是 

d d， l ...j 

d 。 do; = d 2 co = ^ k \ P t dx k A A dx' 1 A *" A dx^ 

dx dx 1 


把前面两个因子按 A < J 的次序排列将有 

d 、 =(為— ^ gfjd 乂八心八 d # m 0 , 


k < ). 


余下的问题是 :在两 个区图 U n 0 时，应用 t /, V 中的局部坐标 ( f ), ( 3 /) 分别按 （19) 式 

计算 do >， 结果是否一致?在 L ； n v 中⑴又可写为 

a ) (x ( y ) ) = a i x -i p (x (》） ） df 1 (》）八…八 dx r p iy ) » 

这里 d:^ 1 ( 3 ;) 就是前面讲的 <p * dx 1：l .如果用表不对局部坐标 3 ; 按 （19) 来作的外微分计算，则 

d ' a ) = d ' La t ... t (工 （ j / Bdj：* 1 ( 3 ;) 八…八 dx l p ( v )] 

1 p 


— d ' a t (x ( 3 ;)) A dx* 1 ( jy ) 八 drV Qy ) + …， 

1 p 

“…”中的每一项都有 cr(df ( p ) 这样的因子.在这里我们已对 A ..., 应用了一次反导子性质 

1 p 

(18)，其中 a ,..., e F D ( M ). 这个性质已经得到了证明. 

1 P 

但是§ 2 中就已指出， d/ 1 (> 0 就是函数 x i：l (> 0 的通常的微分，所以 

dx 1 ( y ) = dxX ^dy • 
d y 
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仿照上面证明 （3) 成立之法即有 cT ( d：A (: y )) =0.又因为 （19) 指出，对于0微分形式外微分就是 
普通的微分，因此可以利用一阶微分的形式不 变性： 

d’a 7 …， (x (v)) = da, (x) . 

V i p 

把 cT ( dx Xl )= 0 以及上式都代回 cTto 之表达式，有 

d oj — dco. 

注定理3的陈述中我们特别强调了只线性.其实这里没有新概念，只是说若取系数为实 
数——实常数——时它是线性的.强调这一点是因为当我们从 M 上一个固定点 P 处的外代数 
过渡到 P 在 M 上变动从而得到一个丛时，系数将变成 C 00 函数.一个 C 00 函数当然不能如同常数 
一样在微分运算 d 中“走进走出”. 

以上我们是用坐标表示来给出外微分 d 的定义，如果要给出一个与坐标无关的定义,则应看 
U , 当 G F ( M ) 时, da > G F +1 ( M ), 因此应该在给定 r + 1个向量场 &，…， X + 1 时求出 
da . ( X r -， X r + 1 ) 之值并以此作为 d ⑴之定义.事实上，在给出了 da ; 之坐标表示后，我们可以证 
明下面的重要定理，而且可以用它作为 dw 之定义.这个定理中用到了一个重要概念，即两个一 
阶微分算子 X 的交换子[ X , Y ] = X。 Y - Y 。 X 的概念.交换子概念无论在数学或物理中都极 

为重要，由于本书篇幅限制，不能详细讨论.我们只能在 X = a 1 ( x ) = b l ( x )-^ r 的情况 

OX OX 

下给出它在坐标系 （ x 1 ， …， x n ) 下的表 达式： 

[ X ，二 X 。 Y - Y 』 X 二 (a ( x ) ( b J (x) ^) - { b 1 ( x ) { a J (x) 


(a 


db j 

dx 1 


- b l 


da j x 
dx 1 


d 


(20) 


所以 [ X ， Y ] 仍是一个一阶微分算子即向量场.现在我们可以给出下面的与坐标无关的表达式 


d ⑴（又广…，又 +1 ) = X) ( — l) t+1 x, U 


+ 2(— 1) ( [X,, ] , X!, - , X 4 , •••, - ， X r+1 ), (21) 


这里足表示足已删去不出现.这个公式计算比较复杂，而且以后我们又常只在/ > = 1时应用它. 
所以下面只证明它的这个特例. 

定理4 设 w 是 M 上的一个1微分形式，则对任意向量场 X , Y 我们有 

dajCX . Y ) = X • w ( Y ) - Y • CO ( X ) - CO ([ X , Y ]). (22) 

这里 X . a >( Y ) 表示 X 作为一个算子作用在 C °° 函数 a ; ( Y ) 上. Y • a > ( X ) 也相似. 

证 如果用局部坐标表不 to = a t Ax 1 ^ X = X 1 -—7 » Y = Y 1 7 ^ 7 ,我们有 

ox ox 


da> = da t A dx 1 


1 


da t 


-fe) dy A dy ， 


⑴ ( x ) H -( Y ) U ‘( X ， Y ) = § 鼯-製 

注意，最后一个 2 中〗不一定小于另一方面 
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X • aj(Y) 

=X(a 2 F) 

=d (a t Y") X = 

da 3 Y 1 

3 jrx j + a, 3 jX J ， 

Y • cn CX) 

=Y(^X l ) 

=d(a 4 X l ) Y = 

X 弘 . 

这里我们应用了对偶基关系 dx 1 { d d t ) = 

S ] 以及 d/ • X 

= X(/) .由交换子之定义 (20), 有 


^([X, Y]) 

( XJ 

~ at ' x d£ 

dj^ } ■ 


综合这些式子即有 

X • oj ( Y ) - Y • oj ( X ) - to ([ X ， Y ]) = do ； ( X , Y ). 

下面的定理告诉我们外微分 d 与拉回算子是可交换的. 

定理5 对任意 r 微分形式 

d (( p * oo ) = cp * ( do ；). (23) 

证 r =0 时，此式即 （15) 式已经证明，所以下面只对 r >0 时求证.为此我们用归纳法，设 
对 （r - 1) 微分形式 w 已经证明了 （23), 于是对 ⑴ e F r ( M ) ， 
d (< p * cv ) = dL < p * dx ' 1 A "* A dr 、- 1 ) 八 ( p * dx r ] 

= dL < p * dx I：1 八…八 dx 1 ^ 1 ) ] A <p * dx' r + (- 1) rl d [99 * dx' r ] 

= 〆 （da A d / 1 A … A dx 1 ^ 1 ) f\ (p* (dx tr ) (为简单起见略去了 a 之下标 ） 

=( p * (da A d :^ 1 八…八 d ^- 1 A ^ oc r ) = < p * (cW . 

上面我们应用了归纳假设 d [ 〆 （ adx 1 八…八 dx '- 1 ) ] = fdEad :^ 1 八…八 dx '- 1 ]= 
f * (da A dd 八…八 ) 以及 （15) 式 

d [〆 （ dx~ ) ] = d [d (99 * ) ] = d 2 (9 * x 1 " ) = 0 . 

外微分形式之所以重要，至少其原因之一在于，物理学中有重要应用的许多有关向量和张 
量的概念与公式都可以或应该用外微分形式来解释.下面讲一点历史.物理学中的许多向量引起 
数学家的重视大约是19世纪中叶的事.为了研究这些量，人们曾提出了种种概念和名词.前面我 
们提到了格拉斯曼的贡献.尽管他的写作十分晦涩，很难为物理学家和工程师接受，但是他确曾 
考虑了他的理论对力学、磁学和晶体学的应用.在这个方向最重要的贡献应该归功于哈密顿 ( W . 
R . HamUton ). 他的研究的出发点主要是物理学.为了找出作为平面向量的复数的高维类似物，他 
提出了四元数的概念，并且确信四元数对物理学的重要性将不亚于微积分.他引进了现在常用的 
微分算子. 


不过这里 i ， j，k 虽然不是现在我们所用的: rqu 轴上的单位向量，却有以下的性质 

ij = k，jk = i ， ki = j (这一'点很像向量积）； 

i 2 = j 2 — k 2 — - 1 (这是模仿虚数 Z 2 = - 1而来的）； 

ij = ji 等等（这又是模仿向量积）. 


于是 


V (ui + vj + zvk) =— 


du dv 

+ dy 



duj 

d y 


dv\. 
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第一项是标量部分，除了相差一个符号，就是我们现在说的 散度； 后三项是向量部分就是我们现 
在说的旋度.其后伟大的贡献来自麦克斯韦，他在《电磁通论》中系统地使用了向量理论.上述散 
度、旋度的概念都应归之于他（还有 V 2 =- A , 拉普拉斯算子这个名字也是他取的）.其后的发展中 
起了关键作用有两个人.一是美国的统计物理学家吉卜斯 ( J . W . Gbbs ) ，他写了第一本未公开发 
表的《向量分析基础》一书.另一位是英国电机工程师赫维赛德 (0. Heaviside ). 他的工作完全是 
为了工程师的需要.因为各方面的需要都很迫切，又缺少统一的名词与记号，多少有一些混乱.在 
20 世纪初数学界的几次国际大会上还专门成立了机构以求统一，然而似乎成果不大.但是有一 
点很清楚，向量分析，也就是通常的微积分教本中称为“场论”的那一部分，远不只是一种方便的 
记号，而是真正接触到事物的物理本质.尤其是，它告诉我们，刻画大自然的数学理论决不如人们 
想像那么“自 然”; 我们必须讨论不可交换的乘法等等.这不是由于某些人偏爱异想天开的抽象， 
而是不得不出此途.没有这一切努力，现代的代数学是不可想像的，整个现代数学也是不可想像 
的.有了这一切，不仅是成就了数学，尤其是成就了物理学. 

以上所说与外微分有何关系？例如有一 ■个 函数/ ( x ) ，则 d / 作为一 ■个 向量（以 { dx ， djy ， } 为 
基底）正是 grad f . 如果 A 二 ( A x > A y A z ) > 同样以 { dx ， djy ， dz } 为基底，则 tL 4 二 

- dj ; 八 - 八 dx + - A 办’恰好对应于 curl A . 

x dy 3 z ' 、 dz dx 7 v dx dy ’ ^ 

麦克斯韦指出 ， curl grad / = 0 . 于是产生了一个重要问题；若一向量 A 适合 curl A = 0 ,是否一 
定存在一个函数/使4 = grad /? 如果 A 表示电场，则若/存在， -/ 称为这个电场的势,势存在 
与否是电磁学中重要的问题.麦克斯韦完全理解其重要性，而且知道一般而言势是不存在的.他 
还指出了这是一个拓扑学问题（麦克斯韦用的是“位置几何学” 一语，因为当时还没有“拓扑学” 
这个术语）.由此可见我们已涉及到科学中很深刻的问题了 .建议读者自己去找一下《电磁通 
论》（武汉出版社有中译本， 1992) 上册.读一下绪论一章就知道今天我们讲的场论在麦克斯韦时 
代已发展到什么程度了. 

5. 庞加莱引理和上同调理论 外微分运算 d 有一个根本之点，即 d 2 o > =0对任意阶微分形 
式成立.现在要问，若 (7 是微分流形 M 上的一个微分形式，而且 d (7 = 0 ,是否一定有另一微分 
形式 oj 存在使 (7 二 do ; ? — ■般 说来答案是否定的.§ 2中曾举了一 ■个 例子: cdj ; - jydx 就不是某个函 
数 p 的微分.这与常微分方程讲的 Mdx + Ndy = 0是否有积分因子的问题有关.在那里我们知 
道，只要 M 与 N 充分光滑，一定可以找到积分因子 /i ( x ， 3 ；)， 使 hMdx + hNdy = dp , 而 p = c 

就是这个方程的积分.当然 xdy - ydx 并不适合 dc = 0 .但^ -适合 cic = 0 .这时 

工+ y 

a — dcp ^ 而 p Cx ， 3 ;) 二 arctan . 但是 p ( x ， j ) 是一 ■个 多值函数，而我们在第二章中就已经明 

确了不应该讨论多值函数.所以仍不能找到一个微分形式 w 使 c = dco . 产生这些问题的原因在 
于出现了一个奇点( 0 , 0 ).为了系统地处理这些问题，我们先给出 

定义 2 设 M 为一微分流形 ， co G 户 n ， 若在 M 上 do ； = 0 ,则称 ⑴为 M 上 
的（封）闭 ( closed ) 形式.若存在 tr G 户 _1 ( M ) 使 = dc ， 则称为 M 上的恰当 ( exact ) 形式. 
于是 d 2 = 0 即表示凡恰当形式均为闭形式.问题在于其逆是否成立.为了回答这个问题我们 
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要引入一个几何概念.设 DCR ' D 内有一定点 P (不妨设 P 即为原点 O ) .若对任一点 工 e D ， 
联结 P 与 X 的线段 { rx ,0< r < l } 全在 D 内，则 D 称为关于 P 点是星形 ( starlike ) 的.这个概念 
的实质在于区域 D 可以沿着从0出发的射线收缩为 P 点，这类可收缩 ( contractible ) 区域有许多 
重要的拓扑学性质.在此情况下我们有 

定理6 (庞加莱引理， Poincar ^’ s lemma ) 设 M 为一微分流形， M 的一个子区域 S 位于 M 之 
一个坐标邻域 （ t /, P ) 内，且 pCS ) CR n 对某一点为星形的，则任一闭形式 O ； G P ( S ),/> >0均 
在 s 内为恰当的. 

证 不失一*般性可以就设 SCR ra 对 : c = 0为星形的 .:c = (: c 1 ， …，: c ra ) 就是适用于 S 的 

局部坐标 .0； 6 F ( S') ， p > 0. 现在我们来找另一个 (/> - 1) 微分形式5，使在 S 上 O ； 二 dc . 

先看 a ; 为一 ■单 项式 o > = a ( x ) dx' 1 A … A dxS 的情况 . do ; = 0 就化为 = 0 ， j # i '， i 2 . 


…， • 因此在 S 中 a = a (& ，…， ) ，令 6 为 ！& = a 之任一■解，容易看到 a = bdiX t2 !\… 

p 1 P dx, 

A dxV 就适合所求.这样的解 c 当然不是唯一的.事实上，若 r 是任意 ip -2 ) 微分形式 a + dr 
都是这个问题之解.这一个证明可以推广，这样才能看到星形的假设起什么作用. 


证明这个定理的关键在于作一个线性算子 H p : F p ( M ) ^ 
F p ~ l ( M )， 使它具有以下 性质： 

H p+l ( d ⑴）+ dH p ( oj ) = a >. (24) 

因为若 da > 二0,则代入此式应得 a > 二 d % ( a >). 令5二(⑴）即 
得所需解答作法 如下： 

令 a ; = Cx ) d:ch A … A dx ^ ，取其任一 ■项 ，并为简单起 

1 P 

见，略去 a 之下标，而不妨设 co = a 八 … A dx 、 我们定 

义算子 

厂1 

H p ( w ) = (a ( tx ) t p l dt ) a 



(25) 


a — (— 1 ) 广 1 x 1 ? d：^ 1 八…八 dx 1 ? 八…八 dx l p . (26) 

i=i 

dd 上的〜”表示这个因子应该删去.星形的假设就用在，当积分变量 r 由0变到1时，积分域 
{^1 就是图 7-4-1 上的线段，而 a 在其上有定义.这样，积分 (25) 有意义.这个积分对我们并 
不陌生，因为在求泰勒公式的余项时就遇见过它，那时我们还说过，不必讲到“星形”的概念，这 
是因为对于 L / CR H 内任一点 P (不妨设为原点），恒可以它为心作一个充分小的球对球心 
恒为星形的.引入“星形”的名词，是使读者开始与拓扑学中重要的可收缩性概念打交道.同样， 
算子&也“大有来头”，它是所谓同伦算子的一例. 

现在来证 (24) 式，因为 

da ; = ( f ) dx k A dx i：l 八…八 dx ^ 

ox 

是一个 （/> + 1 ) 形式.相应于变成 /? + 1， （26) 应成为 
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= Sdx ' 1 A A dxS = pAx x A *** A dxS ， 

所以 

第二项 = p 、 a (rx) 广 1 八…八 Axp . 

JO 

两项合并即得定理之证. 

庞加莱引理表明，微分流形 M 上的闭形式是否均为恰当形式（从物理上看也就是是否有势 
存在），取决于 M 的拓扑性质.我们在这里所讲的拓扑性质表现为所谓 de Rham 上同调群 
H* ( M ). 记 

Z p (M) = ( M 上的闭 的夕形 式}， 

并称为维上循环 ( cocycle ) 群，这里的“群”是对于形式的加法而言的，因此是阿贝尔 ( Abel ) 
群（即可换群）.又记 
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B p ( M .) = { M 上的恰 当夕形 式}, 

并称为维上边缘 ( coboundary ) 群.其实 Z *( M ) 和沒 （ M ) 都不只是群，而且是线性空间，它们 
的名称中都有一个“上”字.这也不是偶然的. 

显然 B p ( M ) C Z p ( M )， 其实这就是 d 2 = 0.我们也知道了一般说来矽 （ M ) 只是浐 （ M ) 的 
真子空间——真子群.那么至少要问，浐 （ M ) 中确非的元“实际”上有多少?准确些说， 
要考虑商空间或商群浐 ( M )/ B p ( M ), 并且要问，它的维数是多少？有些什么生成元等等.我们就 
称这个商空间或商群为夕阶 deRham 上同调群，并记作兒 ( M ) = Z p ( m ) lB p ( M ). 这 
里 p ^0. H p ( M ) = 0 就表明浐 （ M )= 伊 （ M ), 亦即每个阶闭形式都是恰当形式.如果 
H p ( M ) 7^ 0»它既是线 性空间 ，自 当有基底.如果 ( M ) 是有限维的，而基底为 ，…， ％ (当然 

CO t 都是闭形式），这就是说，任一'闭形式⑴必可写为 OJ = d (7 + c t co l ，如果用 [ OJ ] 表不 to 在 

1= 1 

H p ( M ) 中所属的元，则 k ]= U ]. 这样， M 上有“多少”个非恰当的闭形式的问题就得到 

1 = 1 

了解决 ( M ) 的维数是一个拓扑不变量.实际上，若有微分同胚 M — N ， 则仔 （ M ) 兰 
H p ( N ), 因此其维数自然不变.这个不变量与 M 的其它不变量例如贝蒂数 (Beth numbers ), 欧拉 
7 JV 性数(粗略地说就是 M 有多少个“洞”的个数）都有密切关系 .de Rham 上同调理论在物理学 
(例如量子场论）中有重要的应用，这当然超出了本书的范围，下面来举几个例子. 

例 1 庞加莱引理告诉我们，若 M 关于其一点是星形的，则硭 （ M ) = 0,/> >0,特别是 R n 
自然是星形域，所以仔 （ R ra ) = 0，> > 0. 
p = 0又如何？于此，我们有 

例2 若 M 是一个连通流形，可以证明 ( M ) 兰 R . 事实上，因为不存在负阶形式，所以 
B ° ( M ) = 0而# ( M ) = Z (> ( M ) ，我们现在来求 ( M ). 按定义， Z D ( M ) 就是闭的0阶形式的 
空间.但 M 上的0阶形式就是 C °° ( M ) 函数 . Z D ( M ) = {/ 6 C °° ( M ) ； df = 0}. 因为 M 是连通 
的，由 d / =0即得/ = C 于 M 上，这里 C G R 是任意实数，这样 

H ° ( M ) = Z ° ( M ) = ( C ) = R . 

如果 M 是不连通的，设它有 r 个连通分支，则由 d /=0 可知 / 在每个连通分支上取常数值.但在 
不同分支上可以取不同值.这样 Z ( M ) 之每个元都与一组 r 个实数， "% C r ) 对应，故 

H ° ( M ) = Z ° ( M ) = {( Q ，…， C r )} = R r . 

例 3 庞加莱引理讲到，可以收缩为一点的流形上，闭形式均为恰当形式，下面看一个明显 
不能收缩为一点的流形之例： S 1 .我们前面一再以 a ； = 为例.它是闭形式但不是恰当 

工+夕 

的 ：找不 到一个0形式（即 S 1 上的函数 /) 使 W = d /. 就是说，向量场是没有 

y x + y x + y f 

势函数的——这里讲的是 S 1 上的整体的势函数，而不是 S 1 上任一点的某个邻域中局部的势函 
数.后者总是存在的，只要这个邻域充分小而且可收缩为一点即可.现在我们用极坐标来考察这 
个问题.于是 S 1 成为 r = 1， a ; = d0 ， （其实这个记号有毛病，因为沒并非 S 1 上的 C ™ 函数，但 
这不会影响以下的讨论，因为可以把分成几块坐标邻域来处理） = R 已如上述. 
H p ( S 1 ) = 0,若 p > 1,因为 S 1 上没有形式（户> 1,即/? = 2,3,…）， 所以仔 ( S 1 ) = ihp > 
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1. 余下只需讨论 ff 1 (S 1 ) ， S 1 是1维流形，所以其切 S 间的基底是 | »而余切 S 间的基底是 

{d 沒），而 S 1 上所有的闭1形式就是 co = a ) ( 6 ) d ^. 这里⑻是沒的以 2 ti 为周期的 C°° 函数 .a; 

为恰当形式 dt7, 即存在一 ■个 沒的以 2 ti 为周期 C °° 函数使 cr (0) = cv iO ) 但是上述 cr (0) 以 

J 0 

2；!为周期充分必要条件是 


*271 


(沒） d 沒= 0. 


而一般它是不成立的.为此，我们不考虑⑴而考虑 loo id ) - C ] dA 这里 C 应使 


■2ti 


_ o ) ( 6 ) — c ] d ^ 二0即 


2 ttJ 


*2 ti 


(60d6L 因此 - cd0 是恰当形式，即存在 S 1 上的以 2 ti 为 


周期的 cr ° 函数 5( ⑴使 


W — cd 6 = dcr. 

这样我们得到了 S 1 上所有的1形式的表达式 

oj 二 d(7 + cAO . 

(S 1 上所有的1形式都是闭的，因为是一维的 .） 于是 Z 1 CS 1 ) 对于 B 1 (S 1 ) 之等价类 [o>] = 

cd 6; 

Z 1 ( d ) IB l CS 1 ) = { cdd }^ R . 

于是得出 H 1 (S 1 ) =R 

这个例子与磁场可以产生感应电流的奥斯特-法拉第的实验有密切的关系，所以我们称 m 
=— y(lx + xdy 为奥斯特—法拉第 （o ers t et i-Faraday) 形式.我们将在§6结束语 麦克斯韦 

x +汐 

方程组简介中讨论外微分形式与麦克斯韦电磁理论的关系. 

6. 重访古典的向量分析 上节中我们在引入了霍奇 * 算子后把向量代数中的向量积和混 
合积用外积表示出来，现在我们将继续利用它给向量分析中几个微分运算公式以更简单的证明. 

^算子的引入与空间中对某一度量下的 n. 系的选用有密切关系.这个 n. 系我们记作 
{ ei ,e 2 因为我们使用了正交坐标系，所以协变与逆变的区别不见了，而我们现在都采用 
下标 .* 算子的公式中经常出现/> (77 — p ) + S ， 77是空间维数，在我们的情况下77 = 3 ， />是微分 
形式的阶数 : 0</><77,当^ = 3时很容易验证 ,>(77 - />) 恒为偶数.如果我们是在欧氏空间中 
讨论向量，并选用 （&) 为正定的度量，从而 s = 0,而有（- 1)— = 1.如果我们在闵可夫斯基 
四维时 S 中讨论问题，则?2 = 4, s = 3. 这时 (n - />) 不一'定是偶数，（-也不一 ■定是 1. 

仿照上一节的记号，凡古典的向量分析中的向量均用箭头或 黑体字 母表示，而现在则用 o.n. 
基 {&} 表示，如 

A 二 A|^ Z + A 27 k — Aj + A 2 + A 3 ， 

再回忆一下 

^ i = * = e 2 A e 3 » * 7 — * A ^ k = ^ e 3 = e x A e 2 -> 

* ( e 2 A e 3 ) = ^ ^ e x = e x ^ * (e 3 A e x ) = ， * ( e { A e 2 ) = e 3 ， (27) 

* ( e x 八 e 2 八 e 3 ) = 1 ’ * 1 = q 八 e 2 八 e 3 • 
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从这里我们还可看到 '士 '士二 id , 所以 X - 1 = * . 
现在考虑一个0形式/，于是因为& = dx . 


df 


对于1形式 A 


d ^\ 

e x + A 2 e 2 + A 3 e 


舁 dx 2 丄 ^ 


dxr 


grad / 


d X2 d 工 3 

+ A 2 dx 2 + A 3 dx 3 , 


(28) 


dA 

所以 


^ A 3 dA ： 


'dxo d 


dx A dx ' 


dA 


'd X- 


3 工 1 


dx 3 A dx 


^ a 2 

、 3 工1 


^-) dx l A dx 2 , 

d 工 2 


关 dA = ( d Ai- d Ai) d ^ + ( d Ai- d -A^^ ^ 


' dx 2 3 x 3 


dx " 


/ 9 A 2 dA , 


又因 


所以 


d ^ A = ^ 


9 x 3 dx x 7 X 9 x t dx 2 

* A = Aydx 2 A dx 3 + A 2 dx 3 A dx 1 + A ^ dx 1 A dr 2 ， 

^ A y 9 A 2 3 A 


dx 3 = curl A . (29) 


T ^ 1 + + A dx 2 A dx ; 

''dxy dx 2 3^3 f 


3 j：i dx 2 d 


=div A . 


(30) 


于是，梯度，旋度与散度都可以用外微分来表示.由此，外微分的性质将直接给出这些量的相关性 
质.例如从定理3的性质 ( i ), 即 （18) 式很容易地导出了以下诸多很容易混淆的公式 


( i ) div (curl A ) = 0,实即 (31) 

* d * ( * dA ) = * d 2 A = 0 (关 ^ co = w ). 

( ii ) curl (grad/) = 0,即是 (32) 

* d ( d /)= 关 d 2 / = 0. 

( iii ) curl (/4) = /curl A + grad / xA ， 即是 (33) 

* d if A ) = / * dA + * (df A A ). 

=/curl A + grad f x A . 

( iv ) div (/ A ) = /div A + grad f • A ， 因为 （34) 

* d (* fA ) = / (* d * A ) + * (df A * A ) 

=/div A + grad f X A . 

( v ) div (A x B ) = B • curl A - A • curl B ， 因为 (35) 

* d * (A X B ) = * d * (* A A B ) = * d (A A B ) 

=^ (dA A B - A A dB ) 


二* (curl A A B - A A curl B ) 二 B • curl A - A • curl B . 

我们特别注意的当然还是庞加莱引理的应用.为此，假定都是在某一星形区域或一点的邻域 
中考虑问题. 

首先设 curl A = 0,亦即 * dA = 0而有 dA = 0. 于是一定存在一个0形式即 C °° 函数/使 


A 二 grad /. 

在物理上，一个向量场 A 若适合 curl A = 0的条件，就称为无旋场.于是上面的结论就是无旋场 
一定有势.但是这只限于区域为星形或为某一点之邻域时成立，否则势将会是多值函数.例3中 
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的奥斯特-法拉第形式(或称奥斯特-法拉第场）就是这样，因为这时有 

O ) = d ( f7 — cd ) ， 

而沒化到直角坐标系以后成为 arctanl 就是一 ■个 多值函数. 

工 

另外，如果 div A =0,亦即 * d (* A ) =0,因此是一个闭2形式，这时一定存在一个 
1 形式 B 使 * A = dB ，或 A = * dB .用古典的向量分析语言来表达就是:若 div A = 0,则必存 
在一个向量 B (称为向量势）使 A = curl B . 

讲到向量分析就不能不讲一下拉普拉斯算子，读者们可能都熟悉 Am = div grad m ， 而 Am = 
0 是古典的数学物理中可说是最重要的算子.但是应该指出，它在微分流形上有含意深远的推 
广.不只是因为它不再是常系数偏微分算子，而且不只是作用在0形式（即函数）上，而可以作用 
在一般的形式上.我们也习惯把它称为 Laplace - Beltrami 算子.它的理论与霍奇的理论和 
de Rham 上同调理论密切相关,而且是现代的数学物理的基础之一部分.作用在0形式上的拉普 
拉斯算子以外微分算子 d 为基础，而且要把 d 的“对偶”也同时考虑进来. 

我们知道 d ： F p ( M ) ^ F p+l ( M )， 它的“对偶” A 则会使微分形式的次数下降一次 d 由下面 
的可变换图式来 定义： 

e 二（-1”， 

F P (M) » F P ~ l (M) 

承 來 

lf (36) 

F n ~\ M ) — ^ F n - p + \ M ) 
d 

所谓可交换图式即是如果有两条路径起点与终点相同，则沿每一条道径的算子之积(靠近起点的 
算子先作用），结果相同.因为 （36) 中有两条路径由左上方的铲 （ M ) 通向右上方的户― 1 ，其一是 
沿水平方向的 e $， 另一条是先用 * 向下通向 ( M )， 再用 d 向右走到 ( M )， 最后再用霍 
奇算子的逆 X - 1 向上通到铲 ― 1 ( M ). 所以 

d = (― 1) 力* — lo d 。 *， 

S ： F P ( M ) F p ~ l ( M ). 

以上我们令/ >>1 , 否则户 _1 ( M ) 无法定义.除上式外，我们再补充定义知；= O . o ； e F ° ( M ), 于 

是最后得到，对于 cv e F p ( M )， 

f (― l)f * _1 。 d 。 * ， e = ( — \) p <> p >0， 

Sw = 人 F (31) 

(.0 p = 0. 

谷是 d 的对偶算子.为什么是对偶，我们在讲了积分理论以后就清楚了. 

现在我们定义 R ra 上的 Laplace Beltrami 算子为 

= ( d 占 + ^ d ) o >, cv e F p ( R n ), p ^0. (38) 

古典的拉普斯算子是 ( IT ) (即 C °° 函数）空间上的算子（当然可以推广到甚至是广义函数空间 
上去）而现在则是由微分形式空间户 （ R 〃） 到户 ( R n ) 上的映射. 当夕 = 0时，注意到这时‘= 
0 ,OJ e F () ( R H )， 

Aoj = ^do; = [— xMod。* — [* o d。* 
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这里我们利用了上节 (39) 式：在 R n 中对于欧几里得度量= 0时3 = 0,故** = id , 于是 

Aco = — div grad a >. 

可是现在的 Laplace-Behrami 算子与古典的拉普拉斯算子相差一个符号，这使它应用起来更方 
便.因此在现代文献中我们常见到 

△一 [⑸ 2 …飢 

我们还要问，对/> >0的 F ( R 3 ), △⑴是什么？ 一个常用的情况是 o ; 6户 （ R 3 ), 我们就记为 o ; = 
这时，因 dw G F 2 ( R 3 ), 故 


而 


= * d * dco = curl curl u . 


= — d * d*co = — grad div u . 

另一方面我们可以直接计算 Ao ； 如下： 不妨设 o ； = 于是经过不太复杂的计算有 Ao ； 二 

2 ]//,即对//之每个分量作古典的拉普拉斯算子并反号.于是有 

curl curl u = grad div u — y 2 u . (39) 

这里我们采用了古典的微积分教本中常用的 记法: V 2 = V • V ,而¥ = + A /+ 这样 

ox OX OX 

记就不会对△的符号产生误会了 .（39) 式如果按古典的讲法来证明，并不是一件容易事. 

上面我们利用外微分形式特别是霍奇*算子，非常清楚地讲了古典的“场论”在 R ” 中的许 
多公式.但是如果换其它坐标系，更容易看出它的好处来.上一节已经看得很明白，在任一度量 
( g v ) 下，只要找到了 o . n . 系 （ A "*, 〆 } 就可以定义*算子，因此也就可能定义 grad,curl 与 dw 
等等.在 o . n . 基底下，度量矩阵 （ g y ) — ■定 是对角矩阵，这是因为 

Sv 二 ^4 ， 

所以 i j 时= 0 . 这样 

d 5 2 = H x ( dx 1 ) 2 + …+ 私 （ dx ” 2 . (40) 

如果取度量为正定的，则有杖 >0,而且只厂"私 = g = det (gP >0.所以只要令 



e 


= \J H t dx 1 ^ 


^ = 


_j_a_ 

7^^ 


就可以得到所需的 《. n .系，而可对它们定义*算子.下面我们限于三维的具有正定度量的流形 
M , 即三维黎曼流形，并以 Cx 1 ,：^,：^) 为其局部坐标.所以有时我们也把 M 直接写成 R 3 . 

于是对于 to G F °( M ) (我们习惯用/表示一个0微分形式，因为它确实就是一个函数）， 


因此我们应定义 


d/ = B dxt 


1 


-e t 


grad/= (7k 基 ，〜， Tfe 玆 ). 

往下，如果 G F 1 ( M ) ， a ； = A〆 或者写为 a ； = A ，我们有 


(41) 


CO = ( a , ) dx 1 . 
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在现在的情况有 


dto = 


3A 3 v 


3A 2 v 

; H 2 

、 dx 

2 

dx 

3 

dA x y 

H x 

3A 3 \] 

h 3 

dx 2 


3x x 


3A 2 \J 

h 2 

3A X y 

% 


而 


do; = 



dx 1 

dx 2 

1 1 

3A 3 、 

/H 2 3A : 


dx 2 A dx 3 
dx 3 A dx 1 
dx 1 A dx 2 . 


h 2 h 3 


dx 


dx 5 J 


e 2 A e' 


因此，我们应该有 


curl A 


H 2 H 3 


9A 3 v Ht, 3A 2 v 


d 


dx ' 


下面没有写出的项均可由第一项用轮换对称得出 . 最后看 div A = 因为 

* A — A x e 2 A e 3 + A 2 e 3 A e l + A 3 e 1 A e 2 


A x v / H 2 H 3 dx 2 A d^ 3 + A 2 VH 3 H x dx 3 八 dx 1 + A 3 VH x H 2 dx l A dx 2 , 


d * A 


、 a Xl 


Ai VH 2 H 3 


^ a 2 V / h 3 h 1+ - 


■A 3 \/ Hi H 2 jdx 1 A dx 2 A dx'' 


h { h 2 h 3 〜 


■A! V H 2 H 3 + A e A 


e . 


所以 


div A 


d 




Hjil + …）. 


v / H 1 H 2 H 3 4 工 

最后我们来看 Laplace-Beltrami 算子，对于 / G (M ) ，有 

A/= (d 在 + Sd)f= Sdf = — * d * df 

= - div grad / 

1 [ d j H 2 H 3 df 


VH X H 2 H 3 UxW Hy dx 1 
这些公式有一个常见的用处，即在 R 3 中引入球坐标 

x 1 二 r sin 6 cos <p ， x 2 二 r sin 6 sin <p ， x 、 二 r cos 6 

时，很容易算出 

d^ 2 = dr 2 + r 2 dd 2 + r 2 sin 2 6d(p 2 . 

不妨以 （ r, 6U p) 为 Cx 1 ， _x 2 ， _x 3 ), 现在我们知道不应该令 

grad /= 

因为这个 “ 记号 ” 没有上面这些公式表示的几何性质，而应该注意现在应可得 

H x = 1 ， H 2 = r 2 ， H 3 = r 2 sin 2 6 » 


(42) 


(43) 


(44) 


(45) 
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grad 


丄 U _A _ 

r dd，r sin 6 3 


对于一个向量 A ， 在坐标系 ir ， d ， < p ) 中应该先把它写成 

A = Aydr + A 2 ( rd 6) + A 3 (r sin 6) d<p 

然后用 （43) 和 (44) 可得 

1 /9 A 3 (r sin 6) 3 A 2 r 


curl A 


r 2 sin 6 ^ 36 d<p 

{ dA ' (r sin \ „ 

—/ du + 


dr 


sin 6 乂 d 


? 


dr 


smd ( d 4iL_ d ^) d(p ^ 


d : 


dd 


div A 


3 


2 . 


r sin Q 

而拉普拉斯算子(注意符号）是 


a r 2 sin Q + ^ A 2 r sin 6 + 


? 


△/ 


2 


r sin 


in 6 




K^nO d J-VlUnO%)^ 


d ( 2 

r 


Ls t 


d - f ) 

o T f 


dd 


9 


d <p ^sin 6 

d 2 f 


sin d dd 、 96^ sin 6 dcp 2 


(46) 


(47) 


(48) 


(49) 


5 微分形式在流形上的积分 


i . 微分形式在 R n 上的积分 本节中我们将讨论一个微分流形 m 上的微分形式 w e 
F n ( M ) (⑴ 的阶数与 M 的维数相同）在 M 上的积分问题.因为 M 是光滑的， F 1 ( M ) 中的元素为 
八 H ( M ) 的 C °° 切口，因此也是光滑的.在光滑的积分区域上对光滑的被积表达式作积分,黎曼积 
分就已经够用了.所以本章中的积分都限于黎曼积分而不去讨论第四章中的勒贝格积分，也就不 
必讨论 M 上如何定义测度的问题.当然这不等于说在研究有关流形的几何问题时用不着勒贝格 
积分.退一步说，至少要有黎曼度量才行.一个微分流形，如我们所已假设的，是豪斯多夫空间，而 
且满足第二可数性公理，在这个条件下，这个流形上一定有黎曼度量存在（证明见定理6)，也可 
以证明它由此就是一个度量空间（证明略去）.但是我们现在还没有利用这些结果.在这种情况下 
如何定义 M 上的积分？办法就是利用 M 上的局部坐标，把积分区域映射到 R H 上去.这个映射尽 
管“我们说它是可微的”，却不涉及测度问题.设 L/C M 是一个坐标邻域，^ U ^ R n 是坐标映 
射，记 p ( L 7) = V % o > 在 〆 下之像为^2，则 

O = a 、工、 &工 1 … l \ dx n . 

可是 o ； 是 d 在 p 下的拉回 ：oj = cp * n ， 于是我们定义 


CO = 

<p 关 iQ = 

n = 

U v 

1 u . 

' cp(lf) . 


a ( x ) dx 

V 


1 n 

clx ， 


这就完全绕过了测度问题. 


( 1 ) 
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但是若在 L 7 中有了另一个局部坐标0: ( V ,…， /), 不失一般性，不妨设 ： v 与 x 坐标有相同 
定向.如果在新坐标系中成为 


O = b (jOdj 1 八…八 djT 


则按 （1) 式，应定义为 


但由外微分形式的性质 



o 


o 


<pi.w 


(jO dy 1 •••dy 




( 2 ) 


6(W 八…八 dy n = b (y (x) ) f ’ - 八…八 dx n 

= a ix) Ax' f\ … ！\ dx n . 

即有 aGc ) = b(y(x)')J，J = =« 〆 ••’（)、 >0,因为与: r 有相同定向，所以 J = I J I ，而由黎 

d Kx ，…，工 ） 

曼积分中重积分之变量变换公式 


a (x) dx l mmm dx n = b (y (x) ) \ J I dx l "*dx n 

V V 


= 6 ( y ) dy 1 … dy 1 . 

v 

因此这个定义是与坐标选择无关的，因而是合理的.研究微分流形上的积分理论时一个关键之点 
是要使所得的结果与坐标的选择无关，微分形式的性质正好保证了这一点. 

尽管我们给出了 （1) 或 (2) 作为 o ； 在 L 7 (= M 上积分的定义的基础，其中仍有值得推敲的地 


方.因为例如对于 （1) 式，要求 ja ( x ) dx 1 - dx ?I 有意义，应该要求 a V 是勒贝格零测度集（第四章 

§1), 而且对 aCr ) 之光滑性4能只限于要求它在开集 V 中光滑，因为这时 aCr ) 在 9 V 上仍可 
能很不规则，使得 a Cx ) 在 V 上不一定可积（即所谓反常积分）.再说，在许多问题中 3 V 不一定 
是光滑的，例如它可以有边、有角等等，而处理这类问题总是很麻烦的.因此，我们干脆回到 R % 
在其上重新建立起微分形式的积分理论，然后再来讨论如何把这些结果搬到微分流形上来. 

在讲黎曼积分时我们常将积分区域分割成小的 n 维长方体（以下为简单起见,就称它们为矩 
形，正如在第四章中称它们为区间一样）.现在我们要采取一种更有系统的分割方法，即分割一个 
空间为“单形 ”( simp l ex ). 这不但是为了使读者有机会和拓扑学中的某些基本概念和方法早打交 
道，更是为了使读者注意到积分理论的组合学的侧面,这一点我们在第四章中已初步强调过了. 

为了介绍什么是单形，先介绍一下线性空间 V 中的仿射子空间 A , 如果有 V 的一个线性子 
空间 W C V ，使 


A = + W ， 

则称 A 为V 之仿射子空间.从几何上看，仿射子空间无非是把一个线性子空间 W 的原点移到^ 
点，这在几何上和物理上都是自然的.例如，以地球或以太阳为宇宙之中心均无不可.但仿射子空 
间在运算上显然有些麻烦 :如果 G A , 则3^! - 3^2 e W 而不一定在 A 中 ， A 更不一定 
能写为 ( W 之某个元），除非& G 而这时也就无所谓仿射空间 A 了 .今取 W 的一个基底 
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{%，…，％}，并令& = .当{%,•••,%}线性无关时，由= 0,亦即由 

1=1 

k k k 

2 ^ x i — 工。） = H ^ i x i = 0 时可得 Ai = … =A =0,这里 = — Qi + … + 4) ，从而 2 X t 
— 0 ，因此由 { ，…， } 之线性无关（即在线性 S 间意义下无关），关于{:^ y X x y r X k } 可得以 

k k 

下性质:若 X t x t = 0 以及 X t = 0可得 A ( , =…== 0 . 这个性质我们说成是 { x ( > ，:^，…， 
X k } 仿射无关（即在仿射空间意义下无关）.反之由 {>2^ ，:^，…， J： A } 仿射无关，必可得 A ， 

•^ - :^，…， ^ "' •> x k - x， o ) 线性无关. { x ( > ，:^，…， x A } 称为 A 的一 ■个 仿射基底，因而仿 
射空间 A 中的元一定可以表示为某个仿射基底的仿射组合如下 :任取 x G A ， 必有灰中一个元 

k k 

(它可以表示为»^ = d ", (a - 工 0 ))，使 

i = i ^ = 1 

k k 

X = JCo + ("^ - 工 0) = "0 工 0 + D " 而 

1 二 1 1 二 1 

k k 

= 2"，:， "》 = 1 - S "「 （3) 

i = () i = l 

形如 （3) 的表达式称为 tr 。，& ，…， & } 的仿射组合，但 

k 

' y ^ J ji t = i ( x (} ^ x } g v ). ⑷ 

最简单的例子是仿射组合之集，即 

L = + (1 — fj .) x x % " GR ). 

它就是过:&两点的直线，它与 V 的线性子空间不同，它不必经过原点.如果在 L 中限制0 < 
1，则将得到 L 上由&到:^的线段(端点包括在内）. 

有了仿射组合的概念以后，我们就可以定义单形了. 

定义 1 ??维线性 S 间 V 中的々 维单形(这里 0 《X n ) ，简称为 1 单形 (k-simplex) ，即 A + 1 

个仿射无关的点 {&, ，: ^ ，…， xj 之如下的仿射组合的集合. 

k k 

a k — (x () *x } *'"ix k ) = {x ； x — X t x t »0 ^ Aj ^ 1» X t = 1} . (5) 

a k 

了限 At < 1 的仿射组合是一个凸集合.因此&就是由这些顶点所生成的闭凸 
集 或称凸包 . 称为 x 点的第 i 个重心坐标 (barycentric coordinates ) ，我们常记之为 h Cx ) = 

A ，. 注意 ， A (= V 乃是 k 维空间的一个子集，所以其中的点的独立的坐标应有 々个 分量，而现在有 

々+ 1个 A ,, 所以它们并非本来意义的坐标，好在它们也不是独立的，因为有= 1. 

0单形就是一个点单形是一个 线段; 2单形是一个三角形.在考分问题时必须考 
虑积分区域的定向，所以我们要规定单形 (5) 的定向.仿照 R n 中定向即坐标按一定次序的排列， 
现在的定向也就是把顶点 {： c (> ，:^，…， A } 按一 ■定 次序的排列.以下 （ X (> ， Xi ，…，恒表不顶 
点已按此顺序排列的有向单形.如果将顶点按另一顺序排列，则有一个 {0,1, …的排列 7 T , 而 
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排列后的单形成为， Xw ，…， X 』〉 . 如果 7 T 是一个偶（奇）排歹 I 」，就说 { x K(i)) » t » 
Aa ：)〉 与,工 1 ，… ， A 〉 有相同定向（相反定向，并记 （ X 』；) ，: Ck ⑴，…，:> = —( x 0 t x x t *•* » 
A >). 总之 

〈工 〆 0 ) ，工 〆 1 ) ，…，工 〆 A )〉 = sgn 7 T (^ 0^1 »…，工汐- 

每一个单形都有边缘.设有单形5 , A ,…， A >,则从这些顶点中任取若干个组成一个 

新单形(其维数可从0——即由单个顶点 {&} 构成）一直到 A (就是 A 自身）.设某一个这样的新 
单形记作 T , ( Z 表示其维数），则称丁，为％的 Z 维面(特别是/ <々时称为真面）.如果 r 是^7的 
一个面，我们记为 r <； (7 .我们特别要注意％的低一维的 （A - 1) 维面 (7^^ = ( x (> ，&，…，為，…， 
x k ) ， 皂表示删去.更低维的面因为都是的面，而单形都是闭的，所以这些面都已含于 
中了.我们本可就用上述的顶点次序 安排 〆 $之定向.但由于一些几何上直观可见的理由，我们 
用（- 1) 作为其定向.这样一来,我们就可以定义单形&的边缘算子\ (或简记为 3) 如下： 


k 

da k = (- 1) 1 (r 0 ’… ，為’…， . 

1 = 0 


( 6 ) 


我们想要研究的几何图形是由有限个单形{ 〆 ，•••，，}组成的，这种几何图形叫做复形（准 
确些称为单纯复形 (simplicial complex ) ) K ， 对复形有以下要求： 

1 . K 是由有限个单形组成的，每个单形的维数不一定相同. 

2 . 若7是 K 中一个单形，则5的所有的面也在 K 中. 

3 .若 r 与 <7均为 K 中的单形，则或者 r H ^ — 0 , 或者 r H (7 是 r 与 <7的公共面.这种情况 
下我们说 r 与 a 规则相处.图7 - 5 - 1是一些不规则相处的单形之例. 


我们求积分的区域可以是复形中若干个单形组成的，但 
每个单形出现的次数不一定是一次，而且定向也可改变.因此 
我们将考虑一个 ( chain ) ，即 

c = Sk 〆 ， n t 为整数. ⑺ 

而因为一个复形中只有有限个单形，所以只有有限多个&尹 
0 ,而且我们规定 Y 之维数相同，这个公共的维数也就成为链 
的维数. （7) 式是一个形式和，按照形式的加法，它将构成一个 
可交换群.我们要求当且仅当 （7) 式中一切^ = 0时,这个链 




才是上述群中的零元.若上述公共维数为 h 则称此群是一个 A 维链群，记作 C ；. 

现在把3线性地由一个单形推广到链 c 上，而令 

dc = ^jii t da . 

由（ 6 )， 3( /其实已经是一个链，但是维数低1，所以我们得到链群上的一个映射序列，记作 

(c，a): 


/ x d d d d d … 

( C ，9) : …— > C k —> C k _ x ——^ C 0 —^ 0. (8) 

最后一项为0是因为 C ( ，是由 复形 K 中之一切单形的顶点所成的形式和 (7) 之集合，顶点&没有 
边缘，即边缘为空集，我们用0表示空集之形式和. 

定理1 d 2 = 0. 
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证 我们只考虑一个单形，…，七>,则 

3(7 = 2 ( - 1) 1 〈工0 ’…，為，…，工 A > . 

再施行3时注意到如已是一个链，而3应施加于其每一项上.当3施于其一项 （ r (> ，…，為，…， A 〉 
时应再删去一个顶点％ .如果 7 < 〖，则删去的是第 y + 1个顶点，应该加一个因子 （-IV ;如果 
j > I， 则因&本已删去，再删的是第 j 个顶点，因此现在添加的因子是（- 1 K 1 . 总之我们有 

d 1 a — 33(7 = (— 1) … 〈： c 0 ，…，，…，，…，: cj 

+ (- 1 ) 1+J 1 ( x 0 ’ …，表，…，:，…’ ％ > = 0 . 

最后一式的来源是将后一 的/，_;对调即知它与第一个和式相消.证毕. 

定理1是一个非常重要的定理，它与外微分算子的基本公式 d 2 =0有深刻的对偶关系.也正 
因为如此，我们才把可以写为心的微分形式⑴=心称为“上”边缘，英文名词为 co - boimdary . 在 
数学的这一部分中，一个限制词加上了 “ m -” 这样的字头以后总是意味着有某种对偶性.但其译 
法不一 '.有 时称为“协”，如“协变” covariant ， 有时译为“余”，如“余切丛 ” cotangent boundle ， 有时译 
为“上”，如现在我们讲的“上同调” cohomology . 

我们用 （6) 式来定义 a , 其中有因子（-1)%其目的就是为了证 
明这个定理. 

这样，例如对2单形（^,，:^，，我们有 

3 1 x } » x 2 ) = ixyix^) - (x (} » x 2 } + (x 0 1 x x ) . 

注意第二项， ( x 0 ， x 2 > 是由 X (> 到的线段，现在要把它改成 （ x 2 ， 

&> ,即由：到 X 。的线段，这样做才能使一个单形的定向与它的％ X 

各个面的定向协调起来（图 7-5-2). 图 7-5- 2 

在以前作积分时，我们要把积分和中的“矩形”（第四章中通称为“区间”）细分.现在既然用 
单形来取代矩形，当然就要考虑单形的剖分.我们总是用一种特殊的剖分称为单形的重心重分 
(barycentric subdivision ). “重心”是一 ■个从 初等几何中就熟知的概念，重应该读如轻重的重.“重 
分”则是再分的意思，所以重分的“重”应该读如“轻舟已过万重山”的“重”. 

一 ■个々单形 ％ = ( r 。 ，:^，…， X 。> (其中：^表不?7维线性空间 V "之一*点，因此是一 ■个 n 维向 
量）的重心即 

b (%) = ' ⑼ 

X = 0 

它仍是 一个? 7维向量，因此仍是 V 中一点，但因％是凸的， （9) 中的系数>0,且2 -r^-r 

i 二 0 

=1 ,所以6 (%) 在％ 内部，我们熟知的线段中点、三角形重心均是其特例. 

定义2 %之重心重分 D (%)即将％分成一切可能的以下形状的一组 A 单形，其顶点为 
(b ( r 0 ) ， 6 (q ) ，…， 6 ( r A )〉 ，这里 & 为％的一 ■个 f 维面， 6 ( r ,) 即其重心，而且< r i+1 . 

注意 r 0 是％的 0 维面即一 ■个顶 点，设为 q 既是1维面，而 r (> < q ，所以 q 必为某 

个线段 [ A 。 ，■^: ] ，而6 (rj = 士 Cr t 。 + >2^ ) ，同样，6 ( r A ) = ( 々 ^ x t . 但是从上面的作法可 
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知，7^的顶点必不能尽取 r i + 1 的顶点，所以 } — ■定是 } 的一 ■个重 新排列，而 

J 

b ( r k ) = \ x t 就是 6 (%) .当然，我们应该来证明〈6 ( r (> ) ， b ( T) ，…， b ( r A )〉确为一'个单 

i 二 0 

形.为此，只要证明它的顶点为仿射无关的即可.这是容易的.为方便起见，我们令5 = ( x (> , …， 
%>，则 

( 厂 ） = 2 = U) + 今 + … + k^h^ X() 

t = () i = () [丁丄尸 0 厶 《 T 丄 

( X i \ ^<k 

+ 

若它等于 0 , 由，…， &} 之仿射无关性，立即有 ； u =0,依次代入前面各项又依次有；= 
X k _2 = *" = A 0 = 0. 

还要注意， A 之重心重分1 )(%) —定成一复形，即它的各个小的 A 维单形〈6 ( r D ),6 ( q )， 
…， b(T h )) 均规则地相处.这在直观上是很清楚的，但是应该要证明.由于我们在这里并不是想 
要讨论代数拓扑学,所以不停留在这个问题上了 .但有一点应该提及，即在重心重分以后所得到 
的小的单形的定向应如何确定？从形式上看，每一 ■个 小单形〈6 ( r(>) ，6 (q ) ，…，6 ( r 。 ）〉中< 
r m , 所以这些顶点已经有了一个自然的定向，但是这个定向与原来的单形之定向却不一定协 

调.例如，6 (rj —'定是某个顶点： c t ， b (t ') 应是线段 （& ，:^ ) 的中点，但是在原单形中（:^， 

KJ 1 0 0 1 0 

& ) 的定向不一定是由:到 X ,而可能是相反，例如图7-5-3之左.现在我们要调整如下，我 

Z 1 z o Z 1 

们已说过， { i (r i x » *"» i k ) 一定是{0,1，…，々}的一个排列 ？ r ， 于是我们规定小单形 (b ( r 0 ) » 
b ( t ') ，…， 6 (q )> 的定向应取为 sgn tt 〈6 ( r (> ) ， 6 ( q 、，… ， b ( r A )〉 ，图 7 - 5 - 3 右就是调整以后的 
定向. 



我们当然要对5反复作重心重分，例如作出 D m ( a ) = D • D . D ( fj )( 共 m 重），而看 m 

— co 时它是否会缩为一点.这时就要问了，在 V 上我们并未赋以度量，怎样来考虑极限呢?事实 
上， VgR % 在 R " 中当然可以作出极限，当然可以给出度量（见第六章）而不必要有欧氏度量(这 
一点与体积不同，要定义体积却是需要欧氏度量的）.而且第六章中还指出了， R K 中各种度量均 

是等价的.例如两个点 A = (:^，…， Xp 与：= G ^， …， W ) 之间，用 I x \ — x \ I » 
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sup I x \ - X*2 I ， \ x \ — x \ \ p ^ p ip 1) 作距 Nl 均无不可.所以下面我们直接与 I ：C - y I 

1 i 

k 

表不二点的距离，于是令 (7 = ( 2 ^, ，: r ' ，…， x k ) 为 一'个单形 * x -> y ^ (7,于是 3 ； = X t x t » 0 ^ ^ 

1 = 0 

1，= 1，所以 


5 


i < 1 


I ^ sup I 


I ^ sup I 


这里我们再把： r 写为 : r = 然后再用上面的推理.作重心重分后，我们只要讨论 I 6 ( r )- 

bijJ .) I 即可，于是设 r </^ b ( z ) 是一个 Z 维面的重心， M ") 是一个 m 维面的重心，/ < m < 


焱，于是 


为了避免符号过于冗长, 


I + 

J 

就写成 


iS 

丄：_ a 


("j 


~T 〉: 工 i" ■ 

丄， J 


,.，这样利用单形为一凸集，即知 


( r ) — 6 (") 


< s 




6 (") 


^ sup 


z 


< 


sup 


2 




sup 

j^j 


x j 


< 7-^-(^ 之直径）. 

k + L 

由此可知，当无限地作重心重分后，单形 5 将缩为一点. 

有了这些预备知识以后，我们可以开始讨论积分了 .我们首先考虑一个々形式 m = a ( x ) dx 1 
八 … A 在一 ■个 々单形％ =〈: c 。 ， :^ ，…， 上的积分.这里遇到了关键问题 ，即 如何处理体 
积.如果在 R H 上已有欧氏结构，而且不妨即设 （ x 1 ，•••，/)为笛卡尔坐标，则切空间有一个 o . n . 

基底 { q ，•••，&}= |^— y > *** » x } . ( dx 1 ，…， d : c A } 则是余切 S 间与它对偶的 《. n . 基底.如果记 

a k 之棱为切向量 { 巧，…，巧}(实际上例如 v x = Xy - x {) ) ，而且 

A = A [ 辜 j (注意以为实常数）. 

于是 dr 1 A … A d / 作为々 阶反对称协变张量，易知 


〈 dx 1 八…八 dx k : ，…，％〉= det (M ) 〈 dx 1 八…八 Ax k ; - — 厂 


d 

d 


二 det (A;) 二々！ vol (a k ). 

今取 w 之系数 aCx ) 在％ 的 重心仏 处的值 a (&), 并且作出第一个“黎曼和”. 


S x ( a )^ (7 k ) = -^ j ( a ( b k ) dx l A *" A ， … ， > = a ( b k ) vol ) » (10) 


这里 ％ (1) 就是 (10 ) 式前的因子^ T 来自： det (Ap 是々维平行体的有符号的体积.乘上 fy 后才 
得到 单形％ 的体积 vol (%). 
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往下的作法就很清楚了 .作％ 的二次重分 D 2 (%).它是一个链，由具有适当符号的 A 单形 
构成.对每个这样的单形，仿照 （ 10 ) 作出 

S 2 ， cr ⑵ ） = 占 (a (6E ) dx 1 八…八 dxS 幻 i ⑦， … ， vf )、 ， 

i 

= 2 a - 

然后再作出 4 

S m ( ⑴， ( 7 ( m) ) = i\ … t\ Ax k ； 

t 

vf 、…， vf ) = 2 a ^^)vol (々';)• (11) 

i 

我们考虑的是 V 上的光滑微分形式，所以应该看到 a Cx ) 在有界闭集^上是连续的，因而是黎 
曼可积的，因此当 m — 00 时 ， Um ( to , f 7 (m) ) = a ( x ) djc 1 … d / 是存在的.所以，我们有理由给 

m 一 00 ^ 

% 

出 

定义3 若 aj = a ( x ) d : c 1 A … A dV 在中包含 某个々 维单形％的区域中是光滑的々形 
式，则定义 

f* /* 

a ) = a ( x ) dx 1 '" Ax k . (12) 

J w 

对这个定义应该作一些说明.在定义3前的一大段文字并没有证明什么，而只是解释为什么 
要这样定义.古典的积分定义的主要思想，如果给以不严格的表述，就是 ：把一 个函数 a ( X )，乘 
上“无穷小的体积” dx 1 … d /， 再加起来.现在则是，把一个微分形式 w 中的“体积元素” dx 1 八… 
/\ d / 作用到“无穷小单形”乂巧上并乘以 a (^ r ?) 然后再加起来，二者实在是很相似的.问题在 
于“上在没有给出度量以前，是不能定义体积的上当然可以给出度量，而且可以给出许多 
种: 每一个度量就是一个正定的1阶方阵 ( gy ) .上面的讲法则是指定用单位矩阵 J 作为 （ A ). 当 
然会问，如果给出其它度量又当如何？结果当然会有不同，下面讲到函数（而不是微分形式）在黎 
曼流形(上面当然已经有了度量）上的积分时会要回答这个问题.可以说其结果无非相当于对系 
数 a ( x ) (即“被积函数”）作一个修正而已.这时整个理论不会有本质的改变.但它究竟告诉我 
们，微分形式的积分本质地依赖于体积概念.体积是可以“定义” 的： 用不同定义的体积将得到不 
同的积分值.真正的问题是上本来没有体积，要先给出体积定义以后，才能用这样算出的黎 

曼积分 a Cr ) dx 1 … dr A 作为 a ; 之定义. 

J 

a a 

我们的作法当然有些偷巧.既然知道 dr 1 … /\ dx A 作用到，…，％)上以后可以得到一 
个“很像”体积的东西，何不以它为基础建立一套测度和积分理论而要将它归结为通常的黎曼积 
分呢?如果那样做就太麻烦了 .回想一下古典的黎曼积分定义是很麻 烦的： 一维情况好说(现在几 
乎一定要考虑高维问题），在高维时，我们需要把积分区域分解成若尔当可测的小区域（而什么条 
件下一个区域才是若尔当可测又是麻烦事），现在我们只分划为单形，而单形又只允许作重心重 
分，这当然容易多了.特别是把它化成了黎曼积分就不必操心证明这个“很像”体积的东西是否 
具有有限或可数可加性了 .可是以单形及其重心重分为基础来建立积分理论真正的目的是为了 
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突出积分的组合学的侧面，表现在下面的斯托克斯定理上. 

根据同样的“偷巧”的办法，有许多关于积分必须要证明的结果将都在其较一般的情况下， 
即流形上的积分中，一并证明. 

最后还要提一'下，我们的 v«l (% ) 是有符号的：若将％的定向反转，成为 - ％则 det ( Ap 将要 
反号，于是 



这可能是微分形式的积分与通常函数的积分最重要的区别.也很清楚，若有一个由々单形, 
i 二 1，2,…， Z ，（/ 为有限整数）所成的链 

I 

c = G Z (14) 

(这里 Z 指整数集），则可以在链上求积分而有 

p I p 

(jo 二 X t w . (15) 

i 1=1 i) 

2. 斯托克斯定理许多数学家认为斯托克斯定理是整个数学中最深刻的定理之一.其实, 
在19世纪中叶有许多类似的定理都差不多同时被人提出，例如局斯、格林的定理.对之有贡献的 
数学家与数学物理学家还可以举出许多.它之所以重要在于它几乎是自明的，而这又依赖于彻底 
地弄清楚它所涉及的概念.同时它有十分重要的推论.由于它十分重要，我们宁可多花一些篇幅, 
在 R ra 上与在一般的微分流形上各讲一次，这样可以更清楚地理解它所涉及的概念. 

斯托克斯定理设5为一有向々维单形 ， o > 为5上的光滑的 a -1) 微分形式，则 

Jdto = co . (16) 

证我们最终将在一个微分流形上 4 明类似 7 定理，那时我们也将给出其准确的提法.所以 
现在我们仍只限于说明，从组合学的角度去看，它究竟是怎么回事. 

上面我们说过，若= ( x (> ，>2^，…，贝 [I 

1 

3(7 = (— 1) 1 ( r 0 ，…，:，…， x ) ， 

我们看左、右双方的黎曼和，而且首先 i a 未作重心重分的情况.对于 （16) 的左方，它是 

\ 

(doj ， cr) = p (dco \ x = bi( 7 ) \v x ^'^v k ). 

但是上一节中的 (21) 式(我们只对 a ; 为1微分形式的情况证明了它）告诉我们 

k 

( d ⑴ \ x = h (. a ) :巧 ，…，= ^] (— iy ~ l D v 〈⑴； A ，…，负 ，…， \ x = h (.^) + 其它项. 

1=1 1 

这里“其它项”形如（⑴ （6 ( cxj )) ; Lv t ，巧]，％，… ， 负，…， A ，… ，叫〉 ，而且就表 示在巧 方向的 
方向导数，亦即 （9) 式中的％ = 4 &.但是％都是常系数微分算子，因此互相间都可以 交换: 

OJ ： 

U ，％ ] = 0,因此“其它项”是不会出现的.故 
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1 k 

Sj (dto ， （7) 二 -^7^] (— 1 ) J 1 D v ( a ) ib (cr)); ，…， q ，…％〉 . (17) 

再看 （16) 的右方，相应于它的黎曼和是 


S, ( w . da ) 


(k - 1) 


2(- 1枚(⑴, 




% = ( r 。 ， … ，:，…， xP ， 当 j > 0时它是由 ，…， 巧 ，…， 巧 } 构成的（々 —1) 单形.但是当 j = 
0时 f 7 0 = » "' •> X k ) 的棱是{叫= A — X i — V t — V { ) * i = 2,…，左■因此在 & (⑴，(7 0 )中 OJ 是 
作用于 xe ; 2 八…八叫= ( 巧 - V ') … - V ') 的.把 w 2 八…八 m 按巧 展开，其第 

一项不含％而是％八…八巧.含*^的“一次幂”者是在 （ t; 2 ，… ， v 3 ，…， v k 、 中以 - 巧代替巧， 


其它项则至少含两个％作为因子，外微分形式 w 既是反对称协变张量，则它作用于含两个(或更 


多）相同因子％的项上自然为0,因此 


S! ( co . da ) 



lY ' S , (co (〜），) 



'y^ l (w ib } ) ， 〜〉 


ik 


2 (- IV ( ajCb ,) 




公, ，…，％〉 


(18) 


(A 1 1) ! 文(— 1) 广 1 ( ⑴ (占 o ) ，幻 1 , •••,$，•••, v h ). 

这两项不同在于，第二项中是在~处取 w 之值，而第一项则是在5之第 j 个面~之重心~处取 
之值.所以 

1 k 

• S ! (⑴， 3 cr ) 二- j " y[S (- 1 ) 广 1 〈[⑴ (办 0)- ⑴ (4 )] ，，…， A ，…，％〉 . 

下面是关键的一步.应用中值定理 - o; %).在微分学一章中我们就指出过，对于多元 
函数，中值定理一般不成立，而只能用一个不等式来代替.现在注意单形5对其任何一点都是星 
形的，因此连接~与卜的线段 {?& + (1 - t)b r {)<, t < 1} 恒在5内，而 to 在这个线段上确实 
是单变量 f 的函数，因此可以应用中值定理（更准确地说是应用专用于一元函数的拉格朗日公 
式）而知在此线段上一定可以找到一点~使 


Co (办 0 ) - oj (.b』') — D w . (Cj. ) ( 6 〔) - b- 

这里 D w 是沿（6。，匕）线段的方向导数，而因 

] 3 


=士 - = 士 (A — = 士巧， 

1^() 

所以就是％方向的向量，从而 

I 

a> (6。）-⑴ ^bj ) — —^Y) v (cj) Vj. 

代入 （18) 即有 

1 k 

S { (co^da) = (- 1) J_1 D W (⑴ (q) ，，…， q ，…，％> ■ (19) 

把 (17) 与 （19) 比较，其差别一是在 ^ 处求值，一是在6 Or ) 处求值.但在经过多次重心重分后 
b (A 与 q 会任意接近，而且若以重心重 分后々 维单形之直径作为无穷小之阶的标准，则每一项 
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之差均为高阶无穷小量.按照黎曼积分的标准作法，其极限又会相同.由此即得斯托克斯定理之 
证. 

认真分析这个证明，首先我们应看到这个定理是微积分基本定理的推广.因为若5是1维单 
形即区间 ，: ^ ] 时， o ； 应是 0 形式，即 一 '个 C °° 函数/ ( x ) ， do ; = ( x)dx ，而 oj 在 9 c = } 
- w 上的“积分”现在成为 /( A ) -/(&), 斯托克斯定理就成了 

f (x)dx = /G^) - /( 工 0 ) . 

J X 。 

当然读者会说，这里对 /Cr) 光滑性要求过高.整个第四章可以说正是围绕可积性而来，那么何 
必那么大张旗鼓地讲斯托克斯定理是它的推广呢?大凡一个重要理论总有许多不同的侧面.以定 
积分为例，它的积分区域构造极为简单，可是古代不明白什么叫可积性.到柯西解决了连续函数 
的积分问题.以后，不连续性问题提到议事日程上来，由黎曼、达布终于又提出了可积性的理论. 
后来出现了勒贝格的理论，我们在第四章中正是这样展开这个理论的.可是这只是问题的一个侧 
面.当我们看到，特别是在物理学中的曲线积分与曲面积分，其积分区域的几何构造(准确些说是 
其拓扑特性）变得十分复杂时，就发现微分流形上的微分形式之积分成了不可避免的对象.这 
时，研究积分的几何、拓扑侧面就自然凸现出来.而斯托克斯定理就自然成了人们注意的中心.法 
国大数学家托姆 ( R . Th « m ) 说过一段 话：“ 要问我最深刻、最困难而又有具体的不容置疑的物理 
解释的数学定理是哪一个?对于我，斯托克斯定理当属首选.这与下面的事实 有关: 外微分是一个 
十分神秘的观念，它的真正的实质,我相信，还藏在谜中，尽管它的形式定义是如此简单（转引 
自 D . Leborgne，Calcul differentiel et geometries 1982, 146 页）. 

在上述证明中最令人注意的是什么？一是中值定理的应用.从我们在第四章§1中介绍的达 
布关于微积分基本定理的证明中，我们就看见这个定理的作用，在讲到泰勒展开式的积分余项 
时，也是利用点与点的连线当: C 与充分接近，全部落在所考虑的区域内，因而可以利用积 
分中值定理（也就是拉格朗日公式）.在庞加莱引理和这里则明确提出了区域的星形的概念.它与 
在拓扑学上重要的可收缩性概念相关.我们要指出，在许多其它重要定理中，也都会以类似形式 
应用中值定理.二是组合方法的应用.即在本书中这也不是第一次了 ：达布 对微积分基本定理的 
证明就是利用了一个极其简单的组合学 事实： 

N 

F ib ) - F ( a ) = F ( a N ) - F ( a „) = ^ [F (屮）- FC ^^)]. 

我们也指出过，分部积分法，无非就是连续形式的阿贝尔 i 和变换式 

N N 

( a k - a k -\) ^ b k — b k + i ^ a k ^ a ^ = b N+] = 0. 

现在斯托克斯定理的 \ ^明，以及它的基础:形的边缘与复形的边缘计算公式中的符号的选取， 
都是使用了组合学的技巧,其目的在于正负相消得到十分简洁的结果.我们在前面说积分学还有 
另一个侧面即组合学的侧面，就是这个意思.当然，积分学不止是一点组合学，还有“一点”逼近， 
“一点”极限.其实，这里讲的“一点”也都会成为大文章，下面还要再说.现在我们想告诉读者的 
是这样一个 事实： 贯串在整个数学中有一些最基本、最简单的思想和方法.但是它们变化万千，丰 
富多采.我们学好一门学问，最要下力气的正是用一切方法掌握这些为数不多的基本思想，基本 
方法，以达到返朴归真.可是没有多年独立的钻研，这是绝做不到的. 
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3. 微分形式在流形上的积分以及一般的斯托克斯定理 本节中我们恒设 M 是一个 n 维可 

定向微分流形. 

微分流形上的积分理论有两个最重要之 点：其 一是这个理论应该是与坐标无关的.其二是斯 
托克斯定理.第一点我们在一开始就提到了，它其实就是坐标变换公式，它可以由式 （1) ，即 



得出.如果 L 7 是 R ra 中的一个复形， p ( L 7) 在 M 上. M 是弯曲的，其上本来没有平直的单形和复 
形.是否可以设想， p 把复形的结构映射到 M 上，即将 M 分成许多小块，每一个小块 L 7 是一个;7 
维单形5之像，而 cr 之面，分别映射到 L 7 的一个低维子流形上?如果可以，就称 L / CM 是一个々 
维奇异单形.称它为奇异的是因为由^到以的映射 p 允许很“奇异”，甚至不一定是一对一的.这 

些奇异单形的形式和称为奇异链.如果存在这样一个映射，就说 M 可以三角剖分.如果这 

i 

个映射是 C 00 的则说 M 可以 C °° 地三角剖分.那么， M 是否可以 C ™ 三角剖分呢？从20世纪30年 
代起这就是一个重大问题，因为它关系到能否把组合的方法用于微分流形的研究.这里有惠特尼 
(Hassler Whitney ) 的三角剖分定理，指出每一个 C ™ 微分流形一定有 C ™ 三角剖分.这个定理的 
证明太复杂，不妨留待读者有志于更深入地讨论流形的拓扑学时再去研讨.现在我们用另一种方 
法来讨论，这就是应用单位分解. 

在微分流形 M 的定义中我们加上了 M 为豪斯道夫空间并且适合第二可数性公理的要求 
(§2)，那时我们就指出这样做是为了使用单位分解.其实前面我们已多次这样做了，现在再比较 
明确地讲一下定义积分的过程，它是应用单位分解方法的一个典型例子.所谓单位分解就 是：在 
上述关于 M 的限制下，若 M 有一个开覆盖，则它必有一个局部有限的子覆盖 { U ^， 即每一点 P 
必有一个邻域与最多有限多个 K (设为 U ' ，…， U k ) 相交： LT , H W ^0 ,i = 1,2, …， L 然 
后可以找到一族 C：T ( M ) 函数％，称为从属于此覆盖的单位分解，使每一个％的支集 supp &必 
含于某一个％中，# = 13( a ) (不说是含于 R 中，因为{%}不一定与{%}用同样的参数标记，而 
且同一个 supp %可以含于好几个不同的％中，我们选定其中一个并记为 /?(«)), 这些函数的支 
集 {supp —定是局部有限的，而且 

= 1. ⑽ 

后一式要注意，因为有局部有限性的要求，每一点 P 至多含于有限多个 supp %中，所以上式形 
状上看来是无限和，其实在 M 之每一点上都是有限和. 

现在我们讨论具有紧支集的 n 微分形式 o ； 在 M 上的积分.限制 m 具有紧支集的作用如同在 
黎曼积分中避免反常积分.实际上，令上述 { R } 是 M 上的局部坐标邻域系，作从属于它的单位 
分解{%},于是由 （20) 有 

CO — 〉: ( p a CO ~ ( i) a . C 21) 

a 

而且因为 supp CO 为紧，它最多与有限多个 supp ( p a 相父，因此上式确实是一 ■个 有限和.其每一 ■项 
可以写为 

co a = a a A …八 dx n •> (22) 
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( x 1 , …， x n ) 是中的局部坐标，而 a ff ( x ) 不妨认为是定义在整个 IT 上的，只不过在 V ；= 
9a l ( U a ) ( ZR n (外是 中的坐标映射）之外 a fl Cr) eO . 这样 a fl Cr) G C ( 7 ( IT )， 这个函数的黎 
曼积分没有一点困难. 

于是我们得到了 R ra 上的 n 微分形式，其积分是可以定义的，当然要对 R n 赋以典则的，即标 
准的欧氏度量.对 (21) 式之每一项作类似处理后，即可看出，应有 

定义4 设 M 是一个可定向的 n 维微分流形是 M 上的一个具有紧支集的 n 微分形式, 
则我们定义在 M 上的积分为 

<* f* f* 

co = co a = a ( x ) dx 1 … dx ra . (23) 

M a M a R ^i 

与定义 3 比较,在那里我们并未假设 m 具有紧支集，但是积分域是一个 单形& 或者是有限个 
单形所成的链，因而是紧的.这也是为了避免反常积分那样的困难. 

为了说明这个定义的合理性应该回答两个问题 :首先 ，若采用不同的单位 分解; 其次，若对同 
一个％采用不同的局部坐标系，所得到的结果是否一致?若不一致，则这个定义是不合理的. 

第一个问题很容易回答.因为若有另一个可能是从属于另一个局部有限覆盖的单位分解 


{^}，0 < 办 < 1，1 = y] 0 g， 则应定义 


OJ = 〉: < p ^ • 

4 ^ M 


2 [% ⑴ = 2 [2 f (9»] 

a M a ^ M 

S _S [ 2 


= 2 vV ° • 

^ M 

所以采用不同的单位分解并不影响定义. 

其次，若在积分区域中 K 中有两个局部坐标系 ( V .0) 与 V = ^ Uj.w = 
0 _1 ( L / J , 而且局部坐标分别为（ X 1 ,…， /) 与 （y ,…， /), 则有微分同胚 F V — W,x = < p ( y ) 
而有两个表达式 


Oi )^ — ( Z , 


( x ) dx 1 A … A dx " 1 = A a ( 3 ；) d ;/ A … A d ;/ ， 


Cr) = A a ( y ) 


3 ( y ，•••，/) 

3 Cx 1 ， … ， ) 


因为我们已设 M 是可定向的，当然可以要求所有的局部坐标的定向是相协调的，因此 

3。，…， /) > 0 .亍疋 

co a = a a ^x) dx x dx n = A a (v) ^ ^ x ’ - ’ ^ n ) 、 dx 1 '"dx 1 

. J J oKx ，…， X J 

=[A, (y)dy l —dy n = f*A, (j)d：/ A … A d/. 
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正如本节一开始时就强调指出的，我们要讨论微分形式而不是函数在流形上的积分，正是因为微 
分形式在局部坐标下的表达式自动地含有我们所需要的变量变换公式，而假设 M 是可定向的就 
可以保证雅可比行列式中自动地会出现绝对值. 

有了定义4以后，关于流形 M 上的积分之性质，有 

定理2 若以 下的？ 7微分形式均在可 定向? 7维微形 M 上具有紧支集，或 M 为紧流形，则 

f* f* /* 

( 1 ) ( A ^! + A 2 ⑴ 2 ) ~~ A I CO j H~~ A 2 j ^2 A j t A 2 为实数. 

M M M 

(2) 若将 M 上定向反转,记所得流形为 - M , 则 

f* f* 

O) 二一 CO . (24) 

-M M 

证明很简单，现在均略去，不过要说明，它们上的积分也都成立. 

这里我们要对 (24) 式多说几句.通常的微积分教本中讲曲线积分与曲面积分时，总分成第 
一型与第二型两种.其实所谓“第二型”就是在一维流形（曲线）或二维流形（曲面）上积分.在那 
里我们是说函数的积分，现在则应说是微分形式 Pdx + Qdy + Rdz 或 Pdjydz + Qdzdx + 
Rdxdy 的积分（前者是曲线积分，后者是曲面积分）.不过曲面积分我们是写成 Pdj A dz + Qdz 
A dx + Rdx A dj . 第二型曲线积分适合 (24) 是人们都明 白的： 

Jpdj ： + Qdj » + Rdz = — Jpdj ： + Qdjy + Rdz . 

AB BA 

对曲面积分我们则说在此曲面的这一侧或另一侧积分，而单侧曲面如默比乌斯带上是否可以积 
分则不涉及.其实这里也一样，我们只讨论可定向流形上的积分.不可定向流形上如何积分是另 
一个理论的内容.通常微积分教本中讲曲面的侧时例如 是说： 在曲面上指定一侧，如果我们头向 
这一侧站立，则在此曲面上规定逆时针方向为 正向； 另一侧就是，如果头向下倒立时看见的逆时 
针方向为正向，所以两侧有相反的定向.之所以可以这样做是因为我们承认曲面是在三维空间 
(即其包含空间）中的，所以有头向上、向下之说.现在的流形 M 则没有包含空间.所以无所谓 
“侧”.要规定其中的正向，就要规定好流形之定向.不过我们有时仍借用“侧”的说法，而把 (24) 
式说成是在 M 之不同侧上的积分反号.至于第一型线积分和曲面积分，只不过是采用弧长或曲 
面面积作为测度.它们都是正的，这与前面讲的黎曼或勒贝格多重积分是一样的，所以没 

有与 (24) 相应的性质.也可以说，本书前面讲的多重积分是“第一型”的，但是定积分 

V (X 

却是第二型的，因为它有与 （24) —样的性质. 

本节一开始我们就指出了微分流形上的积分定义必须是与坐标的选取无关的.因此，积分中 
变量变换公式起了根本的作用，其实这个公式是一个更一般的定理的特例.设有两个 n 维微分流 
形 M 和 iV 以及一个微分同胚 pM — IV ,若 是 N 上的一个具有紧支集的 K 微分形式，则它在 
M 上的 拉回： < p \ 是 M 上的一个 n 微分形式，而且也具有紧支集.这时，我们有 
定理3 若 p , M , N 均如上述，则 


这里 e = ± 1视 P 为保持定向或反转定向而定. 

证在必要时引用上面所说的单位分解，我们可以设 C = supp U 是 iV 上一个坐标 
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邻域，而坐标映射/: u — R n ， f ( c ) [ far ) 中的局部坐标为 （ y ,使得 

a) = a ( 夕 1 ， … ， /)djy 1 八…八 dy' 

不失一般性，可以设 p _1 ( L 0 在 M 的一个坐标邻域中，其局部坐标是 G ； 1 ，…， /). 于是 

<p* w = A Cr 1 ， … ， x" 1 ) dx 1 A … A dx n t 

而且 

a (^ ... 〜 n '、 — n d ... 為，、 ^ ，… ’>* ) — Pn ( i ... n \ ^ ’ _ ’ y ) 

的’ 1 ; ⑹，…， /) • 


A ( x 1 ， ••• ’ x H ) = a ( y ，•••，;/ 


3 ( x 1 ，…， x " 1 ) 


所以 


(p 0) 


=A ( x 1 » x n ) dx l m "dx 


(/，•••,/) :… dx 1 … dx ' 
3(xV-.，x ) 


(y ， ". ， /)d3 /… dy 


必要时应用单位分解就可得到 (25). 

在上面的证明中， M 与 N 是可定向的是一个重要条件.因为不然的， e 可能在不同坐标邻域 
上不同.但是退一步说，还得 M 与 N 都是连通的，否则在不同的连通分支上 e 可能各取+ 1或 - 1 
而不同.这些都是很容易理解的.重要的是要明白 p 为微分同胚是一个本质的要求，否则的话 
(25) 会不成立，而要改为 


/ 0 ) 二 edeg (p co . 

M 9 lM ') 

这里的 degp 是一 ■个 整数，称为映射度 （deg ree of mapping ). 粗略地说，就是 N 被 p ( M ) 覆盖的次 
数.其实在前面讲到微分形式的拉回时，就出现了这个问题，不过我们没有深究. 

如果 M = N , 定理3就是积分的变量变换公式. 

现在我们要进到流形上的斯托克斯定理的证明.它是本节最主要的结果.我们先叙述这个定 
理，并详细解释其中涉及的概念.在做完了这一切以后，读者会看到，它几乎是自明的.其实前面 
我们已经指出了，这个定理的证明正是依赖于彻底弄明白它所涉及的概念. 

定理4 (斯托克斯定理） 设 M 是一个可定 向的; 7维微分流形，而且具有光滑的边缘 3 M ， 若 
w 是 M 上的具有紧支集的 （n - 1) 微分形式，则 

r * r * 

do > = a ). (26) 

M dM 

带边的流形在 §2 中详细讨论过.它就是这样的流形，即§2图 7-2-4 中的区图 { R } 有 
两类，一类同胚于 IT 中的一个开集，另一类则不能与任一 IT 开集同胚，但同胚于半空间= 
lx；x G >0) 中的一个开集如果作为 IT 的子集，借用 IT 的拓扑，则以 二 0上的 

点为边界点中既然含了若干边界点，则作为的子集就不能看作是一个开集.但是还可 
以赋予 R n 的子空间的拓扑，在这个拓扑下，自身就是一个拓扑空间的全空间，它就应该是一 
个开集= 0上的点在这个拓扑下就不能再看作边界点了.它们也不可能是外点，因为所谓全 
空间就是包罗万象，无所谓外.这样一来，凡讲到上的连续函数、光滑函数、连续映射……按 
我们通常的说法，即按 IT 的观点来看，都应该指连续到边、光滑到边……从微积分学的观点来 
看，一个函数或一个映射在区域内光滑或者光滑到边，有严重的区别，常造成极严重的困难.但是 
按 / T 的观点来看，却都是题中之意，本来就是这么一回事.例如我们说某一个 R 属于第二类， 
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而 K 中有一点 P (不能问仏外的点如何，因为流形的定义是讲 R 内的点与 R n 或的一个开 

集同胚）对应于氏中:^ = 0上的某一点戶，则 P 在中的一个邻域（图 7-5-4 的右图中的 
阴影区域）必与 M 中含 P 的仏（图7 - 5 - 4 左图中的阴影区域）同胚.而中含 P 的子集 

应该同胚于 iT 中：^ = 0上含戶的子集 A 云.于是 M 中的点是否可以分成两类，一类与的 
某一子集中/二0上的点对应，一类则与中适合/ >0之点或与 IT 中之点（自然也可以设 
此点适合/ >0) 相应？关键在于弄明白，决不可能有一个点 P G M ， 在某个坐标系 （ x 1 , …， /) 

下与/ >0的点 Q 相应，而在另一个坐标系 ( y ， …， /) 下则与 y 1 = 0之点亡相应（图7 -5 - 
5) .这是因为，如果这样的点存在，则必有图7 -5 - 5 上的两个开集(右图是 fT 中的开集）即阴 
影区域通过迁移函数的0。成为微分 同胚： 

y 二① 1 Cr 1 , …， X "). (27) 



而且其雅可比行列式 det 乒0 —直到边.“一直到边”四个字很关键.我们可以假设 

9 (x ，…，: c ) 

它 >0.如果没有“一直到边”四个字，则只能假设它 >0.这里不会有= 0倒不是极限问题，而是 
因为由微分流形的定义，0。既是一直到边的微分同胚，则其逆也是一直到边的微分同胚，所 

以其逆行列式 det ? ( 广: ，…， 芍? 必须一直到/ =0处都连续，这样就必须原行列式在/ =0处 

不为0.于是可以对 (27) 在 Q 点应用隐函数定理——这确实是一个 R n 中的定理而丝毫不受上 

面关于的拓扑的议论影响——知0附近必有一些点被 (27) 映到6附近/ <0处而与这些 
迁移函数0。是两个阴影区域间的微分同胚相矛盾.这样一来就看到了 M 中的点有两 类:第 
一类是图册中第一类区图（即 R a 中某个开集）内点之像，或是第二类区图（即中某个开集）适 
合/ >0的点之像.第二类则是中某开集中适合/ = 0之点的像.这两类泾渭分明，绝不混 
淆.第二类点之集合称为从之^，记作 3 M . 我们在第六章讲拓扑空间中简单地提了一下边缘 
与边界点之区别，现在就看得清楚了 .3 M 并不是一般拓扑空间理论讲的边界点之集合 .一 
是因为现在没有了包含空间的概念，所以没有了外点.二是因为我们 aM 之定义并不是它“不是 
什么什么”而是非常明确的它是什么什么 ：它是 中/ =0之像，与一个超 平面/ =0有密切 
关系，所以我们有 
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定理5 可定向的 n 维带边流形之边缘 3 M 是一个 （n - 1) 维可定向微分流形. 

证作 M 的所有第二类区图 （ L 7/%)， 记 V a = U a f ] 9 ~ a l i { x n = 0})， 则 {%} 成为 3 M 的 
一个覆盖，它与 R n_1 的开集％ ( R ) H = 0 } 显然是同胚的，而且{工 1 ，…，:^- 1 }是它的一个 
局部坐标系.现在只要找出不同的 n V〆 0 ) 之间的迁移函数，并证明它们是微分 
同胚即可.借用前文的记号，％ ([ 4 ) 中的局部坐标为（ V ，…， /) ， 

而％ =叫 n % 1 ((/ = 0 }) • / = 0 上之点一定被孙。 p : 1 映到 
/ = 0 上，这是前面证明了的.于是这个迁移函数的雅可比行列式 
就是 


吟 (^?) 



••• d y l 


dx l 

o 1 

ox 

O n 

ox 

O n~\ 

O n~\ 

… d y 

O n~l 

dx X 

o 1 

ox 

O n 

ox 

3 y n 

d y n 


d x X 

O ? 2 _ 1 

OX 

o n 

ox 



^ a ) 


左上角的 （n - 1 ) 阶子行列式在 


: y 


0 上的限制.这个限制成为 


ay 

... d y l 

d y 

dx l 

o a-1 

ox 

9 jo' 

O n~\ 

d y 

O n~\ 

… ^ y 

n - 

dx l 

O a-1 

ox 

3x 

0 

… 0 

sy 

dx 


-1 


O n 

zy _ 

o y~ 

ox 


3M 


ay 

… ^ y 

d x l 

d x 

dy n ~ } 

rv 

ay 

O n 

OX 

n 

OX 


zy _ 

O r. 

OX 


3 M 


dM 


dM 


就是我们要求的迁移函数雅可比行列式.今证% 

OX 


> 0 .注意前面关于光滑到边的讨论, 


BM 


£/ 

o ? 
o X 


ST 

1-— >0 


(见图 7-5-6). 但是它不可能是0,否则％。％ 1 的雅可比行列式为0而没有逆.因此> 
0. 因为我们已设 M 是可定向的，所以不妨设 f 之卜… >0再加上>0,即得 J >0. 

o \X ，…，X J ^ X q 

由此，我们不但知道了在 9 M 上{%}构成了一个微分流形的图册，从而 3 M 是一个 （n - 1) 
维微分流形，而且 M 之给出相同定向的局部坐标系 {( x 1 ， …， /)} 在： r H = 0上的限制也给出 
3 M 上的一个定向.因此 ,3 M 是有定向的.定理5证毕. 

以上我们只不过是解释了定理4的陈述中所说 M “具有光滑的边缘”是什么意思，现在我们 
来给出 

斯托克斯定理的证明 因为 w 在 M 上有紧支集,所以它只与有限多个坐标邻域相交.这些 

坐标邻域中有一些是第一类的，记为 L 7 a (1) ， 有一些是第二类的，记为 L / f . 我们不妨就用 
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L [ JU ( f ]U [yuf ] 代替 M . 如果用 Vg 记 U f f 中相应于 之边缘 x n =0 的点集，则 
= U %. 于是作从属于 M 之覆盖 { U ?, L/f } 的单位分解有 

— ^ (1) 丄 ( 2 ) — ▽ ⑴ 丄 ^ (2) 

= 7 j(p a O) + 7 i9e ⑴=? + 7 , 

a j3 a j3 

do> = do> fl (1) 4 - f Acof^ . 

M a M ^ M 

先看 | da ^ (1) .按定义它可以化为 t / a (1) 在 R " 中的像(仍记为 Uf ) 上的 R n 中之积分.因为 do ;? 之 

M 


支集不会超出 o ； f 之支集，所以不妨就设它的积分域是 r % 而被积函数形如 E e 

C ： ( R ra ), 但是由微积分的基本定理即有 


所以所有的 


「 9 F , 

. d ^ t 

R " 


dx 


= 0, 


dco ( f } = 0 . 

M 

再看 fdo ; f . 和上面一样的理由，可以设它的积分域是的一个很大的 单形& ，而这个单形有一 

M 

个面在/ = 0上，由于在单形上斯托克斯定理是成立的，所以 


( 2 .) 

• 

但是 cof 又是有紧支集的——在『的开集中，紧子集离开集的边界点是有一定距离的.但现在 
%是在中，它的支集可以直到=0,即上面讲的之像.但我们仍用表不 supp tog 在 
x n — 0上的部分，所以有 




Q ) 


do ; 


( 2 ) 


对/?求和后有 


因为 （1) 


00, 


(2) 


⑴/3 


da, 


2 


dco 


( 2 ) 


^ M 

0,所以综合以上结果有 


2 

芦 V, 


0)> 


⑴ f 、 


( 2 ) 


S 


⑴ f ) 


3M 


dM 


dco — co . 

M 9 M 

定理证毕. 

以上我们是将定理归结到单形的情况.上一段我们已讲了如何在单形边缘上规定定向以便 
使3 2 = 0,所以在以上的结果中 9 M 上自动有一个定向使斯托克斯定理成立.这个使得斯托克斯 
定理得以成立的 3 M 之定向称为由 M 的定向在 3 M 上诱导的定向 (induced orientation on dM ). 
我们现在来具体算出这个诱导定向. 

我们仍用上面的记号，并设在 M 中的定向（其实就是在坐标邻域％ ( L 7) ( ZR ra 中的定向）即 
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为（ X 1 ，•••，/).我们仍然在单形 CT 上考虑~是不必考虑的，因为在上04 = 0,因此我们只 
来看 U ^ p’.supp 叫中有一部分％位于3%的 {/ =0} 上，除此以外，在3%上叫=0,凡此 
种种均不必重复，而且下面我们都把下标/?略去.我们可以假设 to = a Cx ) dx 1 八…八 tix ^ 1 .因 
为⑴ 中其它各项均含 dx % 而在 3 c 之位于 {/= 0} 上的一部分中自然有 d / = 0,从而 co = 0. 
在 3 c 的其它部分上因为已设系数(例如 a ( x )) 是有紧支集的从而为0,所以 o ; 中其它各 项在如 
上全为0.这样我们只需考虑 


a CiOdx 1 A … A dx ra l 

J x n = 0 

把它化成 IT - 1 上的黎曼积分成为 


CO 


a 


(X) 


dx 1 八 … 八 dx 


n~\ 


a 


(X) 


d(j 


1 


dx 1 •••dx 


n~l 


这里 e =± 1 待定.出现一个 e 是因为我们还不知道％上的定向应如何决定才能使斯托克斯定理 


成立.于是我们再看 da > = dx n A dr 1 A … A dx n ~ l = (- 1) n ~ l ^ ( f ) dr 1 mmm dx n . 这 

J fj J o J o 

a a 

里不出现 e 是因为我们已规定了 f 7 中的定向是标准定向 Cr 1 . 于是由 f * dto = 应有 


£ 

\ a (x ) 

dx l mmm dx n l = 

(- lr - 1 



1 

/ 

Q 

x n =a 

( 

dx n 

7 


因为 a ( x ) 是有紧支集的，所以不妨认为它定义在整个上，而在 supp a ( x ) 以外恒为0,于是 
上式成为 


a 


(x) 


/-I 


dx 1 mmm dx r 


:- 1) 


x — 0 


dg Cr) 

o n 

OX 


dx 1 •••dx' 


但这是一个通常的黎曼积分等式，对其右方应用逐次积分，有 


da ( x ) 

O n 

ox 


dx 1 mmm dx 


dx l mmm dx" 


.n-\ 


da ix ) 

O n 

OX 


dx r 


a \x. 


dx l mmm dx' 




这里我们利用了 a 具有紧支集，因此当 i 


时 a ( x ) = 0 .代入上式即得 


e = (- 1)' (28) 

这就告诉我们上的诱导定向应使 e = (- 1)。 C 9 M 上的自然定向是 Cr 1 ， …，.这个 
结论与通常微积分教材上的是一致的，因为通常的微积分教材在这里都用了法向量.在 IT 中有 


了欧氏结构后（我们的积分理论正建筑在这一点上），切向量 &与余 切向量 dr 是一回事（§1), 

OX 

所以即/ = 0之内法线向量是，外法线向量是- dx ' 再注意到， R n 中的自然定向是 dx 1 
八 … 八 d:c % 而 

[dr 1 A … A dx re_1 ] A = ( - l) n ~ l dx n A [dx 1 A … A d， 1 ], 

所以 

[ R ra 的自然定向] = [内法线 ] A & M 的自然定向] 

=-[内法线 ] A & M 的诱导定向]=[外法线 ] A & M 上的诱导定向]. 

( 29 ) 
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就是说，若要求上的诱导定向，先把内法线向量放在待给出 M 的定向的诸向量之末，并且调 
节其次序使之与 R ra 的自然 一致; 再把内法线移到最前面，余下的反号即成上的诱导定向. 

看一 ■下 7? = 2和77 = 3的情况. 

n 二1 时，应有-[内法线 ] A L 3 M 的诱导定向]二 R 2 的右手系.所以只有 3 M 的诱导定向 
为逆时针方向才行.从这个方向看内法线总是看到它在左侧.所以微积分教材上都 规定： 沿曲线 
正向行走时，区域内域在左侧 .7/ = 3情况有些不同.图 7-5-7 n =3 的左侧，先是使 
[ q ， r 2 ， K ] 成右手螺旋即 R 3 的自然定向.所以若把&当作第一个坐标，则诱导定向必为 
Lt 2 A q ], 这样 [G A q ] 才与 R 3 的自然定向相反成左手螺旋系.但若把内法线 & 变成外 
法线& ，即从 M 外侧看 3 M ， 则从 r 2 转到 q 成了右手系.所以在一般的微积分教科书中讲到三维 
的斯托克斯定理或三维的高斯定理时，常说曲面的定向规定 如下： 如果“头朝着外法线方向站 
立”,则正向是右手螺旋系.这些规定都是通过具体的计算得出来的，而没有说明二维情况与三维 
情况正向的规定相互有何关系.至于在更高维的情况，这些非数学的语言如“头朝外法线方向站 
立”变得毫无意义了，而如何规定 3 M 上的诱导定向就没有办法讲了 .现在我们的讲法实际上是 
先证斯托克斯定理，再把能保证此定理能成立的 3 M 上之定向称为“诱导定向”.至此为止，和一 
般的微积分教本讲法一样.然后，利用外微分形式的知识得到 (29) ，即可适用于一般情况. 



图 7-5- 7 

以上讲的还不是斯托克斯定理最一般的情况，因为我们考虑的带边的流形至多也只是其一 
部分区图同胚于半空间的情况.所以它的边界可是说都是非常光滑的.而一个单形只有其低 
一维的面才适合这个情况.单形可以有棱、有角、还有顶点，而对于单形以及由单形构成的链，都 
可以应用斯托克斯定理.把这些情况都转移到一般的微分流形，就要求把单形光滑地映射到微分 
流形上去，这里就用得着微分流形的奇异同调理论，我们也只有在此止步了. 

4. 黎曼 流形上的积分 前面已经说过，要建立积分理论就必须积分区域上能够定义测度. 
一般的微分流形虽然是十分光滑的，有很好的拓扑性质，却没有度量性质，因此没有测度.所以我 
们甚至无法讲上微分形式的积分，而必须“假想 ” RU 上有了度量——以上我们都是“假想”它 
有欧几里得度量，然后才“定义”微分形式在 R n 上的积分.如果“假想”其上有别的度量，则积分 
的“定义”也要修改.这样，“假想”才有充分理由.真正的情况是，微分流形上不但可以有度量，而 
且有很多很多的度量，既然任设一个度量都可以定义微分形式的一种积分,则建立积分理论本来 
应是毫无问题的事了 .所以下面我们将先证明微分流形 M 上确有度量.可是，我们在上面还一再 
提到，微分流形上的积分理论必须是与坐标无关的.所以，我们上面不是讲函数的积分，而是讲微 
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分形式的积分，因为微分形式在坐标变换下会自动地提供一个雅可比行列式.而且当此微分流形 
为可定向时，可以使这些雅可比行列式均为正，因此会自动出现 I J I ，这正是在积分中作变量变 
换之所必须.现在，如果能找到一个与坐标无关的测度，自然也就可以直接讨论函数——而不是 
微分形式——的积分了. 

现在我们来证明微分流形上确有黎曼度量存在. 

定理6 任一微分流形 M 上均有黎曼度量存在. 

证 在微分流形的定义中即已包含了要求它是豪斯多夫空间以及适合第二可数性公理.主 
要的原因之一是为了构造单位分解.现在设 { L / a } 是 M 上一个坐标邻域组成的图册，而中的 
局部坐标为（^)=(<，…，<)，于是可以作从属于 { L / J 的单位分解{%}，见 (20) 式，不过我们 
现在将 M 上的点 P 标出，而得 

0<%CP)<1 ， = 1. 

a 

设 M 在 P 点有两个切向量 ，…， <) ， w ，…， xe ;: )，所谓度量就是通过给定的正定 

矩阵 ( P )) 定义 w 与 w 之一个正定的 内积： 

zv ) a = g f -f ( P ) « . 

现在用单位分解把各 个 R 上的内积“拼合”起来，就可以定义切丛 TM 上的内积 

(vy zv ) ( P ) = ' y ^ i ( p a QP ) g\f ( P ) v a zi / a . (30) 

很容易看出 （30) 适合内积的要求，特别是正定\生，令 

( P ) = 仏⑻々⑻， 

peu a 

即得所求的黎曼度量.证毕 

如果我们令 CP ) = 即在 P 点给出的是欧几里得度量，则黎曼度量其实就是由欧几里 
得度量拼合起来的.但是，在 T P M 上可以有许多不同的内积，对应于各不相同的正交矩阵，所以 
M 上也就有无限多种不同的黎曼度量. 

现在回到在 M 上如何定义积分的问题.上述度量是对于作为线性空间的内积来定义的.即 
令在 M 上给定了一个度量，还会因为局部坐标的选择而得到不同的表示.在通常的微积分教本 
中，我们总是认为欧几里得的度量（即& = 是最“自然”的，因而讲一维空间上的积分，我们 
总是用 dr 作测度.二重积分则一定是对 drd ； y 而言.尽管许多书上一再强调不要把它看成互相 
正交的 dx 和 dy 相乘，而要看成某一个整体(1&特别讲到某一个区域的可测性——若尔当可测 
和勒贝格可测——就必须这样.只在讲到富比尼定理时，才说 dr 是互相正交的两个轴上的测度 
dx 与 djy 之积.但是对于我们，把 dxdjy 与一个正交的坐标系联系在一起，这个阴影总是挥之不去 
的.这是有深刻理由的.在§3定义6中，正是借助于 R n 中某个度量 （ g y ) 下的系，来对任意 

具有相同定向的基底 { q , 来定义 R H 中的体积元 v / TlTe 1 A … A / . 对于黎曼流形.首先 
是采用黎曼度量 (&). 因为它是正定的，所以 I g " I = I det ( g v ) I = det ( g tJ ) = g ， 而且我们就以切 
空间上的外微分形式来作为 M 上的体积形式. 

定义5 设 M 为一可定向的？？维黎曼流形， （&) 为其度量，贝 U 对任一与此定向相协调的局 
部坐标系， 
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rj = -/~ gdx l A "* A dx n » g = det ( g tJ ) » C 31) 

称为其典则的（或自然的）体积形式(或体积元）. 

这个定义是合理的，因为仿 § 3 定义6之说明（见 （33) 式）知道 （31) 是与局部坐标的选择无 
关的. 

由于黎曼流形上有度量，所以霍奇*算子是可定义的，容易看到 

* (1) = dr 1 八…八 dx n . (32) 

定义 6 若/是 M 上一个连续的有紧支集的函数(或 M 为紧），则定义/在 M 上的积分为 

/» r * f * 

f 二 j /々 十 (/) 

M M M (^2) 

广 

=/ Cr ) v ^ dr 1 … dx ' 

M 

注意 (33) 的最后一项的写法.当积分区域 M 包含了不只一个坐标邻域，则一定要可以用单 
位分解将/写为/= ^ y ^ j ( p a = (而且由/具有紧支集或者 m 为紧，这个和只是有限和），而 

a a 

(33) 的最后一项应理解为 D |/ a ，这个技巧我们已经使用了多次，这里就不再详细说明了. 

2 M 



这个定义的合理性自然在于7?其实与坐标的选择无关 .（33) 的第二项(/卩就是一个微分形 
式 / T ； 在流形 M 上的积分. 

我们想回到通常微积分教本中对曲面积分的讲法，这可以帮助我们理解为什么说 （31) 是体 
积形式.设有一个曲面 M 在 R 3 中，我们把 R 3 看成它的包含空间.在 M 上取一个区域 D , 并设它 
对应于参数 （ m , 空间的区域 D (图7 - 5 - 8) .于是 D 可以认为是 R 2 中的区域乃在映射 

0： x = x (u * v ) * y = y Cu ^ v ) ^ z = z (u * v ) (34) 

下的像.设以 w 轴和 w 轴方向上的长为 dw ， dw 的向量为棱的矩形被映到 M 上的小区域 
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AyB . C , ……，我们设 dw , dw 为无穷小量并且来计算……之面积，直到相差一个高阶无 
穷小量为止.如果就用 dw ， dw 表不 AB ， AC ， 则 ABCD 之面积是 * ( dw 八 dw ) = Audv . 这里 * 是 
霍奇算子.当然用更初等的方法来表示，就是 M xM . 但是用外微分形式更好，因为我们可以把 
它们看成切向量(或余切向量，在欧氏空间 R 2 的笛卡儿坐标系下，二者并无区别），而当区域 D 被 
(34) 映到流形上之区域 D 时，这些切向量将被中在 A 点之切映射映到 M 的切空间7^财上，亦 
即映到 M 的过 A 的切平面上而成为一个平行四边形.这个切映射在局部坐标9下 

f >. 

工 u 工 v 

表为 y u ，所以 MAS 之像分别是 

( x u i + y u j + z u k)du ( x v i + y v j + z v k ) dv . 

而 AyBy C , ……之面积将成为 

* ( ( x u i + yj + z u k)du A ^ x v i + yj + z v k ) dv ) 

= [(ia — 3V： W )Z + ( z u x v z v x u )j + ( x „ 3 ^ — x v y u ) k~\dudv . (35) 

它是切平面上的小区域之面积而不是 M 上小区域的面积.我们说二者相差一个高阶无穷小量， 
至少应该先已明确了 M 上确有面积存在.在通常的积分学中，用准确的说法，我们是说这些切平 
面上小区域之面积和有极限，而面积和与其极限之差为无穷小量，现在我们暂不想去深究.只想 


指出 （35) 左方*后的外乘积就是面积形式(面积元）.怎样从这里衍生出来呢？下面马上就清 
楚了. 

(35) 是把面积作为一个向量来表出的，但是我们想把它的“数值”，即向量长算出来，经过简 
单计算，设 du^dv > 0,面积数值用 d(7 (d(7 > 0) 表示，有 

df7= [y ( y u z v - y v z u ) 2 + iz u x v - z v xj 2 + ( x u y v - x v yj 2 ]d“dt; 

=V 7 + yl + z 2 ) (4+3^ + 4) -(工 A + + z u z v ) 2 duAv 

二 V EG - F 2 dudv . (36) 

E = yl + = A x B x 2 1 ( du) 2 yG = xl + 3； 2 ^ + zl = C\ 2 / ( dv ) 2 , 

F = x u x v + + C ^/ dudv . 

E,F,G 的表达式在通常的微积分教本中都有，只是没有指出例如 £； = CS^) 2 /(d M ) 2 而已. 
但是，用向量表示面积终属不便.为此，我们在 MlAi 点取一个单位法线向量 n, 并使 
成为右手系.（或者说选《就是疋X x aTq 方向的单位向量）.也就是说，如 
果在 （w ，平面上再加上 w 轴使 （ m ， t；，w) 成右手系，则 （34) 保持定向不变.我们通常的说法是 
面 积元如 是在曲面 M 上 n 所指的一侧.这样做最大的优点是面积将始终为正.因为这时以 
(A^ bT .ATQ^) 为棱的平行六面体之体积(它一定是正的，因为三个棱的定向与 R 3 中右手坐 
标系定向一致）之数值与底面积 Ai&Ci ……数值一致.而体积是用混合积表 示的： 

* ( AyBy A A X C X !\ n ) = n * (A T x x A X C X . 

最后一式的来源是与 / I 有相同方向.按通常的向量公式计算又得 (36) 式.总之我 
们得到了一个正的面积的公式，而通常微积分教本中曲面面积公式 
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"EG - F 2 dudv 
n 

及其符号规定均由此而来. 

E , F , G 和度量有什么关系呢?在 R 3 中有欧几里得度量 

ds 2 = dx 2 + Ay 1 + dz 2 . 

以 （34) 代入，即得 M 上的一个度量 

= ( x u du + x v dv) z + ( y u du + y v dv^) z + iz u du + z v dv) z 

= Edu 2 + Fdwdt ; + + Gdv 2 . 


可见 E = g n ^ F = gn ^ G = g 2 z •» M \/ EG - F 2 = \ f ~ g . g = I g I ，因为 g 是正定的.可见 

VEG - F 2 du A dw 就是 M 上之面积形式価积元 - F 2 dudv = ^ (V EG - F 2 du A dw ) 就 
是面积. 

不过我们在 M 上给出的度量是由 R 3 中的欧几里得度量衍生（诱导）而来的.通常的曲线 L 
也是作为一个一维流形，放在包含空间 R 3 中，由后者的欧几里得度量即可诱导出 L 之通常的弧 
长公式.如果考虑一般的流形，其度量不一定是由包含空间的欧几里得度量诱导而来，我们就说 

A … A d : c n 是其体积形式（体积兀）.也应该说 * Cx /^ djc 1 A … A dx n ) = 
\/~~ gdx ] " m dx n ( dx 1 0) 是体积. 

求曲线弧长时，例如求圆周长时，我们既可以用内接正多边形求极限，也可以用外切多边形 
求极限.第一章介绍穷竭法时就讲到这一点.可是求曲面面积则不一样.很早就有例子表明，一个 
曲面简单如圆柱面，若用内接多面体求极限甚至会求出无穷大！但是对可微曲面，若用外切多面 
体求极限就不会有这样的问题.好在我们是用平面上的 ABC ……经切映射得到曲面的切 
平面上的……，所以不会有这样的困难. 

然而，研究黎曼流形上的函数的积分，主要目的却不在于此.现在，我们想要在黎曼流形 M 
上建立 L 2 理论.为了建立这样一个理论，本来不必要求 M 是黎曼流形，但是确实需要在 M 上能 
够定义正的测度.对一般的微分流形，当然也可以仿照定理6的作法，先作一个坐标邻域的图册， 
而在每个坐标邻域 L 4 中利用局部坐标定义一个测度，例如勒贝格测度 dp = dx 1 … dx % 再用单 
位分解把它们拼合起来，只不过这样作出来的测度没有对坐标的不变性罢了.而我们作出的黎曼 

度量以及体积形式也就给了我们一'个正的测度 da = * ( v ^ dx 1 八…八 dx n ) = "'' dx 1 > 

所以我们仍设 M 为一黎曼流形，其上有度量 (&). 

为了建立 L 2 理论，我们不必如第四章中那样从可测函数开始，而只要注意到， L 2 理论的基 
础是定义内积.如果有了两个纟微分形式 w 和&而可以定义其内积(请读者特别注意，我 
们这里没有用 k 这样的记号，并不是由于现在的^与^!是复的对象，而是因为我们在§3定 
理8中已用了 <0>^}这个记号而且马上就要再引用它），因此也就可以定义其范数 II II 2 = 
( a >， a ;)， 本来，我们讲的所有微分形式都是 C ™ 的，但是有了范数以后，就可以把它们按此范数完 
备化而得出 L 2 空间.至于 Um ) 的作法，在§3中已在 一个； 7维线性空间 R n 中定义了 { ㈣ 、 . 
现在取此空间为 T P M , 则之值因 P 而异成了一个函数.因为0；,7是(^°°的外微分形式，所 
以 { ㈣ 、 CP ) 是 M 上的 C 00 函数，今设它们都有紧支集(或者设 M 为紧)——这个假设的作用在 
于回避反常积分，前面已见过多次——我们有 
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定义 7 设 M 为一可定向的黎曼流形和^为其上的紧支集 C ； T /> 微分形式（或设 M 
为紧），则可以定义它们的内积为 

( a ) » a ) = J 〈⑴，5〉 = ( a ) » a ) ( x ) \ f ~ gdx l " m dx n » (37) 

然后就可以用完备化定义 M 上的平方可积函数空间 L 2 ( M ). 

有了 L 2 ( M ) 的理论，也就是有了 M 上的希尔伯特空间理论.而且还可以进一步定义 M 上 
的索波列夫空间，可以定义 M 上的广义函数理论等等.可是我们现在只想简单地讲一下 
La p lace - Balt rami 算子. 

上节末我们把 Laplace - Beltrami 算子定义为 

A = cM + 3 d : F p ( R ra ) ^ F p ( R H ) ， 


这里的 3 在上节中说是 d 的“对偶”算子，其定义是§4的 G 7) 式.其中用到了霍奇 * 算子，其定 
义及性质见§3定理9与定理10,其中用到一个参数 s 是由于定义*时要考虑到 R ra 中的度量. 
度量是用一个非蜕化对称矩阵来定义的.对称矩阵只有实特征根，其中正特征根与负特征根个数 
都是重要的不变量 j 就是负特征根个数.现在我们用的黎曼度量相应于正定矩阵（^)，所以 s 
二 0. 这样由§3的(39)， 


而有 


* - 1 = ( — 1) 心 . (38) 

那么，上节说3是 d 的对偶是什么意义呢？例如 n 阶矩阵的转置矩阵 R % 可 


以由 


(Au ^ v) = (u ^ f Av ) 

来定义 . 〈•， •> 是1^的内积.现在我们考虑的是户 （ R n )， 其中的内积由 （37) 定义.我们要证明 d 
与在的关系就如同矩阵 A 与4的关系 一样： 


( d ⑴，。）= ( a )* da ) . (39) 

这里 w ， cr 是具有紧支集的 C °° 的 F p _ l ( M ) 与 F p CM ) 中之元.但与 R " 的情况不同，那里的 u,v 
应是 R " 中的任意元，现在一方面例如 d 涉及微分,所以对任意的 W e L 2 ( M ) , dw 不一定有意义， 
再则 （39) 很像分部积分法，这一点与第四章讲的广义函数一比较就清楚了 .要作分部积分就会 
出现积分号外之项，而我们又必须设法消除它们.为此我们设均为有紧支集的 C ； T 的外微分 
形式.这样我们就绕过了 d 与3的定义域究竟是什么这个问题.而回避了这个问题以后，我们就 
说谷是 d 的形式伴算子 (formal adjoint operator ) ，这样我们就有 

定理 7 3是 d 的形式伴算子，即若设 w G 戸- 1 ( M),ae F p ( M ) 均为 C ™ 的而且有紧支集， 
则有下式 成立： 

( d ⑴ ’ f 7) = (ajy S ( j ) . (39) 

证 由 * 的定义，^ ^ e F n ~ p ( M ), 从而 W f \ * c G F _1 ( M ), 而 dU 八 * f 7) 有意义.由 
外微分算子之性质有 

d (⑴八 * t7) = do> 八 * c7 + (― 1) P_1 a; A d * t7 

=dco 八 * cr — co A * [ (— 1) ^ * 1 d * (7 ] 

二 do; A * cr — A 糸 da 二 (dto ， a) — iaj ， da) . 
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这里我们用了 §4中3的定义 (39) 式以及 * X - 1 = id . 双方在 M 上积分并用斯托克斯定理，即 
知左方积分为0而得 G 9) 式，定理证毕. 

这个定理的证明看起来只是形式演算，实际上与用分部积分法是一样的.说到底，分部积分 
法也只是一个形式演算. 

最后我们再来看 Laplace - Beltrami 算子的具体表不.§ 4中当度量矩阵是对角阵时给出了所 
需结果，现在要看对于一般的黎曼度量 （&) 又当如何.我们仍然只看对于 m G ( M ), Am 怎样 
表示.注意到 S ： F P ( M ) — F p _ l ( M ) ， 当 p = 0时 ( M ) 即 C °° 函数，而 ( M ) 只好说是 0 元 
素的空间，因此如= 0.这样 Am = 我们假设 a G 炉 （ M ), 但设 p G C；T ( M ), 这与广义函 
数论中的试验函数是一致的.于是 


M 


△ w • cp \ fgdx l A *** A dx n = ( Sdu » cp ) = ( dw ， dp ) 

(dw ， dp> y^gdx 1 '"dx 11 
du d (p 


所以有 


M 


M 


g J ***d x 

ox doc: 


M 


/g 


gg y ^)(pJgdx l "-dx' 


Aw = 


g 


3 ( /- tj du 

- { y gg a? 


djc 3 


(40) 


我们前面已证明了 

△ = — div grad 

与 (40) 比较，我们应定义 w 之梯度是一个向 量场： 


grad u 


du 9 
dx ' 


这是由于这样定义 grad & 后,对任意向量场 X 我们有 

勉 rad u > X ) = X (u ) = du ( X ) . 

而且对于向量场 X = X 1 &，应定义 


(41) 

(42) 


div X 


/g 


( v^XO 


/g 


ggt 




这样一来 


(43) 


Aw = - div grad u 


仍成立. 

但是对高次的微分形式的计算是比较复杂的.它涉及许多较深入的微分几何问题. 
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§ 6结束语——麦克斯韦方程组简介 

本书即将结束了.回顾一下，我们在很简略地介绍了一点希腊数学中有关极限理论的研究 
以后，很快地就转入了微分学和积分学.我们介绍了牛顿如何从开普勒三定律得出引力定律，解 
决了当时 （17 世纪中叶）科学中最重要的问题 ：太阳 系的运行规律.而微积分又如何由此形成一 
门系统的科学.我们现在通用的微积分教材中常讲的一些静力学问题时代更早，都是17世纪前 
科学中的重要问题.几何光学虽然稍晚一些也差不太多.应用范围虽然很大，出现的数学问题虽 
然形形色色，解决这些问题的思想都是一样的 ：都涉 及如何处理无穷小量 :对于 微分学，就是允许 
略去高阶无穷小量.对于积分学实际上是“无穷多个无穷小”如何求和的问题.虽然从希腊人起 
就知道存在这些问题，但是过多的思辨、抽象的议论（在当时条件也只能如此）使得对这些问题 
的解决完全不能适应数学发展的需要.一直到19世纪中下叶，人们才摆脱了那些抽象的哲学思 
辨，以及缺少分析的直觉.现在通用的微积分教本的讲法正是反映了 19世纪下半叶我们对无穷 
小、极限等概念的理解 ：既摆 脱了抽象的哲学思辨，也摆脱了缺少分析——主要指逻辑上的分析 
——的直觉.我们掌握了它，也就可以有把握地前进了.这一段历史表明了数学的发展与牛顿所 
实现的科学上的第一次大综合的关系何等密切.由于数学发展到如此成熟的地步，我们今天甚至 
可以使用一些很直观的语言，而不必担心会产生什么问题.本书里对微分学和积分学的讲法也无 
非是从今天的角度再次解释这些基本概念的现代的理解和表述.说到底还是牛顿的伟大成就.由 
于是牛顿的成就的反映，所以还有一个非常重要的特点是 :解决 各种物理问题，都是在牛顿的框 
架思路之下 ：问题 本身都很明确，解决问题所用到的数学理论也很明确，没有太大的变化.当然有 
些问题难度很大.现在的问题是，自微积分学系统地形成了以后，有没有更重要的新发展?我们在 
本书中实际上介绍了一些重要发展，例如变分法、勒贝格积分及其在研究随机现象上的应用，还 
有调和分析.它们都有自己的非常广阔的前途，都已经超越了牛顿的框架.但下面我们还要介绍 
一下麦克斯韦（以下都简记为 M ) 关于电磁场的理论.一方面因为它可以说是物理科学自牛顿以 
后第二次伟大的综合，而且直接为20世纪物理学的大革命——相对论的出现——开辟了 道路： 
M 理论本质上是相对论性的.更重要的是它所需要的数学与牛顿时代大不相同了 .19 世纪中叶， 
自从高斯、黎曼以后，空间的本性问题以一种远远超越哲学思辨的形态提到人们面前.空间既然 
已不一定限于三维平直的空间，则人们很自然地先是考查高维但是平直的空间——线性空间. 
于是我们有了线性代数，它的作用远不止我们在微分学一章中指出的线性化，即作为一般非线性 
问题的近似.它是一个伟大框架前提的一部分.人们一直试图寻找新的刻画大自然的数学工具， 
例如哈密顿 ( W . R . Hamilton , —位非常重要的数学家和物理学家）研究四元数就是这个企图的 
表现.那时，四兀数十分为人们看好.例如 M 本人还有凯尔文勋爵 (Lord Kelvin ， 真名是 William 
Thomson ) 都想用四元数来作为研究电磁现象的基本工具.而现在知道四元数的人已经不多了. 
线性代数的研究看来一直是探讨空间本性的大潮流的一个部分，不过因为它是考察一些最基本 
的结构，而当时这批数学家所关心的应用问题我们又不甚熟悉，所以现在人们都感到它太抽象， 
似乎与牛顿大相径庭了.其实并不全然如此.这个潮流中有一位很深刻的数学家格拉斯曼.他的 
重要性似乎今天大多数读者估计不足.到20世纪初，开拓了比较系统的关于弯曲空间的研究，有 




第七章微分流形上的微积分 


了微分流形理论，有了黎曼几何等等，终于诞生了爱因斯坦和他的相对论.我们不妨说，高斯黎曼 
播种，爱因斯坦收获.在一个多世纪后的今天看来，他们播种的是一种数学框架，里面包含了许多 
新概念，新方法.电磁现象要放在这样一个框架中才能伸展自如.牛顿的摇篮放不下 M 这个巨 
人，更不说爱因斯坦了.这一个框架的内容之丰富决非本书所能容纳.以后还发展了如规范场理 
论等等也都是内容更丰富、更深刻也就需要新的数学的框架.下面我们介绍 M 的理论是一个绝 
大多数学生都能懂而又十分重要的课题，可以就此看一下这个新的数学框架的威力. 

M 关于电磁现象的研究是继承了法拉第 ( M . Faraday ，1791—1867) 的工作.法拉第对电磁现 
象的理解与牛顿对引力的理解不同.牛顿的理论承认超距作用（尽管他自己也为此苦 恼）： 例如两 
个天体的吸引是瞬时的，引力的传播不需要时间，也不需要某种介质的媒介.法拉第则不同，他认 
为电和磁的影响是通过“场”来实现的.电场由电力线组成.磁场由磁力线组成、电力线与磁力线 
并不像某些中学教材里说的，只是方便的虚构，而是实实在在的，甚至有弹性，可以互相吸引或排 
斥 . M 的工作正是从深刻研究法拉第的著作《电的实验研究》开始，而且十分明确地把法拉第的 
方法与按超距作用理论进行探讨的“数学家”们对立起来. 他说： “在他的心目中，法拉第看到一 
些力线穿过全部的空间，而数学家们则只在空间中看到一些超距吸引着的 力心； 法拉第看到一种 
媒质，而他们则除距离以外毫无 所见; 法拉第向在媒质中进行着的真实作用中寻找现象的依据， 
而他们则满足于在对媒质发生超距作用的一种本领中找到了这种依据见 M 的 名著 : A 
Treatise on Electricity and Magnetism , 1873,中译本：《电磁通论》（上 ）， xii 页，武汉出版社 1992,以 
下引用此书时均依据这个译本） . M 的工作就是把法拉第的思想数学化.他的成就得到了法拉第 
高度评价.《电磁通论》就是总结这些工作的一部划时代的名著.于是 M 认为电磁现象应该用电 
磁场来描述.电场和磁场分别用向量 ( x ， ， z ， f ) 和 B ix ， y ， z ， t ) 来表示.它们在某种介质中 
传播，这种介质就称为以太 ( ether ). 以太被想像成为一种穿透整个宇宙的弹性体.它不可见，不 
可损坏，然而却有一种奇怪的特性，即只允许横波通过.就本书涉及的大人物而言，纳维埃、柯西、 
格林，斯托克斯都赞成以太学说，而 M 对电磁场的传播最早给出的一个模型纯粹是横波在弹性 
介质中传播的模型，并且计算出传播速度就是光速.光速是电磁理论中极重要的常量，本章恒用 
c 表示.就此， M 写道： “我们很难避开一个推论，即光是造成电磁现象的那一种介质中的横振 
动” （1862). 

前面我们已提到， M 是最早主张用向量而不是四元数来刻画电磁现象的物理学家之一.他 
指出，由一个向量场 A ioc ， y ， z ， t 、 一定可以产生两个量：一是它沿某一曲面一定的法线方向 
穿过此曲面 S 的通量 ( flux ) : 

A • ndff = Ajd ^ ds ; + A 2 d 2 ；dx + A 3 dxd > , ; 

J s s 

另一 ■个是 它沿某一 ■有 一 ■定 定向的闭曲线 _ L 的环流 ( circulation ) : 

A • ds = jAidr + A 2 dy + A 3 dz . 

M 十分注意这两个概念在电磁现象的研究中的作用.因为他说“在电的流动事例中，我们根本不 
知道有关导体中的电密度或电速度的任何东西，我们只知道按照流体理论将对应于密度和速度 
之乘积的那个值.因此，在所有的这种事例中，我们必须应用测量通过面积之通量的那种方 
法洞上，13页）这就是说，我们需要知道的是通过某一个小面积5的电流（这是一个向 
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量)称为电流密度向量，这是今天我们使用的语言.因此，电通过曲面 S 的电流即/的通量 

if * 

j.nda. 

至于电荷的密度^则没有任何困难. 

考虑 j 的通量即得到一个基本的事实——电荷守恒.设曲面 S 包围了 区域乃 ，而有电流流 
入，电流密度向量为）（图7 - 6 - 1), 于是在时间 dz 内由 D 外经过 S 流 y w 

AD 的电量(注意， M —直是以流体作为电的模型的）是 / 


一 d ? 


nda. 


它造成 D 内电荷的积累，即电荷应增加 

d? ^^dxdydz . 

这两个量应相等.由于此关系 / S 在任意区域 d 上都成立，故由斯托克斯 
定理（在通常的微积分教本中应用于这一情况的斯托克斯定理称为高 
斯定理）有 


图7 - 6 - 


•»/»« — — 

dt -r-^- + div j dxdydz = 0. 

」」 L /U 」 


因此得到连续性方程 


^ + div j = o. (l) 

dt J 

这是电磁现象第一个基本的事实—— 

除此以外， M 总结了当时关于电磁 Si 全部研究成果，提出了著名的 M 方程组.这里应该 
指出 M 与牛顿的不同.牛顿在《原理》一书中是把他的三定律当作欧几里得的《几何原本》中的公 
理对待，而由此推导出其它一切结论 . M 则不同，他是把以前的全部成果特别是实验成果整理归 
结为四个方程，后来人们才称为 M 方程组.而且如电荷守恒这样最基本的事实也没有列入 M 方 
程组中. 

首先看电场£：与磁场 B 的通量.关于电场通量，高斯早就证明了，穿过封闭曲面 S 的£；之通 
量等于 D 中的电荷.于是应用推导连续性方程的方法即得 

div E = Akp . (I ) 

注意, M 方程组的写法各书常有不同，这里是讨论真空中的场，并采用了高斯—— MKS 单位 
制 0) .其实方程（工）高斯早已得出，并不是 M 的方程. 

用同样方法处理磁场由于磁单极是不存在的 ：有磁 南极则必有大小相同的磁北极在一 
起，因此总磁荷必为0.这样相应于 （1) 必有 

div b = o. (n) 


①这里提到单位问题.我们念数学的人有一个大弱点，即对单位不注意.单位问题首先是一个“应用问题”.因此，任何一 
个国家都有相应的规定.我国国家技术监督局就不把 MKS 制作为标准单位制，而是作为常用单位制，因为标准单位一般用于产 
业中.现在的物理教材则常采用髙斯 - MKS 制.但单位问题还有物理意义.从库伦定律和安培定律采用的单位的分析中就可以 
导出光速来，这一点很值得注意. 
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M 方程组的另外两个方程是关于5和£的环流的.为此设 L 是一个封闭曲线,它是一“片” 
曲面 S 的 边界 ： L = 3 S ， 而且 L 上的正向与 S 上的某一指定的法线方向成为右手坐标系.于是 
斯托克斯定理给出 


A • ds = (curl A) n da. 



现在把它用于 E . 法拉第的电磁感应定律告诉我 们：磁 场对时间的变化会引起线圈中出现电流. 


用数学方式来表述，即 CE 绕 9 S 之环流 ）= -j 穿过 S 之通量) 


应用斯托克斯定理有 


dS 






dcr . 


(curl E) n d(y 




dcr • 


由于 s 的任意性(所以其法线方向也是任意的），故有 


curl E =——— ( 瓜 ) 

C ot 

最后一个也是最值得注意的是表明电流可以产生磁场，这要从 1819—1820 年奥斯特 ( H . C . 
Oersted ) 的实验讲起.当时他从一个模糊的思想 ：磁可 能是电的一种“潜在形式”出发，发现了通 
过电流的导线——这种电流不妨称为传导电流——附近会观察到磁针的偏转.电流的磁效应 
的发现引起了科学界极大的重视.紧接着有安培、毕奥-萨伐尔的定律等等，但都是表明了电流 
的磁效应.这样电与磁明显地处于一种对称的、互相产生的关系中.奥斯特的实验以后的12年即 
1831，法拉第就发表了他的电磁感应定律 . M 后来把它表示成 （ IE ) ，而按奥斯特的实验的数据结 
果来分析，应该得到 


B 绕的环流=/通过 S 的通量）. 

这样一来,仿照上面得出法拉第感应定律的方法应有 

curl B = — / . (2) 

c 

很遗憾，这是.科学的发展告诉我们，千万不要无视“错误”——只要它是一个严肃的错 
误.正是从这中 m 完成了他的伟大功绩.我们 看到： （ 2 ) 与 （ in ) 明显地不对称.这件事引起 

了法拉第的注 意：如 （ m ) 那样，是#决定了而恒定的磁场并不产生电场，所以 （ 2 ) 中缺少了 

d t 

#这样的项 . M 是把电场与一种连续介质相比拟的.因此，他不仅要考虑真空中的电场，而且考 
dt 

虑电介质中的电场，并且认为电动势存在时，介质如同弹性体一样受到应力（他称为胁强），产生 
一种称为电位移的东西 . M 说： “电位移的变化显然就构成电流.然而这种电流只有在电位移变 
化的过程中才能存在.……不能像导体中的电流那样不受限制地沿着相同的方向继续流动”（同 
上，72页）.这就是说，产生磁场的电流有两个部分，一是“像导体中的电流”即传导电流 J ， 另一部 
分则是电位移的变化，称为位移电流.按这样的思考， M 指出， （2) 其实是漏掉了位移电流，而正 
确的方程应该是 
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curl 5 = -^ + —7- (IY) 

C dt C J 

这真是神来之笔！尽管 M 是从一个不合适的连续介质模型出发，可是得到了一个十分重要的结 
论,它有十分重要的推论，而且得到了实验的证明.总之, M 方程组现在是完备了，它成为电动力 
学（电磁场随着时间变化，所以称为动力学）的基础. 

由于位移电流概念的极大的重要性，我们再从数学角度来考察它，看一下为什么没有位移电 
流会产生矛盾.设有电路如图7 - 6 - 2,导线上有传导电流，而导 
线连接着电容器的两极.电容器的两极间不是导体，而可能是某种 
媒质，其中没有传导电流.我们按 (2) 那样来分析这个电路，作一条 
绕着导线的曲线 L , 并以 L 为边缘作一个曲面乂，它与导线相交. 

在\上指定某一侧的法线为于是 L = 3 S , 而且 L 上有诱导定 
向，如图上实线箭头所示.诱导定向是由 R 3 中指定了一个定向以 
后才有的.我们指定的是 R 3 中用右手系.但实际上即使指定为左 
手系也无关，最后会得出同样的矛盾.研究 B 在 L 上的环流，于是 

按 (2) 式，知有传导电流/穿过 Si 其通量为 j • nda (这里有一点 

S -J^ 

小问题，即/只在导线上有，而上面的积分应按3函数去理解，我们 
不去管这件事，因为它确实是很容易解决的），总之该通量不为 0. 

另一方面，我们可以再穿过电容器的两壁，作一个曲面 S 2 ，仍以 L 为边缘= 3 S 2 ，但过 S 2 
并没有电流，因此按(2)，应有 

( B 沿 L 的环流 ） =@ (电流密度向量过 S 2 的通量 ） = 0. 

c 

如果在 S 2 上也指定为外法线（图7 - 6 - 2上的虚线箭头）， S 2 在 L 上诱导一个相反的定向（也 
用虚线箭头表示）， Si 与 S 2 共同包围了一个区域 D ， 而在单位时间内流入 D 的电流是上述两个 
通量之和，且不会为0.于是，随着时间积累，在 D 内的总电荷将达到± %,这当然是不对的.如果 
纯粹从数学观点来看， B 在1 上的环流由一个1 - 微分形式 B • ds = B,dx + B 2 dy + 决 
定.它在 L = 3 S 2 上积分为0,表明它属于0 - 上同调类，而在 L = 35^上不为0,则表明它属于 
另一个非0的上同调类.这种拓扑性质的矛盾是很深刻的. M 本人就已预见到，电磁理论将涉及 
许多拓扑学问题.当然，那时拓扑学还处于极为萌芽的状态.而且称为“位置几何学” . M 引述了 
早期拓扑学研究者李斯廷 ( J . B . Listing , 高斯的学生，“拓扑学” 一词似乎是他开始使用的）的著 
作,而且强调了莱布尼茨和高斯都已理解这一分支的重要性（同上，18页）， M 的著作中对势的多 
值性、线积分的周期以及多连通区域的刻画的研究，其深刻甚至超过了我们现在通用的教材.读 
了 M 的著作更有助于理解 de Rham 上同调理论. 

可是更加值得注意的是，所谓电流即电荷的运动.在某个参考系中是运动的电荷即电流，在 
另一个参考系中则是静止的电荷.所以在某一个参考系中只有电场存在，而在另一个参考系中则 
也有磁场存在.所以电场和磁场应该看成是一个统一的场的两个侧面，要看我们在一个什么样的 
参考系中去研究它.电磁学中涉及运动着的参考系的问题还很多，其最基本的一个是两个电荷之 
间的力，读者们一定知道这里有著名的库伦定律，这个定律指出，两个静止电荷之间的作用力是 
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F = ke ^ rl ? (这里取々=1，因为我们采用了高斯—— CGS 单位制），但是可能不少读者不曾注 
意到，库伦定律只适用于静止电荷，其理由正在于避开了磁效应.同时适用于电磁场中作用于运 
动电荷的力的公式则是洛伦兹力的 公式： 

F 二 + (3) 

其实，磁场强度 B 的定义就是 (3) 式: 磁场强度是一个向量，它规定了作用在一运动电荷上 
而且与速度成正比的那一部分力. 

上面我们说了库伦定律只对静止电荷成立，但是高斯定律即（ I )则在任何情况下都成立， 
而且这可以看成是一个实验事实. 

选择一定的参考系并且考虑这种选择是否会对物理定律有影响，人们自然会得到以下的结 
论：当 参考系变动时，物理定律应该是协变的.即由一个参考系中该物理定律的数学形式应该能 
得出任一参考系中该定律的相应形式.这就是一般的相对性原理.但是这个原理之所以有效，却 
不是由抽象的思辨得出的，而是长期的实验和理论分析的结果.首先从牛顿力学谈起.牛顿力学 
主要讲惯性系，惯性系就是惯性定律在其中成立的参考系.如果 chyz 是一个惯性系而 
对它作匀速直线运动，则也是一个惯性系.在这两个惯性系中一切力学定律形式都是相 
同的.或者换一个常用的说法，在一个参考系中作任何力学实验均无法确定它是静止的还是作勻 
速直线运动.这个原理称为狭义相对性原理，因为它只涉及力学实验.现在给它一个数学表述.观 
测者所在的参考系 Oxyz 称为实验室参考系，他在此参考系中观测某一 ■个物 理对象.我们常将另 
一个参考系附着在被观测的对象上，并称之为附着参考系.这个物理对象在实验室中运 
动就说 Cyx ’ y ’ z ' 在 Qrjyz 中运动.如果 O ’ x ' y ’ z ’ 在 Qrjys 中作勾速直线运动，为简单起见，设这两 
个参考系的坐标轴平行，而前者沿: r 轴方向以常速 w 运动，我们就会有 

x — x - vt ^ y — y — z \t — t (4) 

(见图 7-6-3) . (4) 称为伽利略变换.于是牛顿力学中的狭义相对应性原理可以表 述为： 一切力 
学定律在伽利略变换下是协变的（不变的）.若这两个参考系 
同为惯性系，则它们在力学上是完全等价的，谁也不比谁优 
越: 庄周梦见自己变成了蝴蝶，也可以说是蝴蝶梦见自己变成 
了庄周.两个说法谁也说服不了谁.因为在此变换中时间是不 
变的，而空间坐标则发生了变化，所以我们说在牛顿力学中时 
间仍然是绝对的，但绝对空间不存在了，是在力学中找不到 
的.在有了电磁场理论以后，人们自然会 问：是 否任何物理实 
验(不只是力学实验)均不能在两个惯性系中区别出何者为静 
止的？如果都不能区别，就说有广义相对性原理成立， M 不是把电磁场看成某种媒质——以太 
中的场么？如果真是这样，岂不是可以把以太当作一个具有特殊优越性的空间参考系，而宣称在 
电磁学中找到了绝对空间么？以太是否存在？光速问题给了我们一个线索. 

M 方程组中的 c 正是光速，这不但 M 早已知道，更早一些韦伯和克希荷夫也从其它角度知 
道.但一 ■直到 1888年赫兹 (Heinrich Hertz ) 发现了由纯粹的电磁过程产生的电磁波具有光的一 ■切 
性质，才最后明确了光的本性就是电磁波.那么假定以太如一条小河以速度 w 流淌.我们泛舟顺 
流而下，向小船前进方向射出一束光子，即光线，其速度为 c , 则岸上的观测者看到的光速应是 c 
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+ &然后 又溯流而上并向前发出光线.这时岸上观测者看到的光速应为 c - ^.1887 年美国物理 
学家迈克耳孙 ( A . A . Michelson ) 和莫雷 ( E . W . Morley ) 按此思想设计了著名的实验.按当时的实 
验条件(用光栅测量光波的干涉），应该可以测出光速由 c + 变到 c - w ， 但是结果是否定的.这 
说明以太并不存在，而光速在一切惯性系都相同. 

迈克耳孙和莫雷的实验表明，不管在什么样的惯性系中 M 方程组中的光速 c 都是相同的，这 
就明显地表明 M 方程组没有伽利略不变性.由于光速不变已是不争的事实，这就必然产生许多 
悖论性质的推 论:在 运动方向上，长度会 缩短; 在运动过程中时钟会 变慢; 在一个惯性系中同时发 
生的事件在另一惯性系中并不同时发生，……人们纷纷作出各种各样的解释，而爱因斯坦在 
1905年以极大的睿智指出 ：所有 这些“解释”都是不相干的.所有这些“怪事”其实都是极自然的. 
它们来自时空的本性.牛顿的时空观应该用相对论的时空观来 代替： 时空并非互相分离的 Ri 与 
一维的绝对时间之积 x R ^, 而是一个4维流形——闵可夫斯基时空 M 4 ，它只需要一个局部 
坐标系 y X 1 1 X 2 1 x 3 ) 即可刻画，这里= c ? . M 4 中也有度量，可是它并不是由一'个正定矩阵 
(g tJ ) ， i • j = 0,1，2,3 所刻 画的黎曼度量:，而是由 



所定义的伪黎曼度量 (pseudo-Riemannian metric) .我们称为洛伦兹度量.其中两点 Cr D ， 1 ， x 2 ， 
: c 3 ) 与 （/ 1 3; 1 > 3； 2 •> j; 3 ) 的距离是 

I 2 (x->y) = (x° — y () ) 2 — (x 1 — y ) 2 ⑹ 

我们应称它为“区间” ( interval ). 前面我们讲过的霍奇*算子（它在后面是很有用的）中的 
( 中^ =4,s = 3 .由于广义相对性原理仍要保持,所以伽利略变换必须要代以洛伦兹 
变换，在最简单的情况下，它是 



可见时间与空间在洛伦兹变换中是紧密地结合在一起的.这时，广义相对性原理可以表述 为：物 
理定律都应在洛伦兹变换下是协变的（不变的） . M 方程组正是在洛伦兹变换下不变的.因此我 
们才说 M 的电磁场理论本质上是相对论性的.反之，牛顿的力学方程虽然在伽利略变换下是不 
变的（这里涉及对外力应加什么限制的问题），在洛伦兹变换下却不是不变的，因此需要作相对论 
修正.关于洛伦兹变换以及 M 方程组的洛伦兹不变性我们都不加证明了 .它们属于一个极其诱 
人的领域——相对论，但是我们的读者如果想读一点相对论的话，现在他的数学准备已经大体 
足够了（关于广义相对论，再读一点协变导数和曲率理论也就够用了）.下面我们回到 M 的理论. 
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我们前已指出，现在已经造好了一个新的数学框架，问题是怎样把 M 理论放进去.新框架是 
在从 4 中讨论各种物理问题，因此各种向量都应写成4维向量.关于时空坐标我们已经做到了这 
一'点，即把时间 r 通过当作一'个坐标，而得到 y X 1 y X 2 y X 3 ) . 关于动量，我们将发现，可 

以把能量£引进去形成4维的能量-动量向量 (^ p ). 力也是一样.问题是£：和5怎样看成4 

维向量呢?我们在前面已经指出：£：是真向量而 B 是赝向量，二者怎能混在一起呢？而妙不可言的 
是，正是这两个冤家碰了头,才显示出它们的真实 面目： 它们都是一个二阶张量的分量的一部分. 
4维流形上的二阶张量有16个分量，而4维流形上的二阶反对称张量恰好有6个分量，恰好与£：， 
B 分量总数相同.真赝之分正是反对称性的表现.下面详细道来. 

M 本人其实已经开始意识到真赝向量的区别.他说“还有另一种不同种类的有向量之间的 
区别； 这种区别虽然从物理观点看来是很重要的，但是对数学方法的目的来说却是不必考虑的. 
这就是纵向性质和旋转现象之间的区别”.前者是指那些“完全可以依赖于某一条线而出现的” 
作用与效应，例如电解质中的电流，后者则是“本性为以该线为轴的转动”的那一种向量，而且 M 
明确指出“磁性是一种旋转现象”.这两种向量服从相同的合成定律，即具有相同的运算法则，所 
以“对数学方法的目的来说”不必考虑其区别.显然所谓纵向性质是指真向量，旋转性质是指赝 
向量.但是 M 并没有用这个名词，现在也很难追溯是谁先使用这个名词或极向量、轴向量的名 
词，大约总是20世纪初的事.那时许多数学家和物理学家都在使用向量分析，而四元数就不再为 
人看好了 .从数学思想看来，认识到这个区别的重要性的人是格拉斯曼.但是他的思想较晦涩，为 
人又过于淡泊，不求闻达于诸侯.何况 M 对哈密尔顿似乎更加情有独钟. 

总之，我们现在要在闵可夫斯基时空 M 4 (其上赋有度量 (5)) 上找一个二阶反对称协变张量 
F 来刻画电磁现象.我们要找协变张量是因为这样找出的 F 恰好是一个二阶外微分形式，而我 
们恰好又需要对它施以霍奇*算子. 

我们来看看法拉第的电磁感应定律.把一根磁铁推过一个线圈 L , 必在线圈中产生电流，因 
而电场强度£：沿此闭曲线 L 将会作功，也就是产生一个电动势 L 7, 它等于-丄# (穿过 L 的 B 的 

c at 

通量），这就是 （ ni ) 式： 


如果作一片曲面 D 使 L 



ds = E t dx 1 



= 30 而且适当地选择定向，则通量中应该是 


⑺ 


0 = B x dx 2 A dx 3 + B 2 dx 3 A dx 1 + B 3 dx ] A dx 2 . 

用 o ； 表示 2 阶微分形式 

co = B t dx 1 +1 A dx 1+2 . ⑻ 

( z，z + 1,1+2) 是 (1，2,3) 的轮换排列，再令 c 为一个 1 阶微分形式，则由斯托克斯定 

理，有 


3Q 


da 


D 


M 

a 


因此我们可把方程 （ in ) 用外微分形式改写为 




6 结束语——麦克斯韦方程组简介 


545 


dcr 二一- ( J ) • 

C 

可以看到应是我们想求的二阶反对称协变张量的“一部分”.按我们记二阶反对称协变张量的 
分量时规定// < W ， 所以应把 O ； 写成 

a) = Bidx 2 A dx 3 — B 2 dx l A dx 3 + B 3 dx l A dx 2 . 

另一'部分应是 (•) dx ° A dx 1 + ( Odx ° A dx 2 + (•) dx ° A dx 3 ，这些未定的系数当然也可以从物 
理上推导出来，但因为要利用闵可夫斯基力与“内部乘积” (interior product ) 的概念，都是我们未 
曾讲到的，所以我们只好试一下，令它们为 E { rE 2 , E 3 于是得到 
F = ( E ^ dx 1 + E 2 dx 2 + E ^ dx 3 ) A dr 0 + B r dx 2 A d _ r 3 - B 2 da : 1 A dx 3 + B ^ da : 1 A dx 2 . 

( 9 ) 


现在看一下 dF = 0 究竟是什么.它是一个 3 阶外微分，把它算出来，并注意到例如 ^ = 

dx C dt 

即有 

dF = - A dx 2 A dx 3 + (^T ~ r)dx° A dx 1 A dx 2 

ox ox dx ox 

(dEi, 9E]\ a 1 ^ \ a 7 ^ 

+ (-~r - - ~j j dx A dx 1 A dx 2 H - 5-^-dx A dx 2 A dx 2 

ox ox c dt 

——-—— A dj ; 1 A dx 3 + ——— A dj ; 1 A dx 2 

C dt C dt 



9 B 1 + d _ B 1 

dx 1 dx 2 


+ ^ j ) dx l A dx 2 A dx 3 . 

OX 


所以 dF = 0 就化成了 m 方程组中的 （ m ) 与 （ n ) 


curl E = —— —， div B = 0. 

C dt 

可见 F 的选法是正确的. 

现在看一下，这样选择的 F 怎样把真向量 £ :与赝向量 B 结合起来.为此改到左手坐标系，这 
就相当于把: T 2 与： T 3 对调一下，于是 F 就变成了 



17 - 6-4 
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F = (Ejdx 1 + E 2 dx 3 + E 3 dx 2 ) 八 dx° 

+ B x dx 3 A dx 2 - B 2 dx x A dx 2 + B 3 dx l A dx 3 
= ( Eydx 1 + E 3 dx 2 + E 2 dx 3 ) A dx° - Bxdx 2 A dx 3 - B 2 dj： 1 A dx 2 + B 3 dx l A dx 3 . 

如果仍把它写为 

F = (fijdx 1 + E 2 dx 2 + £ 3 dx 3 ) A dx° + B x dj： 2 A dx 3 — B 2 dx l A dx 3 + Bgdx 1 八 dx 2 . 
就看出，电场强度变成了 

(£^，五 2 ，£ 3 ) — ( E l ^ E 2 ^ E 3 ) = (£^，五 3 ，£ 2 ): 

这只把第二、三分量对换，所以是真 向量; 但是磁场的变化却是 

CB! ， B 2 ，召 3 ) — (B r ^ B 2 ^ B 3 ) = — (Bi ， B 3 ， B 2 ) . 

不但二、三分量对换，而且全部变了符号.所以是赝向量.总之，三维向量的真赝之分只不过是 4 
维张量反对称性的表现. 

要想得到 M 方程组的另外两个，我们先来计算 F 之对偶张量 ■xF. 注意. F 是2阶反对称协 
变张量，/> = 2,流形 M 4 的维数《 = 4,而度量中负特征根个数 s = 3,所以（- l ) p(n -= - 1. 
这样 

—* F = E r dx 2 A dx 3 + E 2 dj： 3 A dx 1 + 八 dx 2 - B x dj ： () A dx 1 

+ B 2 d ^° A dx 2 + B 3 djc ° A dx 3 . 

所以 

fdE ] dKo 3 Ei . \ i 0 ' f 1 3 E ] 3 B2 dB 、\ C \ 7 ^ 

-d* F = -f + —^2 + ) dx 1 八 dx 2 A dx 3 + ( 5 — + — - ) dx A dx 2 A dx 3 

+ (- 丄学 i + 誇 - d ^-)dx (] 八 dx 1 八 dx 3 + (丄手 + 誇 -^)d^° A dx 1 A d ， 

\ c dt dx dx c dt dx dx 

现在我们想把（工）和 （n) 代进去 .（2) 和 （IY) 的右方形成一个 4 维向量 4; i ( / o ,+; 1 ，+; 2 ,+; 3 ). 

我们先用 M 4 中的度量 (5) 相应的（#),纟, ； = 0,1,2,3去作用在这个4维向量上.但因 （#) = 

1 

( g'y ) " 1 = 1 二 （ g ij ( ) ，所以于是得到一个4维向量 : J 二（(0 ， — — + j 2 ， 

1 

— —j 3 ) = pdx [) — — j x Ax 1 — — j 2 dx 2 -丄 ;' 3 dr 3 . 如果要换到其他坐标系，则把 J 当作一 ■个 协变向 

C 1 C C C 

量来处理.于是 J 成了一个协变的4维向量，称为电荷-电流向量.现在对它施用霍奇算子*把 
它化为3微分形式.利用§3中关于计算 *0； 的公式于此，有 

丧 J = — pdx 1 A dx 2 A dx 3 + ^— dx () A dx 2 A dx 3 

1 c 

• 2 t 3 

— — dx ° A djc 1 八 dx 3 + — dx ( ' A dx 1 A dx 2 . 

c c 


把它与 F 比较，立即得出 


d * F = 4 ti * / . 


(10) 
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如果再把它化为谷 
以化为 


关 d * ，利用 * 关⑴=(―，这里 


4^ s = 3,上式就可 


SF = An]. 

总之， M 方程组现在化成了关于二阶反对称协变张量 F 的两个形状极为简洁的方程 

dF = 0, ( MI ) 

dF = 4 kJ . ( ME ) 

F 称为电磁强度张量，或称为法拉第张量，它的矩阵形式是 

0 - E y - E 2 - E 3 1 

Ey 0 B3 - B2 
F = . 

E 2 - B 3 0 B x 

.£3 B2 ~ Bi 0 」 

把 M 方程组写成这样简洁的形式，就可以很方便地把本章讲的数学工具应用于它.作为一个例 
子，把算子 d 作用于 （ 10 ) 式两侧，因为 d 2 = 0 ,所以就有= 0 ,把的表达式代入，立即 
有连续性方程 

^ + div j = 0. ( 11 ) 

dt J 

可见，连续性方程即电荷守恒定律,其实是 M 方程组的推论.我们这里未能介绍的关于电磁场的 
能量关系，也都可以由此导出.这样我们就可以说， M 方程组确实是整个电磁理论的基础.但是 
关于作用在电荷上的力的洛伦兹力的公式却不能由 M 方程组导出.因为一则其中出现了电荷的 
运动速度 p 不曾在 M 方程组中出现，而且也不可能出现，因为 M 方程组是洛伦兹不变的，不论电 
荷以什么速度运动，只要时间与空间的坐标的变化适合洛伦兹变换, M 方程组总是不变的.有了 
力，当然就会考虑牛顿力学如何应用于它.但是 M 理论本质上是相对论性质的，而牛顿力学则不 
是.因此，要想把牛顿力学应用于电荷的运动，就应该加上相对论修正. 

此外, M 方程组虽然形状写起来十分简单，其内容仍是复杂的，要去求解就很不容易.不过 
我们注意到方程 ( MI ), 由庞加莱引理就知道，在 M 4 的任一个星形域中一定存在一个一阶微分 
形式 A = < pdx {) + 使 

F = dA. (12) 

A 称为势， p 是它的时间部分，它就是经典的物理教本中的标量势，其余的三个分量构成其空间 
部分，我们用古典的向量分析记号（即黑体字母）来表示它= ( ApA ^ Aj ，它就是通常所谓 
向量势.于是 

dA = 2 ( 给 -A dr'", v = 0,1,2,3 



dx ° A 


''dx 1 3^ 


与 F 的表达式 (9) 比较，即得 
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E = ~ grad f - + • (13) 

B = curl A . (14) 

这与传统的讲法完全一致. 

但是同一个电磁场 F 可以有许多不同的势.因为若 A 是一个势，加上一个0阶微分形式; I 的 
外微分，即 M 4 上的一个光滑函数 A 的全微分(^，则= A + dA 也是一个势，因为 

dA " = dA + d 2 A = dA = F . 

反过来，若1是？的另一个势，则 dCA / - A ) = 0.而由庞加莱引理，一定存一个0阶微分形式, 
即一个光滑函数; I 使1 = A + dA . 这里当然都是在 M 4 的一个星形区域中讲的.总之 A + dA 给 
出了全部的势，任取一个都可以得到同样的 F . 这个性质称为 F 的规范不变性.这样的说法来由 

如下：在原点处一个单位电荷必在 （ x ， z ) 点产生电势1 + C ， 通常我们取 C = 0,即要求势在 

T 

无穷远点为0,这就是一种规范.现在讲的则与此类似.物理学中有许多场都有规范不变性，即所 
谓规范场.我们所讲的只是最简单的情况. 

既然有多种不同的势，我们必可取其中一个使所讨论的方程最简单，这就是要求 M = 0.因 
为 SA = ± * d * A ，而 

土关 A = (pdx 1 A dj; 2 A dx 3 — A } dx ] A dx 2 A dx 3 + A 2 dx° A dj; 1 A d^: 3 

— A 3 dx° A dx 1 A dx 2 . 

所以 


± M = 丄 # + div A = 0. (15) 

C dt 

这里我们采用记号 ± 是为了在计算 3 时更方便一些.规范 （15) 有特殊的重要性，称为 

Lorenz 规范（请注意这不是爱因斯坦相对论的伟大先彳丁者洛伦兹 ( H . A . Lorentz ) 而是另一'个人 
L . Lorenz ， 尽管拼法与发音都很相近）.这种规范必满足方程 

△A = (3 d + d^)A = SF = An ]. (16) 

不过这里的 Laplace - Beltrami 算子并非古典的拉普拉斯算子^ gf ， 而是 - 
(^― 7 ) = 4 - A 3 ，而且时常记成□，称为达朗贝尔算子 （ d'Alembert operator ). 因为现在 

OX C ot 

的度量不是欧几里得度量，而是洛伦兹度量.这里我们没有详细推算.但是不论如何，它是 
Laplace - Beltrami 算子，而前面指出，它作用在1阶微分形式 A 上时，可以分别作用到各个分量上 
去.因此有 

□ p = 4 np . 

□ A 二 Aizj. 

现在我们把势的时间部分与空间部分完全分开了 .电荷决定 p (而不是如我们习惯想 像的： 电荷 
决定电场），电流决定 A (而不是如我们习惯想 像的： 电流决定磁场）. 

这里的方程是著名的波动方程.它是偏微分方程中极广泛的一个分支.由此我们看到了，打 
开了波动方程以及更一般的双曲型方程应用于电磁波理论的道路. 

可是我们把 M 方程组化为 （ MI ) 和 （ ME ) 还有更重要的意 义：它 虽然比较抽象，但却是一 
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种极重要的框架.再加上这个框架的进一步发展，其中可以包含许多更深刻反映大自然本质的 
场，在21世纪中我们必可看到它的大发展.这当然绝不是微积分的创始者们，如17世纪的牛顿 
所能梦想得到的了. 




